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АДАПТИВНИЙ СУБГРАДІЄНТНОГО МУЛЬТІСТАРТОВИЙ МЕТОД КЛАСТЕРИЗАЦІЇ У 
ПРОСТОРІ ВЕЙВЛЕТ-ПЕРЕТВОРЕННЯ 

Анотація. Розроблено адаптивний мультистартовий субградієнтний метод кластеризації в просторі 
вейвлет – перетворення для випадку, коли  параметри кластера змінюються лінійно. Досліджено умови збіж-
ності методу в середньоквадратичному змісті на етапі адаптації. Наведено рекомендації щодо вибору кроку. 
Використання методу дозволить підвищити оперативність діагностування. 

V. N. Krylov, ScD, 
G. Yu. Shcherbakova, О. V. Logvinov, PhD. 

ADAPTIVE SUBGRADIENT MULTISTARTOVY CLUSTERING METHOD IN THE SPACE OF 
THE WAVELET TRANSFORM 

Abstract. The adaptive multi-start sub gradient clustering method in the wavelet transformed domain for the case, 
when cluster parameters are linear function of time, is designed. The convergence of this method in a mean squared 
sense is proved. The recommendations of step choice are designed. Such method allows operative ness of the diagnos-
tics raise. The operative ness of the diagnostics is raised.  

При автоматизации технического диаг-
ностирования важной задачей является обес-
печение оперативности контрольно-
диагностических операций. Один из основ-
ных факторов повышения оперативности – 
применение методов, которые позволяют по-
высить быстродействие вычислительных 
процедур при диагностировании и сократить 
количество контрольно-измерительных опе-
раций по сбору данных, необходимых для 
реализации этих процедур. В таких задачах 
технической диагностики, как прогнозиро-
вание параметров изделий, контроль состоя-
ния аппаратуры и процессов производства 
для разделения объектов на группы по зна-
чениям параметров, как правило, применяют 
классификацию при распознавании образов 
[12]. Если нет указаний о том, к какой группе 
(кластеру) относится исследуемый объект, 
но необходимо определить границы между 
кластерами, применяется классификация с 
самообучением, которая включает две про-
цедуры: кластеризацию и собственно клас-
сификацию. Кластеризация является одной 
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из самых продолжительных вычислительных 
процедур при диагностировании [3]. 

При кластеризации  данные разделяют 
на группы (кластеры) по признаку компакт-
ности так, чтобы был оптимизирован функ-
ционал качества. Этот функционал может 
быть недифференцируемым, может обладать 
зашумленной поверхностью, поскольку ана-
лиз в указанных задачах диагностики произ-
водится по малым выборкам исходных дан-
ных. Важной проблемой является то, что ис-
тинный минимум этого функционала может 
дрейфовать со временем и (или) под дейст-
вием каких-либо производственных или экс-
плуатационных факторов. Это обусловлива-
ет необходимость применения адаптивных 
методов кластеризации. 

Существующие методы кластеризации 
отличаются либо низкой помехоустойчиво-
стью, либо низкой точностью, что снижает 
достоверность диагностики. Поэтому в каче-
стве базового метода выбран разработанный 
авторами мультистартовый метод кластери-
зации в пространстве вейвлет - преобразова-
ния, отличающийся  повышенными помехо-
устойчивостью и точностью  [10].    
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Для поиска оптимума в условиях дрейфа 
истинного минимума функционала разрабо-
таны субградиентные методы нестационар-
ной оптимизации, реализуемые по схеме 

]),[(][][]1[ ncgnncnc g-=+           (1) 
где ][nc - оценка координаты экстремума 
на итерации n ; ])[( ncg - субградиент (заме-
няющий градиент из метода Ньютона), кото-
рый «в среднем» должен совпадать с гради-
ентом, и близок к нулю, когда его аргумент 
стремится к точке экстремума [2]. Эти мето-
ды разработаны для различных вариантов 
дрейфа минимума функционала (затухающе-
го, полиномиального, ограниченного по 
норме) и различных типов (аддитивных, 
мультипликативных) и уровней помех [1]. 
Однако, как правило, на область их приме-
нения налагается ряд ограничений – требует-
ся, чтобы оптимизируемый функционал об-
ладал одним экстремумом, был дифферен-
цируемым, сильно выпуклым в точке мини-
мума и др. [1]. Эти требования при оценке 
параметров в процессе диагностики часто не 
выполнимы [9], что обусловлено описанны-
ми выше особенностями функционалов при 
оптимизации. 

Для решения задач кластеризации в ус-
ловиях дрейфа истинного минимума функ-
ционала разработан субградиентный мульти-
стартовый метод адаптивной кластеризации 
в пространстве вейвлет преобразования 
(ВП), который позволяет проводить класте-
ризацию в условиях дрейфа  параметров кла-
стера [10, 12]. Этот метод адаптивен за счет 
того, что для последующих временных ша-
гов начальные параметры центров кластеров 
определяются из анализа на предыдущем 
шаге. Но метод при оптимизации требует 
при оценке субградиента [5]  (при размерно-
сти пространства признаков d  и количестве 
шагов дискретизации длины носителя анали-
зирующего вейвлета N ) до Nd2  измерений 
на каждой итерации. Временные и аппара-
турные затраты на проведение измерений 
параметров при диагностировании с помо-
щью этого метода возрастают при дрейфе 
минимума функционала при кластеризации 
пропорционально количеству временных 
шагов, для которых проводится кластериза-
ция. 

В ряде случаев,  в зависимости от усло-
вий хранения или использования, параметры 
объектов одного из исследуемых кластеров 
могут меняться медленно и зависеть от вре-
мени (или других факторов) почти линейно 
[6]. Классификация в случае медленно ме-
няющихся параметров класса на основе ме-
тода динамической стохастической аппрок-
симации при затухающем дрейфе минимума 
функционала [13] исследована в работе [8].  
Применение подобного подхода при класте-
ризации в случае медленно (линейно или 
почти линейно) меняющихся параметров 
кластера позволит сократить временные и 
аппаратурные затраты на измерение пара-
метров в процессе кластеризации и за счет 
этого повысить оперативность диагностиро-
вания. 

Цель работы – разработка и исследова-
ние адаптивного мультистартового субгра-
диентного метода кластеризации,  если па-
раметры меняются линейно, для повышения 
быстродействия.  

Для достижения поставленной цели ре-
шены задачи:  

 разработан адаптивный мультистартовый 
субградиентный метод кластеризации в про-
странстве вейвлет-преобразования (ВП) для 
случая  линейно меняющихся параметров 
кластера; 

 исследованы условия его сходимости; 
 приведены рекомендации по выбору  

шага. 
Адаптивный мультистартовый субгради-

ентный метод кластеризации в пространстве 
вейвлет - преобразования (ВП) для случая  
линейно меняющихся параметров кластера 
включает следующие этапы.  

Этап 1. Определение количества класте-
ров в данных об исследуемом объекте одним 
из известных методов  [3,4,11], которое впо-
следствии остается неизменным. Вопрос со-
держательной интерпретации классов реша-
ется экспертными методами.  

Этап 2. Определение параметров кла-
стера в начальный момент времени [10]. 

При кластеризации определяют опти-
мальный вектор c = copt, который, удовлетво-
ряя ограничениям, доставлял бы экстремаль-
ное значение ),( cxQ  – функционалу вектора 
переменных ),,( 1 Ncc K=c , зависящему от  
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вектора случайных последовательностей  
),,( 1 Mxx K=x .  

По показам образов XxÎ  определяются 
центры множеств kX  и их границы.  При 
этом  

å
=

e=
M

k
k ccccccQ

1
M1kM1M1 ),,,()F,,,(),,,( KKK xxx  – 

реализация функционала качества;  
),,(x,F M1k cc K – функция расстояния элемен-

тов x  множества X  от «центров»   kc  под-
множеств kX  (кластеров); )( ×ek – характери-
стические функции 
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Для двух кластеров поисковый регуляр-
ный итеративный алгоритм кластеризации 
для определения значений центров кластеров 
*
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где ][ nkg – величина шага; n - номер итера-

ции; )]1[],1[Q(x[n],~
211 --Ñ + ncncc - оценка 

градиента реализации для первого кластера; 
)]1[],1[Q(x[n],~

212 --Ñ + ncncc - оценка гради-
ента реализации для второго кластера; k – 
номер кластера. 

По реализациям функционала качества  
)( cx,Q  оценивается градиент 

)),(,),((),(
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c c
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c
QQ

¶
¶

¶
¶

=Ñ
cxcxcx .  Но,  если в  

условиях помех оценка градиента проводит-
ся разностным методом [5, 9], поисковый ре-
гулярный итеративный метод, используемый 
при кластеризации, также даст низкую поме-
хоустойчивость. Это обусловлено низкой 
помехоустойчивостью оценки градиента 
разностным методом. 

Для кластеризации в первый момент 
времени: 

инициализируются параметры метода; 
для каждого из i  элементов взвешенной 

суммы с ВП определяют значение характе-

ристических функций 1,2),,(x, 21 =e lccl , 
входящих в оценку субградиента.  Для этого 
по методике, изложенной  в работах [9,10], 
пары значений 

]1[],1[ 21 -- ncnc ; ]1[],[]1[ 211 -±- ncnaienc ;

][]1[],1[ 221 naiencnc ±--  ( Ni ,1= ) при дан-
ном x[n]  подставляют в f(x, c1, c2) = 

 c-x[n]c-x[n] 2
2

2
1 -= . Здесь N – длина но-

сителя вейвлет-функции; ][na  – скаляр. 
Функция f(x, c1, c2) равна нулю на грани-

це между кластерами и имеет различные 
знаки в различных областях. Поэтому, если 
значение f(x, c1, c2) отрицательно, 

01 21 =e=e , , если положительно, 
10 21 =e=e , [10]. 

В качестве базового для оценки градиен-
та был использован градиентный метод [7].  

Исходные данные для его работы: на-
чальное значение координаты минимума, 
начальное значение шага 1=g , коэффици-
ент, обусловливающий изменение шага g  
вблизи минимума 50,=b , точность опреде-
ления оценки субградиента e , количество 
итераций j. 

Процедура вычисления минимума при 
кластеризации включает:  

вычисление оценки субградиента; 
       останов, если значение оценки субгради-
ента меньше заданного значения точности e ; 

вычисление величины шага: задается на-
чальное значение величины шага 1=g ; вы-
числяется вспомогательное значение прира-
щения функции Δ , если приращение функ-
ции Δ  меньше нуля – g=g ][n  и переход к 
следующему этапу, иначе bg=g ][n  и пере-
ход к предыдущему этапу; 

расчет координаты минимума на n-ой 
итерации,  

n = n + 1 и переход к начальному этапу 
вычисления минимума при кластеризации. 

При вычислении оценки субградиента на 
каждой итерации на первом этапе вычисля-
ется свертка значений минимизируемого 
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функционала )]1[],1[Q(x[n], 21 -- ncnc  с 
вейвлет-функцией Хаара. Это позволяет пе-
реместить поиск в район экстремума с по-
грешностью, определяемой асимметрией 
этого функционала. 

На втором этапе оценки субградиента 
при кластеризации вычисляется взвешенная 
сумма минимизируемого функционала 

)]1[],1[Q(x[n], 21 -- ncnc  с гиперболической 

функцией 
x

i
a

=Y
1)(  при начальном масшта-

бе 5,0=a .  
)(*)]1[],1[Q(x[n],])[( 21 incncncHWT Y--= , 

где * – операция взвешенного суммирования.                   
Далее, после определения оценки суб-

градиента, определяют приближение к зна-
чению координаты центра кластера, исполь-
зуя итеративный алгоритм в пространстве 
гиперболического ВП по схеме 

       ])[(][][]1[ ncHWTnncnc ll g+=+ ,                        
где ][ng – шаг; ])[( ncHWT  – значение взве-
шенной суммы с вейвлет-функцией в точке 

][nc . 
Если найденная на этом этапе координа-

та оптимума  отличается от координаты оп-
тимума, найденной на предыдущем этапе не 
более, чем на d , процесс поиска заканчива-
ется. Здесь d  – заданная точность поиска ко-
ординаты оптимума. 

Для оценки субградиента использовано 
гиперболическое вейвлет-преобразование 
(ГВП), полученное по лифтинговой схеме [5, 
10, 14]. 

На каждом уровне поиска координаты 
оптимума значение масштаба a увеличива-
ется в соответствии с }5;4;3;2;1;5,0{=a . 
Если условие окончания поиска координаты 
оптимума  при значении величины a = 5 не 
достигается, оценка субградиента произво-
дится разностным методом.  После этого по-
иск заканчивается.  

Этап 3. На этом этапе оценка параметра 
кластера проводится с помощью динамиче-
ской (двухэтапной) стохастической аппрок-
симации  [8, 13].  

Оценка параметров кластера в случае, 
если его параметры меняются со временем 
или под действием других факторов линейно 
или почти линейно осуществляется с помо-
щью  двухступенчатой процедуры аппрок-
симации, выполняемой на каждом времен-
ном шаге. Первая ступень предназначена для 
корректировки изменений координаты цен-
тра кластера под действием влияющего фак-
тора. Вторая ступень производится по схеме 
(1) на основе данных о параметрах элемен-
тов кластера, измеренных на новом шаге из-
мененного влияющего фактора.  

Без нарушения общности рассмотрим 
одномерный случай. Пусть ][ nc – координа-
та центра кластера, изменяющаяся со време-
нем  

1),O(n[n])cn(11][n -*-1* ³m++=+ mc  .      (2) 
Тогда алгоритм двухступенчатой стохас-

тической аппроксимации для оценки изме-
нения координаты центра кластера будет оп-
ределяться следующим образом. 

Первая ступень: 
),O(n)c[n]n(11][nc --1 m++=+        (3) 

с учетом (3) вторая ступень:  

)c[n]),n(1-1][n](x[n

)O(n)c[n]n(11][nc
1-

--1

++g+

+++=+ m

      (4) 

где x[n + 1] – значение параметра и c[n + 1] – 
оценка координаты центра кластера на n + 1 
временном шаге; ][ng – последовательность 
положительных чисел, удовлетворяющих 
условиям 

,)])([( 0n1n1
1n

1 =+g-Õ
¥

=

-      0n1 >g- ])[( , 

.][ ¥<gå
¥

=1n

2 n                  (5) 

Применяя метод Дворецкого  аналогич-
но [8, 13] можно показать, что  оценка 
c[n + 1] сходится к c*[n + 1] в среднеквадра-
тическом с вероятностью единица.  Для это-
го перепишем (4) следующим образом: 

 

1],[n[n]1][n[n]c
))(n)(c[n]n[n])(1-(11][n --1

+hg++g+

+¢++g=+
*

mOc
  (6) 

где  
),O(n)n(1)(nO --1-1- mm +=¢              (7) 
1]η[n1][nc1]x[n * +++=+ .            (8) 
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Величина 1]η[n +  - шумовая состав-
ляющая значения измеренного параметра 

1]x[n + , причем  
0])[( =h nE  и ][])[( 22 nnE s=h .             (9) 

Уравнение (6), записанное в виде  

 
],1[][

])[,],1[(]1[
+hg+

+=+
nn

nccTnc K
,        (10) 

где 

  
1][n[n]c))(n(c[n]

)n[n])(1-(1])[,],1[(
-

-1

+g+¢+´

´+g=
*mO

nccT K
,    (11) 

представляет собой детерминированное (без 
помех) преобразование. Из (11) и (2) следует  

,][ [n]c-c[n]nF

[n]c-c[n])nγ[n])(1-(1

1)[nc-1)[nγ[n]c

))(nO)(c[n]nγ[n])(1-(1

1][ncc[n]),T(c[1],

*

*1-

μ-1-

*

=

=+=

=+++

+¢++=

=+-

**

K

  (12) 

где 
 )nγ[n])(1-(1][ -1+=nF .             (13) 

Опустив в (10) случайную составляю-
щую ]1[][ +hg nn , с использованием (10) за-
пишем 

Õ
=

-=

=----=

=-=

=+-+

n

k

cckF

ncncnFnF

ncncnF

ncnc

1

*

*

*

*

.]1[]1[][

]1[]1[]1[][

][][][

]1[]1[

   (14) 

С учетом того, что при соответствую-
щем выборе ][ng , можно получить 

Õ
¥

=

=
1

0][
n

nF , то ][nc  будет сходиться к ][* nc  

при любых конечных значениях ]1[c  и ]1[*c . 
Здесь ]1[c  - оценка координаты центра ис-
следуемого кластера после предыдущего 
этапа кластеризации.  

Тогда, приняв обозначение 
]1[][][ +hg= nnnz   и используя (9),  запишем  

0nzE =])[(  и ].1[][])[( 222 +sg= nnnzE   Если 
принять предположение, что дисперсия 

]1[2 +s n  шумовой составляющей величины 

]1[ +nx  ограничена при всех n величиной 
2s , то сумма дисперсий помех конечна, так 

как 

.][])[(
1

2

1

22 ¥<gs£ åå
¥

=

¥

=

nnzE
nn

 

После этого, приняв обозначение 
]])[][[(][ 22 ncncEnV -= ,              (15) 

возведя в квадрат левую и правую части (6) и 
определив среднее, можно получить рекур-
рентное соотношение для среднеквадратиче-
ской ошибки оценок 

,][][][]1[ 22222 sg+£+ nnVnFnV      (16) 
где оно становится  неравенством после под-
становки вместо ]1[2 +s n  верхней границы 
дисперсии помехи 2s . После обозначения 

222 ][][ sg= nnB  и итерирования выражения 
(16) 

],[][][]1[][][

]1[][]2[]1[][
]1[]2[]1[

][]1[]1[]1[
][][][][]1[

22
1

1

2222

22222

222

2222

22222

nBinbiBVnbnB

nBnFnBnFnF
BFnF

nFVFnF
nFnBnVnFnV

n

i
+-+£+

+-+--+

++-´

´+-´

´£+£+

å
-

=

KK

K

(17) 

где 

Õ
+=

=-
n

1ik

2 kFinb ].[][                           (18) 

Если ¥<][1V2 , правая и левая части 
формулы (17) будут равны при ¥®n . Сле-
довательно, доказана сходимость 

.0]])[][[(lim 2* =-
¥®

ncncE
n

             (19) 

Сходимость ][ nc  к ][* nc  с вероятно-
стью единица может быть доказана анало-
гично доказательству Дворецкого для ста-
ционарного случая [8].  

Преобразовав неравенство (16) по мето-
дике [8], можно получить оптимальную по-
следовательность шагов ][ng .  Для этого пе-
репишем (16)   

.][][])[
1(]/)1[(]1[

2222

22

sg+g-

-+£+

nnVn
nnnV

           (20) 

Минимум правой части неравенства (20) 
имеет место при 
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222

2

]
1

[][

][][

+
s+

=g

n
nnV

nVn ,           (21) 

 
 

полученного после приравнивания первой  
производной  по g[n]  нулю.  

Подставляя выражение g[n] в (20), мож-
но получить рекуррентное соотношение для 
среднеквадратической ошибки оценок 

].[
]

1
[][

][]1[ 2

222

22
2 n

n
nnV

nVnV gs=

+
s+

s
£+   (22) 

 
Тогда, после введения обозначения 

]1[2

2

V
s

=a , и с учетом того, что начальная 

оценка имела среднеквадратическую ошибку 
]])1[]1[[(]1[ 2*2 ccEV -= , используя (21) и (22), 

итерируя попеременно ][2 nV  и ][ng , запи-
шем оптимальную последовательность ][* ng  
и минимизированное значение среднеквад-
ратической ошибки ]1[*2 +nV  

,
)1()32)(2)(1(

6
1

)1(][
2

*

-a++++

+
=g

nnn

nn     (23) 

][]1[ *2*2 nnV gs=+ .                    (24) 

Таким образом, в работе представлен 
адаптивный мультистартовый субградиент-
ный метод кластеризации в пространстве 
вейвлет-преобразования для случая  линейно 
меняющихся параметров кластера. Исследо-
ваны условия сходимости в среднеквадрати-
ческом смысле для этапа адаптации, приве-
дены рекомендации по выбору шага. Вычис-
лительные затраты при оценке параметров 
кластера на этапе адаптации сокращаются по 
сравнению с базовым вариантом [10] более 
чем на порядок. Применение метода при 
кластеризации в случае медленно (линейно) 
меняющихся параметров кластера позволит 
сократить вычислительные, временные и ап-
паратурные затраты на измерение парамет-
ров в процессе кластеризации, за счет чего -- 
повысить быстродействие, а следовательно, 
и оперативность диагностирования. 
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