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І. І. СТАНОВСЬКА 

ФРАКТАЛЬНА РОЗМІРНІСТЬ ЯК МІРА СТУПЕНЯ ВИРОДЖЕННЯ ПРОЕКТНОЇ ДІЯЛЬНОСТІ 

Показано, що нагальною проблемою проектного менеджменту є запобігання трансформації творчої роботи по попередженню внутрішніх та 
зовнішніх викликів на технологічну діяльність.  Розглянуто питання чисельної оцінки ступеня трансформації креативної проектної діяль-
ності в рутинну операційну. Для цього запропоновано розглядати в процесах управління проектами фрактальність і досліджувати далі цей 
процес як фрактальний об'єкт. Виконано представлення процесу управління проектом у вигляді двовимірного стохастичного фрактального 
об'єкта. Результати роботи впроваджені в процес управління проектами з позитивним ефектом. 

Ключові слова: проектна діяльність, проектний фрактал, розмірність Хаусдорфа, фрактальна розмірність, трансформація свободи. 
 
Вступ. Останнім часом в галузі управління прое-

ктами і програмами з’явилися роботи, в яких автори 
співвідносять креативну та оперативну частини прое-
ктного менеджменту, наголошуючи на те, що від зни-
ження креативної частки потерпають, у першу чергу, 
можливості менеджменту протидіяти внутрішнім та 
зовнішнім викликам у вигляді несподіваних змін умов 
виконання проекту, різного роду ризикам, тощо [1 – 3]. 
Розробляються методи та підходи до збереження варіа-
тивної частини проекту за будь-яких умов.  

В той же час, для опису таких методів, їхньої 
оцінки, порівняння за ефективністю, прийняття будь-
яких адекватних рішень щодо вибору відповідних 
умовам, які складаються, заходів, нагально потребу-
ють, в першу чергу, вибору одиниці вимірювання, в 
якій можна було б такі порівняння та оцінку викону-
вати, а також методу практичного визначення цієї 
одиниці. Саме обґрунтуванню такої одиниці вимірю-
вання креативності проектної діяльності – фракталь-
ній розмірності – присвячена ця робота. 

 

Аналіз літературних даних і постановка про-
блеми. Найпростіший фрактал – це геометрична фі-
гура, яка має властивість самоподібності, тобто скла-
дена з декількох частин, кожна з яких подібна до усієї 
фігури цілком [4 – 7]. Фрактали цього класу найнаоч-
ніші. У двовимірному випадку їх одержують, напри-
клад, за допомогою деякої ламаної (або поверхні в 
тривимірному випадку), яку називають генератором. 
За один крок алгоритму кожний з відрізків, що стано-
влять ламану, заміняється на ламану-генератор, у від-
повідному масштабі. В результаті нескінченного по-
вторення цієї процедури, виходить геометричний 
фрактал (рис. 1). 

Важливою характеристикою фракталу є його 
фрактальна розмірність. Так, фрактальна розмірність 
зображеного на рис. 1 фракталу дорівнює log4/log3 = 
log34 ≈ 1,261859 [8].  

У простого геометричного фракталу епохи (іте-
рації) перетворення можуть тривати нескінченно. 
Природні ж і техногенні фрактали, до яких відносять 
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ся й процесb управління проектом, мають чітко об-
межений інтервал масштабів, в якому зберігається 
принцип фрактальності та у якому вони проявляють 
свою фрактальну природу [9].  

У реальності будь-який фрактал має деякий мі-
німальний і максимальний масштаб довжини, при 
менших або більших значеннях цієї довжини самопо-
дібність пропадає або порушується. Коли у формі 
фракталу з'являються елементи випадковості, гово-
рять про «випадкові фрактали». Говорити про само-
подібність в цих випадках можна, але тільки в статис-
тичному сенсі, тобто коли не можна говорити про то-
чні копії, а тільки про збіг статистичних характерис-
тик (коли проводиться усереднення по всіх статисти-
чно незалежних реалізаціях процесу управління) [10]. 

Розглянемо фрактальний об'єкт, який займає 
якусь обмежену область A, що має diamА = L в евклі-
довому просторі розмірності n [7]. Нехай на якомусь 
етапі його побудови він являє собою множину точок з 
N >> 1, деяким чином розподілених у цій області. 
Зрештою припускаємо, що N → ∞.  

 

Рис. 1 – Приклад розвитку геометричного фракталу 

 
Множина точок може являти собою деяку попу-

ляцію, що складається з особин одного виду, розподі-
лених по області A. Такою популяцією можуть бути, 
наприклад, народонаселення або мережа метеостан-
цій. Обидві популяції нерівномірно розподілені по 
поверхні Землі. Просторовий розподіл енергії, розпо-
діл помилок у каналі зв'язку, розподіл домішок у рід-
ких середовищах, мас у речовині – приклади таких 
популяцій. Важливо відзначити, що нерівномірний 
розподіл особин залишається в силі незалежно від лі-
нійного масштабу [6].  

Розіб'ємо всю область A на гіперкубічні гнізда зі 
стороною ε і об’ємом εd (d – розмірність Хаусдорфа), 
відповідно. Далі нас будуть цікавити тільки зайняті 
гнізда, в яких міститься хоча б одна точка. Позначимо 
N(ε) кількість таких гнізд, воно, очевидно, залежить 

від ε. Нехай ni(ε) – кількість точок в i-му гнізді.  
Тоді величина  
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є ймовірність того, що деяка точка міститься в i-
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Введемо в розгляд так звану узагальнену статис-
тичну суму, яка характеризується показником q:  
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де –∞ ≤ q ≤ +∞.  
Спектром узагальнених фрактальних розмірнос-

тей Реньє точок, що характеризують розподіл, в обла-
сті А називають сукупність величин:  

( )
1q

q
d

q
t

=
−

                                                             (4) 

де  

( ) ( )
0

ln ,
lim .

ln
Z q

q
ε

ε
t

ε→
=                                            (5) 

Для звичайного однорідного фракталу всі ці роз-
мірності збігаються. Тобто, якщо dq = const, тобто не 
залежить від q, то розглянута множина точок являє 
собою звичайний, регулярний фрактал, який характе-
ризується всього лише одною величиною – фракталь-
ною розмірністю dh. Напроти, якщо функція dq якось 
міняється зі зміною q, то розглянута множина точок є 
мультифракталом.  

 Таким чином, мультифрактал у загальному ви-
падку характеризується нелінійною функцією t(q) 
статистичної суми, яка визначає поведінку Z(q, ε) при 
ε→0: 
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= ≈∑                                   (6) 

 Слід мати на увазі, що граничний перехід при 
ε→0 треба виконувати, пам'ятаючи, що йому завжди 
передує межа N→0.  

У випадку звичайного фракталу функція 
 
τ(q) = (q – 1)d,                                                       (7) 

т.е. є лінійною. Тоді всі dq = d дійсно не залежать від 
q. Для фракталу, усі узагальнені фрактальні розмірно-
сті dq якого збігаються, часто використовується тер-
мін монофрактал.  

Якщо розподіл точок по гніздах неоднаковий, то 
фрактал є неоднорідним, тобто являє собою мульти-
фрактал, і для його характеристики необхідний 
спектр узагальнених фрактальних розмірностей dq, кі-
лькість яких, у загальному випадку, нескінченна.  

Так, наприклад, при q → ∞ основний внесок в 
узагальнену статистичну суму вносять гнізда, які міс-
тять найбільшу кількість часток ni, і, отже, мають най-
більшу ймовірністю їх заповнення pi. Навпаки, при q 
→ –∞ основний внесок до суми дають найрозрідже-
ніші гнізда з малими значеннями кількості заповнення 
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pi. Таким чином, функція dq показує, наскільки неод-
норідним є досліджувана множина точок A [6].  

При q = 0 з вираження (6) випливає, що 
 
Z(0, ε)= N(ε).                                                        (8) 
З іншого боку, 
 
( ) ( ) 000, .dZ tε ε ε −≈ =                                            (9) 

Зіставляючи (8) і (9), приходимо до співвідно-

шення 
0( ) dN ε ε≈ . Це означає, що величина d0 являє 

собою звичайну хаусдорфовську розмірність множи-
ни A. Вона є найбільш грубою характеристикою 
Мультифракталу і не несе інформацію про його ста-
тистичні властивості [6].  

Якщо 
 
Z(1, ε) =1,                                                           (10) 

то t(1) = 0, і інформаційна розмірність d1 рівна: 
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Тепер, спрямовуючи q→1, розкладаючи експонен-
ту та враховуючи умови нормирування, одержуємо  
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В результаті приходимо до наступного виразу:  
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яке і є, у підсумку, розмірністю стохастичного фрак-
талу. 

З точністю до знака чисельник у цій формулі є 
ентропією фрактальної множини:  
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Таке визначення ентропії множини повністю 
ідентично використовуваному в термодинаміці, де під 
pi розуміється ймовірність перебування системи у 

квантовому стані i.  
В результаті узагальнена фрактальна розмірність 

d1 пов'язана з ентропією співвідношенням [6]. 
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У термодинаміці ентропія є мірою хаосу в сис-
темі [11]: 

S(ε)≈ ε–d1,                                                              (16) 
тому величина d1 характеризує інформацію, не-

обхідну для визначення місця розташування точки в 
гнізді. У зв'язку із цим узагальнену фрактальну розмі-
рність d1 часто називають інформаційною розмірніс-
тю [7]. Вона показує, як інформація, необхідна для 
визначення місця розташування точки, зростає при 
прагненні розміру гнізда ε до нуля.  

Мета і завдання роботи. Метою роботи є під-
вищення ефективності управління проектами і якості 
продукту цих проектів за рахунок розробки та впро-
вадження нових, фрактальних методів кількісної оці-
нки ступеня трансформації проектної діяльності в 
операційну. 

Для досягнення цієї мети в роботі були постав-
лені такі завдання: 

– здійснити математичне представлення процесу 
управління проектом у вигляді двовимірного стохас-
тичного фрактального об'єкта; 

– розробити метод та обґрунтувати моделі для 
розрахунків фрактальної розмірності проектної діяль-
ності; 

– виконати комп'ютерну симуляцію трансформа-
ції серійної проектної діяльності, та оцінити її за до-
помогою фрактальної розмірності; 

– випробувати запропоновані метод та моделі в 
реальній проектній діяльності та визначити техніко-
економічний ефект такого впровадження. 

Представлення процесу управління проектом 
у вигляді двовимірного стохастичного фракталь-
ного об'єкта. Як відомо, параметричний простір про-
цесу управління проектом може бути зведений до 
дев’ятивимірного, – по кількості функціональних об-
ластей [12]. Однак декомпозицію процесу можна ви-
конати й по-іншому: наприклад, по окремих переділах 
(рис. 2).  
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Рис. 2 – Декомпозиція процесу управління проектом на підпроцеси 
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Дійсно, процес управління, наприклад, проектом 
будівництва будинку (або програмою будівництва од-
нотипних будинків) можна умовно розділити на про-
цеси управління підпроектом будівництва фундамен-
ту, бетонної коробки, стін, даху, електро- та сантехо-
бладнання, ліфтового господарства, тощо. У кожному 
із цих підпроектів є дев'ять функціональних областей, 
що робить кожний такий підпроект повноцінним «ма-
леньким проектом». 

Очевидно, цей процес ієрархічного дроблення 
може бути продовжений і далі, убік подальшого зме-
ншення масштабу підпроектів і створення повноцін-
них «маленьких проектів» наступного підрівня і т.д. 
(рис. 2).  Це дозволяє розглянути в процесах управ-
ління проектами фрактальність і досліджувати далі 
цей процес як фрактальний об'єкт [13 – 15].  

Розглянемо приклад з області управління серій-
ними проектами. Для наочності згорнемо багатовимі-
рний факторний простір проектної діяльності до дво-
мірного (наприклад, час і вартість), відзначаючи при 
цьому, що по суті всі основні міркування при цьому 
залишаються в силі і можуть бути поширені на прос-
тір будь-якої розмірності. 

Природно припустити, що перед початком пер-
шого серійного проекту рівні трансформації цих двох 
параметрів проектної діяльності дорівнюють нулю: Т1 
= 0 і Т2 = 0 (рис. 3 а). 
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Рис. 3 – Спрощене представлення процесу управління прое-
ктом у вигляді двовимірного стохастичного фрактального 
об'єкта: а – початковий етап трансформації: її рівні Т1 та Т2 
дорівнюють нулю; б – проміжний етап трансформації: 0 < 

Т1 ≤ 1, 0 < Т2 ≤ 1; в – стохастична трансформація: Т1 та Т2 ві-
домі лише з деякою ймовірністю 

 
До початку наступного проекту відбудеться де-

яка трансформація процесу управління серійними 
проектами, і точка А при цьому зміститься в поло-
ження А2  (рис. 3 b). 

Оскільки процес управління проектами – фрак-
тал стохастичний, точне положення точки А2 суть ве-
личина випадкова з деякою щільністю розподілу по 

площі квадрата Т1×Т2 (рис. 3 с). 
На рис. 9 а в розмірність точки А дорівнює ну-

лю. Однак будемо вважати такий квадрат із точкою 
фрактальним генератором. Далі розіб'ємо його на чо-
тири рівні подібні (квадратні) підобласті і замінимо 
кожну підобласть генератором (точніше, фігурою, по-
дібною до генератора) (рис. 4). У фігурі, що вийшла, 
знову створимо підобласті й замінимо кожну підоб-
ласть генератором. Продовжуючи нескінченно, гра-
нично одержимо фрактальну фігуру. 

Розрахунки фрактальної розмірності проект-
ної діяльності. Якщо подивитись на трансформацію 
проектної діяльності з погляду зміни свободи вибору 
тільки двох параметрів (для наочності), то апостеріо-
рна, тобто така трансформація, що вже відбулася, бу-
де являти собою деякий відрізок у координатах «сво-
бода вибору першого параметра – свобода вибору 
другого» (рис. 5), а оцінкою трансформації буде дов-
жина цього відрізка (метрика). 
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Рис. 4 – Приклад утворення фракталу, який моделює процес 
проектної діяльності: а – перший етап дроблення об’єкта, б 

– другий етап, в – третій етап 
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Рис. 5 – Детермінована трансформація свободи вибору двох 

параметрів 

При апріорному прогнозі від поточного відомого 
стану в майбутнє другий кінець відрізка, що моделює 
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трансформацію, буде перебувати в деякій «хмарі ймо-
вірностей», щільність якої залежить від конкретних 
обставин і може бути попередньо оцінена, наприклад, 
за допомогою методу експертних оцінок (рис. 6).  
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Рис. 6 – Стохастична трансформація свободи вибору двох 

параметрів 

 
Ця обставина дозволяє припустити, що в стохас-

тичному об'єкті і оцінка трансформації повинна бути 
стохастичною. У роботі в якості такої оцінки обрана 
розмірність стохастичного фракталу (рис. 7). 
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Рис. 7 – «Проектний» (стохастичний) фрактал 

Розглянемо три найпоширеніші види фракталів. 
Перший з них – геометричний (табл. 1) має строго де-
терміновані правила побудови із чіткою та нескінчен-
ною послідовністю дроблення. Їхня геометрична роз-
мірність завжди цілочисельна, а хаусдорфовська роз-
мірність – дробова.  

 
 
 

Таблиця 1 – Геометричний фрактал та  
його розмірності 

Геометричний фрактал 
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ND
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ε
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Розмірність  
геометрич-

на 

Розмірність  
Хаусдорфа 

 

 

 
3,000 3,000 

 

 

3,000 2,756 

 
 

 

3,000 
 2,453 

 

 

3,000 2,298 

 
Дробова розмірність – головна ознака фракталь-

ного об'єкта. Вона зберігається такою і в мультифрак-
талах, і в стохастичних фракталах, приклади яких 
представлені в табл. 2. Тут показана самоподібність 
частин та цілого.  

Ще один важливий атрибут стохастичного фрак-
талу, який відрізняє його від геометричного, – скін-
ченність дроблення. 
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Таблиця 2 – Мультифрактал, статистичний фрактал та їх розмірності 
Фрактальна модель проектної діяльності 

Мультифрактал 
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Вид Розмірність Хаусдорфа Вид Розмірність  
Хаусдорфа 

 

 

0,008 

 

 

0,009 
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0,071 

 

 

0,079 
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0,134 

 
Результати комп’ютерної симуляції. На 

рис. 8 наведений результат комп'ютерної си-
муляції трансформації серійної проектної дія-
льності, в якій цю трансформацію оцінювали 
за допомогою фрактальної розмірності. Усі 
розрахунки в цьому випадку проводилися по 
відомих методиках теорії фракталів. Як бачи-
мо, така оцінка досить чутлива та інформатив-
на, крім того, її часова складність відносно не-
велика. 

 
Вихідні дані: 
– початкова трансформація – 0,012; 
– кількість функціональних областей, що 

враховуються, – 4 (зміст, строки, витрати, пе-
рсонал); 

– кількість параметрів, що враховуються, 
– 12 (по 3 на кожну функціональну область); 

– поріг трансформації параметра – 0,75. 
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Рис. 8 – Результати оцінки трансформації за допомогою 

фрактального методу (комп'ютерна симуляція) 
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Практичне використання результатів дослі-
дження. Розроблений метод був задіяний для управлін-
ня програмою, що складається із серійних проектів на-
вантажувально-розвантажувальних робіт для продукції 
металургійного виробництва. Практичні випробування 
методу показали такі техніко-економічні результати: 

• розроблені нормативи для впровадження 
методології взаємодії з постачальником продукції  
металургійного виробництва; 

• розроблені нормативи для впровадження 
методології взаємодії зі складом тимчасового збері-
гання; 

• протягом виконання програми загальний рі-
вень варіативної та креативної частин проекту не 
знижувався нижче 45 % від загальної кількості проек-
тно-операційних робіт; 

• швидкість навантаження збільшена в 1,8 рази; 
• вартість навантаження знижена в 1,3 рази; 
• порушення геометричних параметрів ван-

тажу під час навантаження, перевезення та розванта-
ження знизилися на 5,6 %. 

Висновки 
1. Запропоновано математичне представлення 

процесу управління проектом у вигляді двовимірного 
стохастичного фрактального об'єкта; 

2. Із врахуванням природної дискретизації прое-
ктної діяльності на функціональні області та етапи за-
пропоновано метод та моделі для побудови проектних 
фракталів розрахунків фрактальної розмірності прое-
ктної діяльності.  

3. Комп'ютерна симуляцію трансформації серій-
ної проектної діяльності показала можливість оціню-
вати її за допомогою стохастичної фрактальної розмі-
рності. 

4. Розроблений метод був задіяний для управлін-
ня програмою, що складається із серійних проектів 
навантажувально-розвантажувальних робіт для про-
дукції металургійного виробництва із позитивним те-
хніко-економічним ефектом. 
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