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ГАСНИКІВ КОЛИВАНЬ З ВРАХУВАННЯМ НЕПРУЖНОЇ СИЛИ ДИСИПАЦІЇ 

Анотація. Побудована математичної моделі пасивного динамічного гасника коливань з додатковою ме-

ханічною структурою. Визначено три види нелінійності динамічної характеристики, що  реалізують гасники, 

а їхні вирази відображені інтерполяційним поліномом найкращого наближення. Проведені дослідження з ме-

тою встановлення непружної сили дисипації, визначено величину безрозмірного коефіцієнта поглинання, побу-

довані графіки функції в’язкого опору.  
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GENERALIZED MATHEMATICAL MODEL PASSIVE DYNAMIC VIBRATION 
ABSORBER WITH ALLOWANCE FOR INELASTICITY POWER DISSIPATION 

Abstract. This paper presents the preparation of a mathematical model of passive dynamic vibration absorber 

with additional mechanical structure. It identified three types of nonlinear dynamic characteristics, realizing dampers, 

and their expressions reflected the interpolation polynomial of best approximation. Studies to determine the inelastic 

dissipation of forces that determines the irreversible dissipation of energy in the environment. This value is determined 

by the dimensionless absorption coefficient and provides its data for the principal components of the synthesized ab-

sorbers. On the basis of these data, for a more accurate display of forces of inelastic dissipation calculations conducted 

practical function of resistance dampers, their connection, depending on the dynamic characteristics of the nonlineari-

ty. The developed mathematical model can be used for any passive dynamic damper on the condition that its dynamic 

response given by a polynomial, and the expectation of the absorption coefficient is set taking into account the composi-

tion of the mechanical structure of the device. 
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ГАСИТЕЛЕЙ КОЛЕБАНИЙ С УЧЕТОМ НЕУПРУГОЙ СИЛЫ ДИССИПАЦИИ 

Аннотация. Составлена математическая модель пассивного динамического гасителя колебаний с допол-

нительной механической структурой. Определены три вида нелинейности динамической характеристики, 

которую реализуют гасители, а их выражения отражены интерполяционным полиномом наилучшего при-

ближения. Проведены исследования с целью установления неупругой силы диссипации, определена величина 

безразмерного коэффициента поглощения, построены графики функции вязкого сопротивления. 
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Вступ. Вибір методів математичного до-
слідження пасивних динамічних гасників 
коливань з додатковою механічною структу-
рою (ПДГК з ДМС) залежить від виду його 
динамічних характеристик, характеру збу-
рюючих впливів, необхідної частоти налаш-
тування. Враховуючи, що нелінійність дина-
мічної характеристики є невід'ємною озна-
кою ПДГК з ДМС, завдання  математичного 
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дослідження повинні вирішуватися у нелі-
нійній постановці. 

Аналіз досліджень та публікацій. По-
передньо проведеними аналітичними дослі-
дженнями встановлено, що при складанні 
узагальненої математичної моделі пасивного 
динамічного гасника коливань з додатковою 
механічною структурою більш точні оцінки 
оптимальних параметрів та ефективності га-
сника можуть бути отримані при врахуванні 
непружної сили дисипації системи [4]. При 
цьому оптимізація параметрів гасників знач-
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но ускладнюється, тому в технічній літера-
турі обмежуються локальними рішеннями, 
що дозволяє не враховувати вплив непруж-
ного опору системи, що піддається захисту, 
та елементів в конструкції гасника [5 – 6]. В 
зв’язку з цим оцінка впливу непружного 
опору на оптимальні параметру та ефектив-
ність пасивних динамічних гасників коли-
вань є актуальною науковою задачею. 

Мета та постановка задачі. Метою 
проведених досліджень є: складання уза-
гальненої математичної моделі пасивних ди-
намічних гасників коливань з додатковою 
механічною структурою з урахуванням не-
пружної сили дисипації; визначення типо-
вих, за конструктивними особливостями, ди-
намічних характеристик для проведення ма-
тематичних досліджень коливних процесів у 
двомасових механічних системах, до складу 
яких він входить. 

Теоретичні дослідження. При матема-
тичному моделюванні ПДГК з ДМС у складі 
двомасової коливної системи його розгляда-
ють як додаткову масу з пружним зв’язком, 
що встановлюється на масі – об’єкті, що під-
лягає захисту, яка у свою чергу через свій 
пружний зв'язок пов’язана з джерелом коли-
вань. При цьому вважають, що величина де-
формації змінюється з часом x(t), а динаміч-
на характеристика (сила пружного зв’язку) 
має дві складові: 

 ( ) )()(, xFxFxxF Ддин
&& += , (1) 

де: F(x) – динамічна характеристика, яка за-
лежить від жорсткості пружних елементів 
застосованих у гаснику; 

FД( x& ) – непружна сила дисипації, що ви-
значає незворотне розсіювання енергії в на-
вколишнє середовище, в матеріалі пружних 
елементів, а також у рухомих з'єднаннях де-
талей конструкції. 

Попередньо проведені дослідження сві-
дчать, що синтезовані ПДГК з ДМС на базі 
металевих пружних елементів у вигляді ви-
тих циліндричних пружин, в силу їхніх конс-
труктивних особливостей, здатні реалізувати 
динамічні характеристики даффінговського 
типу «м’якого» і «жорсткого» видів неліній-
ності, а також комбіновані динамічні харак-
теристики [1; 2; 8]. При математичному мо-
делюванні подібних пристроїв їх динамічні 

характеристики часто лінеарізують і приво-
дять до виду лінійних або кусково-лінійних 
систем, у яких сила дисипації залежить від 
швидкості руху мас коливальної системи або 
від швидкості деформації пружного елемен-
та. Сила дисипації, що виникає при малих 
коливаннях у в'язкому середовищі (газі або 
рідини), а також в гідравлічних демпферах, 
описується залежністю: 

 ( ) xbxF
Д

&&
1

= , (2) 

де: b1 = const – розмірний коефіцієнт 
в’язкого опору. 
 При високих швидкостях коливань 
встановлена квадратична залежність: 

 ( ) xxbxF
Д

&&& sgn
2

2
= , (3) 

де: b2 = const – розмірний коефіцієнт 
в’язкого опору при високих швидкостях ко-
ливань. 

При використанні в конструкціях 
пружних або дисипативних пристроїв елеме-
нтів сухого тертя характеристика сил диси-
пації має вигляд 

 ( ) xxbxF
Д

&&& sgn
2

0
= , (4) 

де: b0 = const – розмірний коефіцієнт сухого 
тертя. 

Проведені дослідження дозволили уза-
гальнити наведені вище залежності у вигляді 
єдиної нелінійної характеристики сил диси-
пації у ПДГК з ДМС: 

 ( ) xxbxF
Д

&&& sgn
η

η
= , (5) 

де: η – постійна, що відповідає природі сил 
дисипації; 

bη – розмірний коефіцієнт опору. 
Постійна η може приймати значення 1, 

2 і 0, при яких характеристика (5) описуєть-
ся відповідно до залежностей (2) – (4). Вра-
ховуючи, що застосування нелінійних 
ПДГК з ДМС планується при малих коли-
ваннях в середовищі газу, їхню характерис-

тику Fд( x& ) можна описати залежністю (2). 
При цьому коефіцієнт в’язкого опору b1 по-
трібно визначати експериментально [10]. 
Для цього задають функцію відхилення до-
сліджуваного ПДГК з ДМС від положення 
пружної рівноваги у вигляді x=x0cos(ωt) з 
частотою ω і визначають експериментальну 
характеристику Fе(x). Одержаний графік 
Fе(x) має форму петлі гістерезису, оскільки 
через наявність сил дисипації експеримен-
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тально встановлювана характеристика вияв-
ляється різною в залежності від напрямку 

швидкості x& . Площа  петлі гістерезису S у 
визначеному масштабі являє собою роботу 

сил пружного зв’язку Fп(x, x& ) за період ко-
ливань з частотою ω і визначається інтегра-
льною функцією: 

 ( ) ( ) dtxxFdxxxFS
еn

&&& ∫∫ ==

ω

π2

0

, . (6) 

Оскільки робота консервативних пруж-
них сил за даний період дорівнює нулю, 
остільки площа петлі дорівнює роботі сил 
дисипації за цикл деформації [9]. 

Якщо сила дисипації пропорційна швид-
кості, то петля має форму еліпса, площа яко-
го дорівнює: 

( )

( ) .sin

sincos

2

0101

2

0

010

xbdttxb

txbtxcS
пр

ωπωω

ωωω

ω

π

=−×

×−= ∫  (7) 

де: x0 –  початкове відхилення системи від 
положення пружної рівноваги; 

спр – призведена жорсткість пружних 
елементів гасника. 

Нелінійність сил дисипації в реальній 
механічній системі призводить до того, що 
форма петлі відрізняється від еліптичної. У 
цьому випадку коефіцієнт b1 можна встано-
вити виходячи з рівності площ реальної петлі 
і петлі, отриманої за умови, що сила опору 

лінійно залежить від x& . Тоді величина кое-
фіцієнта опору b1, яка залежить від частоти 
ω і амплітуди x0 коливного процесу, визна-
чається залежністю: 

 
2

0

1

x

S
b

е

πω

=

,
 (8) 

 

де: Sе –  площа петлі, яка отримана у експе-
рименті. 

На етапі проектування нових конструк-
цій ПДГК з ДМС зважаючи на відсутність 
зразків для експериментальних досліджень, 
провести випробування для визначення кое-
фіцієнту опору не представляється можли-
вим. У цьому випадку величину при в'язкому 
демпфіруванні рекомендують розраховувати 
з урахуванням частоти коливального проце-
су по залежності: 

 ( )
πω

ψ
ω

2
1

c
b = , (9) 

де: ψ –  безрозмірний коефіцієнт поглинання. 
Величину безрозмірного коефіцієнта по-

глинання ψ вибирають з діапазону його зна-
чень, отриманих при експериментальних до-
слідженнях певних механізмів, пристроїв, 
кінематичних пар, ланок. При проведенні 
таких експериментів необхідно забезпечити 
адекватність середовища експерименту реа-
льним умовам експлуатації. Дані за коефіці-
єнтом поглинання для основних складових 
елементів синтезованих ПДГК з ДМС наве-
дені в таблиці 1. 

Використання виразу (9) для проектних 
розрахунків дозволяє при передбачуваній 
розсіювальній здатності системи, яка задаєтся 
коефіцієнтом поглинання, встановити 
функцію  незалежно від характеристики Fе(x) і 
форми петлі гістерезису.  

Синтезовані пасивні динамічні гасники 
коливань з додатковою механічною 
структурою, завдяки своїм структурним осо-
бливостям, реалізовують не тільки динамічні 
характеристики даффінговского типу, але й 
більш складні функції, наприклад, комбіно-
вані. 
 

 
1. Значення коефіцієнту поглинання ψ за даними експериментів 

№ Механізми, пристрої, кінематичні пари Діапазон значень 

1 Зубчасті передачі 0,2 , … , 0,6 

2 Кулачкові механізми 0,18 , …, 0,8 

3 Виті циліндричні пружини 0,065 , …, 0,25 

4 Направляючі ковзання 0,1 , … , 0,65 

5 Направляючі кочення 0,08 , …, 0,45 
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Враховуючи, що одна і та ж динамічна 
характеристика може бути отримана за до-
помогою різних пасивних динамічних 
гасників коливань з додатковою механічною 
структурою, а також здатність даних при-
строїв реалізовувати безліч різноманітних 
характеристик, з метою конкретизації пода-
льших досліджень встановлено три види не-
лінійності динамічної характеристики ПДГК 
з ДМС у визначеному діапазоні робочого пе-
реміщення маси гасника [3 – 4]. 

За першу і другу типові нелінійності ди-
намічної характеристики приймемо кубічно-
нелінійні характеристики «м’якого» і «жорс-
ткого» видів (рис. 1, а, б). Кубічно-нелінійна 
динамічна «м’якого» виду може бути реалі-
зована як у ПДГК з ДМС у вигляді шарнірно 
– важільного механізму (кількість пружин – 
n = 2; жорсткість пружини – с = 5 Н/мм, по-
чаткова довжина пружини – L = 120 мм; до-
вжина важеля –  r = 65 мм), так і у ПДГК з 
ДМС у вигляді кулачкового механізму (по-
чаткова довжина пружини – L = 112 мм; кри-
визна пазу – y(x) = 0,034x

3 + 0,034x + 0,3).  
Кубічно-нелінійна динамічна «жорстко-

го» виду може бути реалізована як у ПДГК з 
ДМС у вигляді шарнірно – важільного меха-
нізму (кількість пружин –  n = 2; жорсткість 
пружини – с = 5 Н/м, початкова довжина 
пружини – L = 112 мм; додаткова механічна 
структура – від’єднана), так і у ПДГК з ДМС 
у вигляді кулачкового механізму (початкова 
довжина пружини – L = 112 мм кривизна па-
зу –         y(x) = – 0,021x

3 – 0,041x + 0,28). 
Оскільки коливальні процеси в механіч-

них системах з аналогічною нелінійністю 
характеристик досить добре вивчені, то ная-
вні результати можна використовувати як 

при перевірці прийнятих в роботі методів 
розрахунку та математичного апарату, так і 
при проведенні порівняльного аналізу коли-
вальних процесів з іншими видами неліній-
ності динамічних характеристик. 

Третя типова нелінійність відповідає 
комбінованій характеристиці (рис. 1, в). Така 
динамічна характеристика може бути реалі-
зована тільки у ПДГК з ДМС у вигляді кула-
чкового механізму (початкова довжина пру-
жини – L = 112 мм і кривизна пазу – y(x) = –
0,021x

3 – 0,041x + 0,28). Динамічна характе-
ристика має дві ділянки збільшення (орієн-
товно на перший та третій третині робочого 
ходу) та одну ділянку зменшення (орієнтов-
но на другій третині робочого ходу). 

Враховуючи, що вирази, які описують 
наведені динамічні характеристики в реаль-
них пасивних динамічних гасниках коливань 
з додатковою механічною структурою, є до-
сить громіздкими, то з метою їхнього уза-
гальнення і спрощення подальших розрахун-
ків кожна з них була відображена інтерполя-
ційним поліномом найкращого наближення 
згідно з існуючими рекомендаціями: 

 ∑
=

=

N

i

i

i
xaxF

1

)( , (10) 

де: аі – відповідний коефіцієнт при елементі 
поліному і-го ступеня при достатньому сту-
пені полінома N>3. 

Інтерполяційні поліноми отримані мето-
дом найменших квадратів з використанням 
програмного математичного пакета Мaple 18 
[7]. Коефіцієнти інтерполяційних поліномів 
для кожної з розглянутих динамічних харак-
теристик наведені в таблиці 2. 

Лінеаризація або приведення наданих 
нелінійних характеристик до кусково-

       а                       б                        в 
Рис 1. Графіки кубічно-нелінійних динамічних характеристик: «м’який» вид характе-
ристики (а); жорсткий вид характеристики (б); комбінований вид характеристики (в) 

(1 – розрахункова крива, 2 – поліноміальна) 
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лінійного вигляду з метою визначення кое-
фіцієнта в’язкого опору b1 = const істотно 
знижує точність моделювання коливальних 
процесів у механічній системі, особливо при 
великих значеннях амплітуди. Більш точним 
є відображення сил дисипації за допомогою 
функції в’язкого опору 

 ( ) ( )
πω

ψ
ω

Σ
= xcxb ,

1 ,
 (11) 

що залежить від функції зведеної  жорсткості 
пружних елементів пристрою с(x)=dF(x)/dt і 
безрозмірного коефіцієнта поглинання у сис-
темі ψ, для визначення якого є певна статис-
тика даних, отриманих при гармонійному 
обуренні (див. таблицю). 

У конструкцію пасивного динамічного 
гасника коливань з додатковою механічною 
структурою, крім пружних елементів, вхо-
дять направляючі і зворотний зв'язок у ви-
гляді додаткового механічного контуру, тому 
для розрахунків пристроїв такого типу доці-
льно використовувати вірогідну оцінку кое-
фіцієнта поглинання: 

 ( ) ( )
πω

ψ
ω

Σ
= xcxb ,

1 ,
 (12) 

де: n
i

,1∀ψ  – математичні очікування коефіці-

єнтів поглинання відповідно для пружних 
елементів, направляючих і додаткових меха-
нічних структур. 

Для практичних розрахунків функції 
опору b1(x, ω) по залежності (11) статистич-
но обґрунтованим є наступний діапазон зна-
чень коефіцієнта поглинання 0,12≤ψΣ≤0,45. 
У припущенні про нормальний розподіл ви-
падкової величини ψΣ і її складових: для 
пружних елементів ψпр, для напрямних ψн, 
для додаткових механічних структур ψдмс, 

встановлені значення відповідного матема-

тичного очікування 285,0=
Σ

ψ  і дисперсії σ2
 = 

3,025·10-3. 
Застосування функції (12) є обґрунтова-

ним при аналізі гармонійних і близьких до 
гармонійних коливальних процесів. У випа-
дках, що потребують підвищеної точності 
розрахунків, необхідно додатково врахову-
вати внутрішнє тертя в матеріалі пружних 
елементів, а також конструкційне демпфіру-
вання. 
Аналіз виразу (11) для нелінійності 
динамічних характеристик пасивних 
динамічних гасників коливань з додатковою 
механічною структурою, що відповідає 
«м’якій» та «жорсткій» характеристикам, 
дозволив встановити наступне: в системі з 
нелінійністю «м’якого» виду функція опору 
нелінійно зменшується з ростом амплітуди 
коливань (рис. 2, а, крива 1), а в системі з не-
лінійністю «жорсткого» виду – нелінійно 
збільшується (рис. 2, а, крива 2). До того ж в 
обох випадках значення функції опору при 
низьких (x ≤ 10 мм) і високих (x ≤ 50 мм) 
значеннях амплітуд відрізняються в 1,5...2 
рази. Збільшення частоти коливань при нелі-
нійності «м’якого» виду призводить до збі-
льшення кута нахилу функції опору (рис. 2, 
а, крива 3). Для моделі системи з комбінова-
ною динамічною характеристикою, встанов-
лено, що функція опору має одну ділянку 
нелінійного зменшення (рис. 2, б, ділянка 
АВ) і одну ділянку нелінійного збільшення 
(ділянка ВС). У діапазоні амплітуд 
10 ≤ х ≤ 20мм, значення функції опору 
мінімально [3]. 

 
2. Коефіцієнти аі і KR інтерполяційного поліному найкращого наближення динамічних хара-

ктеристик для математичної моделі ПДГК з ДМС 

Вид та позначення  
динамічної характеристики a5

 а4
 

а 3
 

а 2
 

а 1
 

а0
 

Кубічно-нелінійна «м’якого» 
виду, D1 0 0 – 0,0012 0,0781 4,51 1,02 

Кубічно-нелінійна «жорст-
кого» виду, D2 – – 0,0006 0,0107 3,056 1,77 

Комбінована, КМ 10-6 10-6 – 0,0027 2∙10-13 2,5 3∙10-10 
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Висновки. За результатами проведених 
досліджень зроблені наступні висновки: 

1. Розроблено узагальнену математичну 
модель пасивного динамічного гасника 
коливань з додатковою механічною 
структурою, яка є адекватним відображенням 
динамічної характеристики у вигляді адитивної 
функції, яку він відтворює. Отримана функція 
враховує тип додаткової механічної структури, 
спосіб реалізації динамічної характеристики, 
фактори, що визначають дисипацію. 

2. Розроблена математична модель може 
використовуватися для будь-якого пасивного 
динамічного гасника коливань за умови, що 
його динамічна характеристика задається 
відповідним поліномом, а математичне 

очікування коефіцієнта поглинання Σ
ψ  

встановлено з урахуванням складу механічної 
структури пристрою. 
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Рис. 2. Графіки зміни функції опору для моделей ПДГК з ДМС: з «м’якою» та «жорст-

кою» динамічними характеристика, криві 1 та 2 при ω = 1,5 с-1, 3 – ω = 2,5 с-1  
(а); з комбінованою динамічною характеристикою при ω = 1,5 с-1 (б) 
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