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1. Введение. Технологии управления, контроля и 
диагностики в технических и медицинских приложе-
ниях на основе отслеживания траектории движения 
глаза (Eye-tracking) начинают получать всё большее 
распространение [1 – 2]. Традиционные сферы внедре-
ния таких решений – это медицинская (офтальмологи-
ческая) диагностика и коррекция зрения [3 – 4], по-
строение интерфейсов в информационных системах, 
управление сложными техническими объектами, про-
цесс физической тренировки в спорте и т.д. Повышен-
ный интерес к подобным инновационным технологиям 
испытывает сегодня и коммерческий сектор. 

Проведенный анализ показал, что построение 
эффективных систем управления, контроля и диагно-
стики с использованием Еye-tracking систем возможно 
только на основе учета математических моделей 
глазо-двигательного аппарата (ГДА), учитывающей 
индивидуальные свойства человека, поскольку прин- 

© Фомин А.А., Павленко В.Д., Фёдорова А.Н., 2015 

ципиально невозможно измерить непосредственно 
динамические и нелинейные характеристики глазо-
двигательного аппарата. 

Однако построение таких моделей является 
сложной научно-технической задачей, для решения 
которой требуются новые методы математического 
описания глазо-двигательного аппарата человека с 
учётом его инерционных и нелинейных характери-
стик [5 – 6], а также специальное оборудование для 
экспериментальных исследований [5 – 7]. Это опреде-
лило актуальность данной работы. 

2. Цель и задачи исследования. Целью работы 
является разработка метода построения непараметри-
ческой динамической модели глазо-двигательного ап-
парата в виде ядер Вольтерра (ЯВ), учитывающей его 
инерционные и нелинейные свойства, на основе дан-
ных экспериментальных исследований «вход–выход».  

Для достижения поставленной цели были по-
ставлены следующие задачи: 
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1. Разработать метод построения многомерной 
модели ГДА в виде ЯВ, характеризующих одновре-
менно нелинейные и инерционные свойства объектов 
живой природы. 

2. Разработать вычислительный метод иденти-
фикации многомерных динамических (переходных) 
характеристик ГДА с помощью тестовых воздействий 
в виде функций Хевисайда. 

3. Выполнить верификацию построенной модели 
ГДА. 

Поскольку необходимо описать объекты неиз-
вестной структуры 

3. Непараметрическая динамическая модель 
на основе рядов Вольтерра 

При создании математической (информационной) 
модели исследуемого биологического объекта, как объ-
екта со многими входами и многими выходами,  исполь-
зовались экспериментальные данные типа «вход–
выход», т.е. результаты измерений выходных перемен-
ных при определенных входных тестовых воздействиях, 
и результаты их обработки с учетом шумов измерений. 

В работе предложено использовать универсальные 
нелинейные непараметрические динамические модели – 
модели Вольтерра [10 – 11]. В этом случае нелинейные и 
динамические свойства исследуемого объекта одно-
значно описываются последовательностью инвариант-
ных относительно вида входного сигнала многомерных 
весовых функций – ядер Вольтерра (ЯВ). 

Таким образом, биологический объект, как нели-
нейная динамическая система (НДС) со многими вхо-
дами и многими выходами, описывается многомер-
ным рядом Вольтерра, который имеет вид: 
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где yj(t) – отклик НДС на j-м выходе в текущий момент 

времени t при нулевых начальных условиях; x1(t),...,xν(t) 

– входные сигналы; ),...,(
1...

1
n

j

ii
n

w ττ  – ЯВ n-го порядка 

по i1,...,in входам и j-у выходу, функции симметричные 

относительно вещественных переменных τ1,…,τn; ν, µ – 
количество входов и выходов НДС, соответственно. 

В работе решается идентификации математиче-
ской модели биологического объекта – ГДА с учетом 
(1). На рис. 1 представлена схема изучаемого биоло-
гического объекта: две пары прямых мышц (2 входа 
объекта) обеспечивают движения глаза вверх-вниз, 
вправо-влево, а также различные их комбинации. Из-
меряются отклики – координаты y1(t) (по горизонта-
ли) и y2(t) (по вертикали) текущего положения зрачка 
глаза относительно начального положения y1(0)=0 и 
y2(0)=0 (2 выхода объекта). При этом в модели (1) 

принимается ν=2 и µ=2. 

Таким образом, задача идентификации (построе-
ния модели) заключается в определении ЯВ на основе 
экспериментальных данных «вход–выход» НДС. По-
строение модели состоит в выборе тестовых воздей-
ствий xi(t) и разработке алгоритма, который позволяет 
по измеренным реакциям yj(t) выделять парциальные 
составляющие отклика, соответствующие членам ря-
да n-го порядка, и определять на основе их ЯВ 
wn(τ1,...,τn), n=1,2,…[8]. 

 

Рис. 1. Схема биологического объекта 

4. Вычислительный метод идентификации 
многомерных переходных характеристик 

С учетом специфики исследуемого объекта для 
идентификации используются тестовые многоступен-
чатые сигналы [12]. Если тестовый сигнал x(t) пред-
ставляет собой единичную функцию (функцию Хеви-
сайда) – θ(t), то результатом идентификации является 
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Рис. 2. Структурная схема процедуры идентификации 
переходной функции 2–го порядка по разным входам 
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Утверждение. Пусть тестовые воздействия 
представляют собой сумму k (k=1,2,…,n) ступенчатых 

сигналов { })τ(θ)(
kk

ttx −=  (θ(t) – функция Хевисайда), со 

сдвигом по времени на τ1, ..., τk, (τk≥0) тогда, для НДС 

с ν входами и µ выходами, оценка сечения переходной 
характеристики n-го порядка: 
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 – отклик НДС на j-м выходе 

(j=1,…, µ), измеренный в момент времени t, при дей-
ствии на входах i1,...,in многоступенчатых сигналов с 

амплитудами 
ki

a , причём если 1=δ
τ

k

k

i  (k=1,2,…,n), то 

тестовое воздействие на ik-м входе содержит ступен-

чатый сигнал со сдвигом на τk, в противном случае, 

при 0=δ
τ

k

k

i
 – его не содержит. 

Например, для определения переходной функции 
второго порядка НДС с одним входом и одним выхо-
дом, сначала система испытывается ступенчатыми 

сигналами со сдвигами по времени на τ1 и τ2 
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сперва система последовательно испытывается сту-

пенчатыми сигналами со сдвигами по времени на τ1 и 

τ2 по разным входам соответственно с амплитудами a 
и b (рис. 2) 
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5. Построение и верификация модели ГДА  

Апробация технологии построения многомерной мо-
дели ГДА проводится на примере задачи анализа ра-
боты прямых мышц глаза вдоль горизонтальной и 
вертикальной осей. 

В работе рассматривается традиционный подход 
отслеживания углов поворота зрачка глаза (по гори-
зонтали и вертикали) с помощью видео регистрации. 
Это предполагает использование видеокамеры для 
получения изображений зрачка в динамике через рав-
ные промежутки времени, которая бы чётко фиксиро-
вала положение зрачка глаза при его движении [1]. 
Информационная технология получения эксперимен-
тальных данных для идентификации ГДА при помо-
щи видеорегистрации описана в [13]. 

Результаты измерения откликов ГДА при дей-
ствии тестовых воздействий на первом и втором вхо-
дах приведены в таблице. Измерения проводятся с 
точностью до 0,01 мм. Если принять в качестве вели-
чины погрешности измерений размер точки изобра-
жения из видеоряда, то заданная точность обеспечи-
вается выбором видеокамеры с разрешающей способ-
ностью 2560x1920 точек (5.0MP). 

Входной (тестовый) сигнал для идентификации 
ГДА – расстояние от основания перпендикуляра, 
опущенного из центра зрачка глаза до плоскости, в 
которой формируется возмущение – источник света, 
до точки источника (светового пятна) на этой плоско-
сти. Измеряемым откликом ГДА (выходной сигнал) 
является функция текущего отклонения зрачка в кадре 
изображения видеорегистратора от начальной точки по 
горизонтали и вертикали, зависящая от времени. 

Переходные функции ГДА первого порядка по 
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1. Результаты измерения откликов ГДА при действии тестовых воздействий на первом и втором входах 

Время, 

с 

Отклик, (мм) при амплитуде те-

стового воздействия на первом 

входе (по горизонтали) 

Отклик, (мм) при амплитуде тесто-

вого воздействия на втором входе 

(по вертикали) 

Отклик, (мм) при амплитудах тестово-

го воздействия одновременно на пер-

вом и втором входах (по диагонали) 
 a/2 a b/2 b a b 

0 0 0 0 0 0 0 

0,0377 0 0 0 0 0 0 

0,074 0 0,10 0 0 0 0 

0,111 0 0,10 0 0 0 0 

0,148 0 0,10 0 0 -0,10 0 

0,185 -0,09 0,15 0,30 0,31 -0,10 0,13 

0,222 -0,09 0,10 0,70 0,69 0,31 0,80 

0,259 -0,12 0,19 1,51 1,15 2,42 2,67 

0,296 0,12 1,21 3,43 2,00 3,89 3,20 

0,333 2,12 5,05 4,69 2,54 4,68 3,62 

0,370 3,85 7,62 5,23 3,00 4,80 3,63 

0,407 4,85 9,22 5,80 3,46 4,91 3,73 

0,444 4,94 9,90 5,81 3,54 4,90 3,61 

0,481 5,03 9,95 5,88 3,69 4,89 3,63 

0,518 5,03 9,95 6,21 3,85 4,92 3,73 

0,555 5,00 10,00 6,22 3,85 4,91 3,97 

0,592 5,03 10,05 6,49 3,92 4,93 3,99 

0,629 4,97 9,95 6,79 3,92 4,94 4,00 

0,666 5,00 10,00 7,20 3,85 4,97 4,00 

0,703 5,00 9,95 7,60 3,85 5 3,98 

0,740 4,97 9,90 7,42 3,92 4,98 3,99 

0,777 5,00 10,00 7,81 4,00 4,99 3,98 

0,814 5,00 10,00 8,00 4,00 5,00 4,00 
 

Аналогично определяется переходная функция 
ГДА второго порядка по второму входу (по вертика-

ли) ),(ˆ
22

tth  при входных воздействиях { 0)(
1

≡tx , 

)(2)(
2

tbtx θ= } и { 0)(
1

≡tx , )()(
2

tbtx θ= }: 

 
2

)2()2(

2

22
2

)(2)(
),(ˆ

b

tyty
tth bb

−

= . (13) 

Переходная функция ГДА второго порядка по 

первому и второму входам ),(ˆ
12

tth , которая характери-

зует взаимное влияние прямых мышц глаза, при вход-

ных воздействиях { )()(
1

tatx θ= , )()(
2

tbtx θ= }, { )()(
1

tatx θ= , 

0)(
2

≡tx } и { 0)(
1

≡tx , )()(
2

tbtx θ= }: 

 
ab

tytyty
tth

j

b

j

a

j

abj

2

)()()(
),(ˆ

)()()(

12

−−

= , j=1,2. (14) 

Графики переходных характеристик ГДА перво-

го )(),(
21
thth

))

и второго ),(),,(
2211

tthtth
))

порядков (по 

горизонтали и вертикали) представлены на рис. 3 и 
рис.4 соответственно. 

 

 

Рис. 3. Переходные характеристики ГДА 

первого порядка )(),( )2(

2

)1(

1 thth
))

. 

 

Рис. 4. Переходные характеристики второго порядка 

),(),,( )2(

22

)1(

11
tthtth

))

. 

Отклики модели ГДА на основе переходных ха-
рактеристик первого и второго порядка по двум вхо-
дам и двум выходам приближенно описывается с по-
мощью выражений: 

 
),,()()(ˆ

),,()()(ˆ

)2(

22

2)2(

22

)1(

11

2)1(

11

tthbtbhty

tthatahty

+=

+=

 (15) 

поскольку экспериментально установлено, что  

.0),(,0),(,0),(,0),(

,0),(,0),(,0)(,0)(

)2(

21

)2(

12

)2(

11

)1(

22

)1(

21

)1(

12

)2(

1

)1(

2

≡≡≡≡

≡≡≡≡

tthtthtthtth

tthtththth
))))

))))

(16) 

Тогда траектория движения зрачка глаза )(ˆ ty  

при одновременном возмущении по двум входам (го-
ризонтальном и вертикальном) на основе откликов 

модели ГДА )(ˆ
1
ty  и )(ˆ

2
ty  определяется выражением: 

 )(ˆ)(ˆ)(ˆ 2

2

2

1
tytyty += . (17) 

Верификация полученной модели ГДА выполня-
ется путём сравнения отклика построенной модели 
одновременно по двум входам с экспериментальными 
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данными – откликом объекта идентификации y(t) (пе-
ремещение по диагонали) – представлено на рис. 5. 

Приведенные графики близки друг другу (сред-
неквадратическое отклонения ε=1,7), что подтвержда-
ет эффективность метода идентификации и адекват-
ность построенной модели на основе данных экспери-
мента «вход-выход». 

 

Рис. 5. Сравнение откликов ГДА y(t) и модели )(ˆ ty  

6. Выводы 

Предложен метод построения многомерной мо-
дели Вольтерра ГДА человека, учитывающей его 
инерционные и нелинейные свойства, на основе дан-
ных экспериментов «вход–выход». 

Разработан вычислительный метод идентифика-
ции многомерной модели ГДА в виде многомерных 
переходных функций с использованием тестовых 
многоступенчатых сигналов.  

На основе экспериментальных данных с приме-
нением разработанных вычислительных алгоритмов и 
программных средств обработки данных получена 
непараметрическая динамическая модель ГДА чело-
века в виде переходной и двумерной переходной 
функций. Верификация построенной модели показала 
адекватность ее исследуемому объекту – практиче-
ское совпадение (в пределах приемлемой погрешно-
сти) откликов объекта и модели при одном и том же 
тестовом воздействии. 

Полученные результаты идентификации ГДА 
человека будут использованы в диагностических ис-
следованиях в качестве источника первичных данных 
на основе информационной технологии диагностиро-
вания [14]. 
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