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АНОТАЦІЯ 

Робота присвячена методу побудови GL-моделей поведінки багатопроцесорних систем у потоці відмов, зокрема 
розглянуті послідовні k-out-of-n системи, особливістю яких є вихід з ладу системи при відмові деякої кількості послідовно 
з’єднаних процесорів. В основі GL-моделей, що будуються, лежать базові моделі з мінімальним числом ребер, що 
втрачаються. Визначено, що для побудови GL-моделі систем такого типу достатньо розрахувати максимально можливу 
допустиму кількість процесорів, що відмовили, при якій система залишається у робочому стані. Будується GL-модель 

системи, що витримує таку кількість відмов, без урахування послідовності цих відмов. Наступним кроком визначаються всі 
можливі послідовні відмови, при яких система виходить з ладу, а модель змінюється так, щоб відображати вихід з ладу 
системи при появі послідових відмов. У роботі описаний метод розрахунку максимально допустимої кількісті відмов при 
якій система залишається у робочому стані. Наведений приклад побудови GL-моделей для послідовних k-out-of-n систем. 

Ключові слова: багатопроцесорні системи; GL-моделі; надійність; k-out-of-n системи; МВР-моделі  

 

Незважаючи на наявність вже відомих методів для розрахунку надійності систем, що 

виходять з ладу при відмові k послідовних процесорів, недоліком аналітичних підходів є те, 

що для кожного типу системи необхідно розробляти окремі формули або, навіть, методи. GL-

моделі універсальні, і можуть застосовуватись до різних типів систем. При появі додаткових 

умов виходу системи з ладу, таких як вихід з ладу системи при відмові конкретних 

процесорів, або у випадку коли розглянута система є частиною більшої системи, де інші 

підсистеми виходять з ладу за інших умов, відобразити ці умови на GL-моделі відносно 

просто, в той час як аналітичні методи можуть потребувати значних перерахунків.  

Отже, основна мета роботи – розробити метод побудови GL-моделей для послідовних k-

out-of-n систем. 

Сучасні автоматизовані системи керування (СК) [1, 2]. дозволяють зменшити залученість 

людини у процес управління. Такі системи зменшують вплив людського фактору та 

звільняють оператора від рутинної роботи, а в окремих випадках, виконують задачі з високою 

обчислювальною складністю, які людина в принципі не здатна вирішити за той же час. Як 

правило, СК складних об’єктів будуються на основі мікропроцесорних систем, які можуть 

приймати сигнали від сенсорів або керуючих пристроїв, обробляти їх і видавати відповідний 

керуючий сигнал. В деяких галузях, таких як медицина, військова промисловість, авіація, 

космічна промисловість, банківська сфера, а також інфраструктури критичного значення, 

відмова СК може призвести до фінансових і матеріальних збитків, або, навіть, фатальних 

наслідків. 
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Тому, для побудови системи керування використовують відмовостійкі багатопроцесорні 

системи (ВБС), які складаються з великої кількості процесорів і можуть продовжувати  

повноцінно функціонувати, навіть коли частина процесорів виходить з ладу. Оскільки 

відмовостійкість є критично важливою властивістю таких систем, при проектуванні ВБС 

багато уваги приділяється розрахункам їх надійності і безпеки. 

Відмовостійкі багатопроцесорні системи можуть бути класифіковані як базові та 

небазові. Базові системи залишаються у робочому стані за умови, що функціонує певна 

кількість будь-яких її процесорів. Небазова система може вести себе по-різному, при 

наявності однакової кількості відмов. Відомі декілька аналітичних методів розрахунку 

надійності базової системи (тобто k-out-of-n системи) – [3, 4, 5], проте для небазових систем 

розрахунки стають складнішими. Одним і з найрозповсюджених типів небазових систем є 

послідовні k-out-of-n системи [6, 7, 8]. На відміну від базових k-out-of-n систем, єдиною 

умовою виходу з ладу всієї послідовної k-out-of-n системи є відмова k послідовно з’єднаних 

процесорів (далі – послідовних процесорів).  

Окрім аналітичних методів розрахунку надійності ВБС, існують також методи засновані 

на статичних експериментах. Наприклад, моделювання поведінки системи в потоці відмов за 

допомогою графо-логічних моделей (далі – GL-моделі) [9, 10]. GL-моделі являють собою 

циклічний неорієнтовний граф, кожному ребру якого приписуються булева функція. 

Аргументи xi реберної функції відображають стани процесорів в системі. Аргумент xi 

приймає значення 1, коли процесор функціонує, та 0, коли процесор вийшов з ладу. У 

випадку, коли функція набуває значення 0, відповідне ребро видаляється з графа. Втрата 

зв’язності графом відповідає виходу з ладу всієї системи.  

GL-моделі можна поділити на базові і небазові. Базова модель відповідає ВБС, що 

містить n процесорів, і залишається в робочому стані при відмові m або менше з них (n>m). 

Слідуючи за [11] будемо говорити, що блокувати вектори можна шляхом послаблення – 

модель буде втрачати зв’язність на деякому векторі, що містить m або менше нулів, або 

шляхом підсилення – небазова GL-модель не буде втрачати зв’язність на векторах, що містять 

більше m нулів. Блокувати вектори можна декількома способами: за допомогою зміни 

реберних функцій графа, зміни структури графа або поєднуючи обидва цих підходи.  

Побудувати небазову GL-модель можна шляхом модифікації базової таким чином, щоб її 

поведінка змінилась порівняно з базовою на певних векторах стану системи. Така 

модифікація моделі призводить до блокування цих векторів, і змінює модель так, щоб вона 

відображала поведінку системи у потоці відмов. 

Метод побудови GL-моделі для послідовних k-out-of-n систем використовує МВР-моделі 

(мінімум втрачених ребр) [12]. Однією з особливостей МВР-моделей є втрата графом двох 

ребер, на векторах стану системи, що містять m+1 нулів, одного ребра на векторах, що 

містять m нулів. На векторах стану системи, що містить менше m нулів граф не втрачає 

ребра.  

Кількість втрачених ребер можна описати як  

𝜓(𝑚, 𝑙) = {
0, при 𝑙 < 𝑚

𝑙 − 𝑚, при 𝑙 ≥ 𝑚
. 

Кількість ребер графа, а, відповідно, і кількість реберних функцій МВР-моделі K(m, n), 

як було продемонстровано в [13] може бути розрахована за формулою:  

𝜌(𝑚, 𝑛) = 𝑛 − 𝑚 + 1. 

Основною відмінністю послідовних k-out-of-n систем від базових k-out-of-n систем, є 

умова про вихід з ладу системи, при відмові k послідовних процесорів. Водночас, система 

буде функціонувати навіть при відмові більше ніж k непослідовних процесорів. Отже, для 

побудови GL-моделі такої системи, визначимо максимально допустиму кількість відмов, при  
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якій система залишається у робочому стані, без урахування умови про відмову k послідовних 

процесорів. Тобто спершу визначимо число m і побудуємо МВР-модель базової системи K(m, 

n).  

Логічно припустити, що максимально допустима кількість відмов буде у випадку, коли 

кожні k послідовних елементів в системі будуть містити лише один робочий елемент. Таким 

чином, система не буде містити k послідовних елементів, що відмовили і буде містити 

мінімальну кількість робочих елементів, щоб залишатись у робочому стані. Нехай робочим 

залишиться тільки кожен k-й елемент, а останній k-й елемент знаходиться на позиції d, тобто 

номери елементів, що залишаються у робочому стані будуть: k, 2k, 3k…, dk, dk ≤ n. Число d 

можна визначити, як найбільше ціле число, що не перевищує 
𝑛

𝑘
, тобто 𝑑 = ⌊

𝑛

𝑘
⌋. Оскільки d – 

це номер останньої послідовності k елементів, то воно, фактично і визначає мінімально 

допустиму кількість робочих елементів в системі, при якій система залишатиметься у 

робочому стані.  

Для того, щоб визначити максимально допустиму кількість елементів, що відмовили, 

тобто число m, достатньо відняти від n число d:  

𝑚 = 𝑛 − 𝑑 = 𝑛 − ⌊
𝑛

𝑘
⌋. 

Фактично, послідовні k-out-of-n системи поводять себе як базові, але додатковою умовою 

виходу з ладу, окрім виходу з ладу більше ніж m процесорів, є відмова k послідовних 

процесорів. Тому, наступним кроком, визначимо вектори, на яких система перестає 

функціонувати, тобто усі вектори з k послідовними нулями. Оскільки достатньо визначити 

тільки вектори з k послідовними нулями, а не k нулями взагалі, то таких векторів буде 

відносно небагато. Далі, блокуємо всі отримані вектори шляхом послаблення. Послабити 

модель можна модифікувавши дві, або більше реберних функції, змінивши структуру графа, 

або поєднуючи обидва цих підходи.  

Наприклад достатньо помножити дві будь-які реберні функції на f′ – кон’юнкцію всіх 

диз’юнкцій кожних k послідовних аргументів функції. f′ можна описати як:  

𝑓′ = ⋀𝑖=1
𝑛−𝑘+1(⋁𝑗=𝑖

𝑖+𝑘−1𝑥𝑗). 

Отримана GL-модель буде відповідати поведінці заданої системи у потоці відмов. 

Приклад. В якості прикладу такої системи, можна навести систему, що складається з n 

процесорів, кожен з яких має по 2k портів для з'єднання з іншими процесорами та вузлами 

(наприклад, датчиками, контролерами шин тощо). Система організована так, що зв’язок 

встановлено між сусідніми процесорами, а також між процесорами, які знаходяться на 

відстані від 1 до k. Перший і останній процесори підключені до зовнішніх вузлів. При 

розрахунку надійності системи, зовнішні вузли враховувати не будемо, оскільки в такому 

випадку з’являться додаткові умови виходу з ладу системи. Розглянемо тільки ту частину, що 

відповідає наступній умові: система виходить з ладу при втраті зв’язку між двома кінцевими 

вузлами системи.  

Нехай задана послідовна k-out-of-n система, де k=2, а n=11. Приклад такої системи 

зображений на Рис. 1. 

 

Рис. 1. Приклад системи для n = 11, k = 2 
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Почнемо з визначення кількості допустимих відмов m, при яких система залишиться у 

робочому стані: 

𝑚 = 11 − ⌊
11

2
⌋ = 6. 

Відповідно, граф GL-моделі не буде втрачати зв’язність на векторах з 6 і менше нулями. 

Визначимо реберні функції для МВР-моделі K(6,11) відповідно до [12]: 

𝑓1 = 𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥5 ∨ 𝑥6 

𝑓2 = (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥5) ∧

∧ ((𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4) ((𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3)((𝑥1 ∨ 𝑥2)(𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥3) ∨ 𝑥4) ∨ 𝑥5) ∨ 𝑥6) ∨

∨ 𝑥7𝑥8𝑥9𝑥10𝑥11 

𝑓3 = (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4)((𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3)((𝑥1 ∨ 𝑥2)(𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥3) ∨ 𝑥4) ∨ 𝑥5𝑥6)((𝑥1 ∨ 𝑥2)(𝑥1𝑥2 ∨
∨ 𝑥3𝑥4)(𝑥3 ∨ 𝑥4)) ∨ (𝑥7 ∨ 𝑥8)(𝑥7𝑥8 ∨ 𝑥9)(𝑥7𝑥8𝑥9 ∨ 𝑥10𝑥11)(𝑥10 ∨ 𝑥11) 

𝑓4 = (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3)((𝑥1 ∨ 𝑥2)(𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥3) ∨ 𝑥4𝑥5𝑥6)(𝑥1𝑥2𝑥3 ∨ (𝑥4 ∨ 𝑥5)(𝑥4𝑥5 ∨ 𝑥6)(𝑥4 ∨ 𝑥5 ∨
∨ 𝑥6)) ∨ (𝑥7 ∨ 𝑥8 ∨ 𝑥9)((𝑥7 ∨ 𝑥8)(𝑥7𝑥8 ∨ 𝑥9) ∨ 𝑥10𝑥11)(𝑥7𝑥8𝑥9 ∨ 𝑥10 ∨ 𝑥11) 

𝑓5 = (𝑥1 ∨ 𝑥2)(𝑥1𝑥2 ∨ 𝑥3𝑥4)(𝑥3 ∨ 𝑥4)(𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 ∨ 𝑥5𝑥6)(𝑥5 ∨ 𝑥6) ∨

∨ ((𝑥7 ∨ 𝑥8 ∨ 𝑥9 ∨ 𝑥10)((𝑥7 ∨ 𝑥8 ∨ 𝑥9)(𝑥7 ∨ 𝑥8)(𝑥7𝑥8 ∨ 𝑥9) ∨ 𝑥10) ∨ 𝑥11) 

𝑓6 = 𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5𝑥6 ∨ 𝑥7 ∨ 𝑥8 ∨ 𝑥9 ∨ 𝑥10 ∨ 𝑥11 

Визначимо всі вектори, які потрібно блокувати шляхом послаблення (Табл. 1).  

Визначимо функцію f′:  

𝑓′ = (𝑥1 ∨ 𝑥2)(𝑥2 ∨ 𝑥3)(𝑥3 ∨ 𝑥4)(𝑥4 ∨ 𝑥5)(𝑥5 ∨ 𝑥6)(𝑥6 ∨ 𝑥7)(𝑥7 ∨ 𝑥8)(𝑥8 ∨ 𝑥9)(𝑥9 ∨ 𝑥10)(𝑥10 ∨ 𝑥11) 
Модифікуємо функції f1 і  f6 шляхом множення на f′: 

𝑓1
′ = (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3 ∨ 𝑥4 ∨ 𝑥5 ∨ 𝑥6)(𝑥1 ∨ 𝑥2)(𝑥2 ∨ 𝑥3)(𝑥3 ∨ 𝑥4)(𝑥4 ∨ 𝑥5)(𝑥5 ∨ 𝑥6)(𝑥6 ∨ 𝑥7)(𝑥7 ∨ 𝑥8)(𝑥8 ∨

∨ 𝑥9)(𝑥9 ∨ 𝑥10)(𝑥10 ∨ 𝑥11) 

𝑓6
′ = (𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4𝑥5𝑥6 ∨ 𝑥7 ∨ 𝑥8 ∨ 𝑥9 ∨ 𝑥10 ∨ 𝑥11)(𝑥1 ∨ 𝑥2)(𝑥2 ∨ 𝑥3)(𝑥3 ∨ 𝑥4)(𝑥4 ∨ 𝑥5)(𝑥5 ∨ 𝑥6)(𝑥6 ∨

∨ 𝑥7)(𝑥7 ∨ 𝑥8)(𝑥8 ∨ 𝑥9)(𝑥9 ∨ 𝑥10)(𝑥10 ∨ 𝑥11) 

 

Таблиця 1. Всі вектори із двома нулями 

№ x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 

1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

3 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 1 

4 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 

5 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 

6 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 

7 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 

8 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 

9 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 

10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 
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Отримаємо небазову GL-модель K’(6,11), що відповідає поведінці заданої послідовної k-

out-of-n системи у потоці відмов. Наприклад, граф отриманої моделі буде втрачати зв’язність 

на векторах 00111111111, 10011111111, 11001111111, 11100111111, 11110011111, 11111001111, 

11111100111, 11111110011, 11111111001, 11111111100. При цьому, на векторі 01010101010 

зв’язність графа буде збережена.  

Висновки. В роботі запропонований метод побудови GL-моделі для послідовних k-out-

of-n систем. Особливістю цього типу систем є вихід з ладу всієї системи при відмові k 

послідовно з’єднаних процесорів, в той час як для виходу з ладу базової системи достатньо 

відмовити будь-яким m+1 процесорам. Визначений спосіб розрахунку допустимої кількості 

непослідовних відмов. Оскільки єдиною заданою умовою виходу системи з ладу є відмова k 

послідовних компонентів, розрахунок максимально допустимої кількості непослідовних 

відмов зводиться до пошуку мінімально необхідної кількості функціонуючих процесорів для 

роботи системи. Достатньо відняти отримане число від загальної кількості процесорів, щоб 

визначити максимально допустиму кількість відмов.  

Метод побудови моделі базується на використанні МВР-моделей. Отримана МВР-модель 

послаблюється на попередньо визначених векторах, що містять k послідовних відмов. 

Послаблювати МВР-модель можна шляхом модифікації реберних функції або через зміну 

структури графа. Наведений приклад побудови моделі для послідовної k-out-of-n системи, 

продемонстровано, що отримана модель відповідає заданій системі. 

В роботі описується побудова GL-моделей для ВБС, де елементами системи є процесори. 

Проте описаний метод можна застосувати і для інших типів систем, компонентами яких 

можуть бути пам’ять, мережеві пристрої тощо. 

Подальшими предметами дослідження може бути оптимізації підходу до модифікацій 

реберних функцій або побудова GL-моделей для інших видів небазових k-out-of-n систем. 
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ABSTRACT 

The paper is devoted to the method of constructing GL-models of the behavior of multiprocessor systems in a failure flow, in 

particular, consecutive k-out-of-n systems are considered, whose main characteristic is the failure of the system when a certain 
number of processors connected consecutively fail. The GL-models under construction are based on the basic models with a 
minimum number of lost edges. It has been determined that to build a GL-model of systems of this type, it is sufficient to calculate 
the maximum possible number of failed processors at which the system remains operational. A GL-model of a system that can handle 
this number of failures is built without considering the consecutive failures. The next step is to determine all possible consecutive 
failures that cause the system to fail, and the model is modified to reflect the system failure when consecutive failures occur. The 
paper describes a method for calculating the maximum allowable number of failures at which the system remains operational. An 
example of building GL-models for consecutive k-out-of-n systems is given. 
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