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Аннотация. Представлена реализация алгоритма слепой деконволюции на основе мультистартового 

метода оптимизации в пространстве вейвлет-преобразования. Приведены результаты моделирования, под-
тверждающие повышение вероятности сходимости к глобальному оптимуму при определении коэффициен-
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В ПРОСТОРІ ВЕЙВЛЕТ-ПЕРЕТВОРЕННЯ 
Анотація. Представлено реалізацію алгоритму сліпої деконволюції на основі мультістартового методу 

оптимізації у просторі вейвлет-перетворення. Наведено результати моделювання, що підтверджують підви-
щення ймовірності збіжності до глобального оптимуму при визначенні коефіцієнтів фільтра для вирішення 
завдання сліпої деконволюції за допомогою цього методу оптимізації. 
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Введение. Многие физические процес-
сы, такие, как прохождение сигнала через 
канал связи, геофизические измерения и на-
блюдения, линейные искажения изображе-
ний, могут быть описаны с помощью дис-
кретной свертки. Для восстановления сигна-
лов решается задача обращенной свертки — 
деконволюция. В классической постановке 
задачи выходной сигнал и искажающая 
функция (PSF, Point Spread Function) извест-
ны, и необходимо восстановить  
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оригинальный сигнал. Однако в ряде при-
кладных задач (анализ сейсмических дан-
ных, устранение размытости астрономиче-
ских изображений, многоточечные сети свя-
зи, подавление эха в беспроводной телефо-
нии, автоматизированные системы контроля 
качества печатных плат) требуется по на-
блюдаемому искаженному сигналу восста-
новить оригинал, не располагая сведениями 
об искажающей функции. Такая задача на-
зывается слепой деконволюцией [1]. Одним 
из путей ее решения является применение 
методов адаптивной фильтрации. При этом 
для подстройки коэффициентов фильтра ре-
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шается задача итеративной оптимизации вы-
бранной целевой функции (ЦФ).  

В указанных приложениях ЦФ часто яв-
ляется мультимодальной, поэтому традици-
онные подходы к решению этой задачи на 
основе градиентного спуска (итеративные 
алгоритмы слепой деконволюции класса 
Бассганга [2]: Decision Directed Mode [3], 
Godard [4], алгоритм слепого выравнивания 
для сигналов с постоянной амплитудой 
(CMA, Constant Modulus Algorithm) [5], Be-
neviste-Goursat [6]) могут привести к локаль-
ному минимуму [7]. Это связано с чувстви-
тельностью градиентных методов к началь-
ной точке поиска. 

Для предотвращения этого недостатка в 
работе предложено для определения коэф-
фициентов фильтра использовать мульти-
стартовый метод оптимизации в пространст-
ве вейвлет-преобразования (ММО в про-
странстве ВП), который в меньшей степени 
зависит от стартовой точки поиска [8].  

В данной работе был проведен анализ 
существующих методов итеративной слепой 
деконволюции. Была исследована возмож-
ность применения ММО в пространстве ВП 
для повышения вероятности сходимости к 
глобальному оптимуму при определении ко-
эффициентов фильтра для решения задачи 
слепой деконволюции.  

Постановка задачи. Свертка использу-
ется для описания искажений сигналов. В 
одномерном виде наблюдаемый сигнал мо-
жет быть записан  
 ( ) ( ) ( ) ( )  *    ,g n f n h n v n= +  (1) 
где f(n) – исходный дискретный сигнал, 
h(n) – искажающая функция (PSF), v(n) — 
аддитивный шум, * – оператор дискретной 
свертки.  

Восстановление f(n) и h(n) при наличии 
только наблюдаемого сигнала g(n) решается 
путем слепой деконволюции.  

Для моделирования искажений изобра-
жений, таких как размытие и неправильная 
фокусировка вследствие недостаточной ос-
вещенности и низкого качества оптических 
средств, выражение (1) записывается в дву-
мерном виде  
 ( ) ( ) ( ) ( ),   , * ,    , ,g m n f m n h m n v m n= +   (2) 

где m, n – пространственные координаты 
пикселя на изображении размером MxN, 
f(m, n) – исходное неискаженное изображе-
ние, h(m, n) – искажающая функция (PSF), 
v(m, n) – аддитивный шум, g(m, n) – резуль-
тат искажения, т.е. наблюдаемое изображе-
ние. 

Устранение этих искажений изображе-
ний без повышения затрат на осветительно-
фокусирущую аппаратуру имеет решающее 
значение в системах автоматизированной 
диагностики паяных соединений, контроля 
печатных плат и т.п. Поскольку доступно 
только наблюдаемое изображение g(n, m), и 
в этом случае необходимо решить задачу 
слепой деконволюции, т.е. восстановления 
оригинала на основе частичной информации 
о его статистических свойствах.  

Для решения поставленной задачи наи-
более часто используются алгоритмы класса 
Бассганга [2 – 6]. К этому классу принадле-
жит наиболее изученный и применяемый в 
системах связи алгоритм слепого выравни-
вания для сигналов с постоянной амплиту-
дой (CMA, Constant Modulus Algorithm) [5], 
минимизирующий целевую функцию  

 ( )
22ˆ ,CMJ E f n g

é ùæ ö= -ç ÷ê úè øë û
 (3) 

где E[·] – оператор математического ожи-

дания, ( )
2

f̂ n  – приближение исходного 

сигнала, выходной сигнал фильтра на n-ой 

итерации, 
( )
( )

4

2

E f n

E f n
g

é ùë û=
é ùë û

 – дисперсионная 

константа [5]. 
В [9] была предложена двумерная версия 

этого алгоритма для восстановления зашум-
ленных размытых изображений. Искаженное 
изображение проходит через двумерный 
фильтр с конечной импульсной характери-
стикой, параметры которого подстраиваются 
с целью минимизации дисперсии. В двумер-
ном случае целевая функция принимает вид 

 ( )( )2
2ˆ ,  ,CMJ E f m n gé ù= -ê úë û

 (4) 

где E[·] – оператор математического ожида-
ния, ( )ˆ ,  f m n  – приближение исходного изо-
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бражения, 
( )
( )

4

2

, 

, 

E f m n

E f m n
g

é ùë û=
é ùë û

 – дисперсионная 

константа [9].  
Поиск оптимума целевых функций (3) 

(4) традиционно проводится методами гра-
диентного спуска.  

Анализ целевой функции для двумерно-
го случая аналогичен одномерному. В общем 
случае эта функция не является унимодаль-
ной. То есть, как и для всех алгоритмов 
Бассганга, сходимость к глобальному мини-
муму не может быть гарантирована [7]. В 
[10] предлагается контролировать качество 
работы алгоритма визуальными методами, 
однако, это не всегда удобно на практике.  

Для обхода проблемы сходимости к ло-
кальному решению в литературе описаны 
три основных направления [11]: 

1) поиск и определение условий удачной 
инициализации алгоритма (невозможно без 
априорных знаний о свойствах канала связи);  

2) разработка гладких целевых функций 
с последующим применением градиентных 
методов (характеризуется большой ресурсо-
емкостью и может повысить погрешность);  

3) использование субградиентных и гра-
диентных методов оптимизации на основе 
случайного поиска (могут отличаться низкой 
скоростью сходимости, а также чувствитель-
ностью к начальной точке поиска). 

В данной работе для улучшения сходи-
мости СМА предлагается использовать 
ММО в пространстве ВП, обладающий по-
ниженной чувствительностью к локальным 
экстремумам и лучшей скоростью сходимо-
сти для функций типа «овраг» [8]. 

Алгоритм слепой обработки сигналов 
на основе ММО в пространстве ВП. На 
основе упомянутого выше метода оптимиза-
ции был разработан алгоритм обновления 
коэффициентов адаптивного фильтра по сле-
дующей схеме: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1ˆ , ,n n n n n

k CMWT J fm- -= -w w w  (5) 

где ( )nm  – шаг алгоритма, n  – номер итера-
ции, k – номер старта; 

( ) ( )( )( ) { }1
1 2

ˆ , , ,...n n
k CM k k NkWT J f G G G- =w  – оценка 

направления поиска минимума целевой 

функции в пространстве ВП при старте k, 
вычисляемая по формуле: 

 ( )( ) ( )
2

1

2

1 ˆ , ,
k

k

s

n n
jk j k

sk i

G J f w ia i
s

-

=-

= + ×Yå  (6) 

где а – шаг дискретизации вейвлет-функции 
(ВФ), sk – длина носителя ВФ на k-ом старте, 
Ψk(i) –  ВФ на k-ом старте (табл. 1), j=1,…, 
N – размерность вектора параметров (векто-
ра весовых коэффициентов). 

Для оценки направления поиска коорди-
наты экстремума (коэффициентов фильтра w 
в (5)) используются симметричные и неста-
ционарные вейвлет-функции.  

В данной работе на первом этапе была 

выбрана ВФ ( )
1

1
1

1, 1, ,
2

1, 1, ,
2

sесли i
i

sесли i

ì =ïïY =í
ï- =- -
ïî

K

K

, 

а на последующих этапах – нестационарные 
ВФ указанного класса, полученные по схеме 
(табл. 1). 

1. Параметры ВФ для ММО  
в пространстве ВП 

Название Обоз-
начение Значение параметра 

Номер 
старта k 2 3 4 5 

Масштаб 
ВФ αk 1 2 3 – 

Длина 
носителя sk 10 6 4 2 

Вид ВФ Ψk(i) 

1 , 0,
( 1)

1 , 0,
( 1)

[ , ], 0
2 2

k

k

k k

i
i

i
i

s si i

a

a

ì >ï +ï
í
ï- <
ï +î

Î - + ¹

 
1, 1

1, 1
i
i
=ì

í- = -î
 

Результаты моделирования. В данном 
разделе приведены результаты моделирова-
ния, показывающие целесообразность ис-
пользования предлагаемого алгоритма. Без 
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нарушения общности исследуем случай об-
работки одномерного сигнала. 

Для сравнения алгоритма на основе 
ММО в пространстве ВП с традиционным 
градиентным СМА был проведен ряд экспе-
риментов. 

Эксперимент 1.  Через  канал  связи  с  

функцией передачи 1

1( )
1 0,6

F z
z-

=
+  прохо-

дит сигнал с амплитудно-импульсной моду-
ляцией с уровнями ±1. Количество весовых 
коэффициентов для наглядности выберем 
равным двум. В данном случае целевая 
функция (3) симметрична относительно на-
чала координат и содержит 2 локальных и 2 
глобальных минимума с координатами 
±[0; 0,5575] и ±[1; 0,6] соответственно.  

Исследование работы алгоритмов про-
водилось для четырех наборов начальных 
координат: [-1; 1], [-0,5; 1,5], [0,5; 1,5],  
[1,5; -0,5]. Результаты моделирования приве-
дены в табл. 2 (размер шага алгоритма µ= 
5·10-3, шаг дискретизации ВФ (a=0,001) [12]. 

2. Сравнительная таблица результатов  
первого эксперимента 

Результирующие значения  
коэффициентов 

№ 

 

Началь-
ные зна-
чения  
коэффи-
циентов СМА ММО в простран- 

стве ВП 

1 [-1; 1] [0,0064; 0,588] [0,9983; 0,5983] 

2 [-0,5; 1,5] [0,028; 0,5432] [0,9978; 0,5982] 

3 [0,5; 1,5] [1; 0,6] [0,9973; 0,5980] 

4 [1,5; -0,5] [1; 0,6] [0,9988; 0,5991] 

Из табл. 2 видно, что для первых двух 
вариантов стартовой точки поиска градиент-
ный алгоритм (СМА) сходится к нежела-
тельному решению, в то время как предло-
женный алгоритм на основе ММО в про-
странстве ВП во всех случаях попадает в 
глобальный минимум.  

Контурная диаграмма ЦФ и траектории 
движения в точку минимума приведены на 
рис.  1  –  для СМА (рис.  1,  а),  для ММО 
(рис. 1, б). 

 
 а 

 
б 

Рис. 1. Траектории движения в точку мини-
мума для СМА (а) и для ММО  

в пространстве ВП (б) 

На рис. 2 приведены графики средне-
квадратичной ошибки для СМА (кривая 1) и 
ММО в пространстве ВП (кривая 2) при пер-
вом наборе настроек инициализации. 

 
Рис. 2. Среднеквадратичная ошибка  
сходимости сравниваемых методов 

Эксперимент 2. Рассмотрим теперь ка-
нал связи с функцией передачи 

( )1

1( )
0,8575 1 0,6

F z
z-

=
+  и шумом SNR=26 dB, 

через который проходит сигнал с амплитуд-
но-импульсной модуляцией с уровнями ±3 и 
±1. Координаты глобальных и локальных 
минимумов ЦФ (3) ±[0,8531; 0,5117] и 
±[0; 0,5706] соответственно. Как видно, из-за 
присутствия шума положение минимума 
сместилось от идеальной обратной импульс-
ной характеристики канала (±[0,8575; 
0,5145]) на некоторую величину.  

Отобразим траектории итеративных из-
менений коэффициентов фильтра для срав-

1 

2 3 

4 

1 
2 3 

4 
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ниваемых алгоритмов (рисунки 3, 4 и 5). На-
чальные значения: [0; 1], [0,4; 0,8], [0; 0,5]. 
Размер шага алгоритма µ= 4·10-4, шаг дис-
кретизации ВФ (a=0,001) [13].  

Как ожидалось, при неудачно выбран-
ных начальных точках поиска CMA снова 

попадает в локальный минимум (рисунки 3, 
4  и 5).  В то время как ММО в пространстве 
ВП сходится к глобальному минимуму для 
всех выбранных стартовых значений.

  
а 

 
б 

 
в 

 
г 

Рис. 3. Результаты моделирования при старте в [0; 1]:  
траектории коэффициентов (а) и результат деконволюции (б) для СМА, 

траектории коэффициентов (в) и результат деконволюции (г) для ММО в пространстве ВП 

  
а 

 
б 

 
в 

 
г 

Рис. 4. Результаты моделирования при старте в [0,4; 0,8]:  
траектории коэффициентов (а) и результат деконволюции (б) для СМА, 

траектории коэффициентов (в) и результат деконволюции (г) для ММО в пространстве ВП 
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а 

 
б 

 
в 

 
г 

Рис. 5. Результаты моделирования при старте в [0; 0,5]:  
траектории коэффициентов (а) и результат деконволюции (б) для СМА, 

траектории коэффициентов (в) и результат деконволюции (г) для ММО в пространстве ВП 
 

Приведены также графики примера 
работы алгоритма ММО в пространстве 
ВП во временной области (рис. 6) и кривой 
обучения (рис. 7) для сигнала c четырех-
уровневой амплитудно-импульсной моду-
ляцией со значениями  ±3 и  ±1.  

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 6. Пример работы алгоритма ММО в 
пространстве ВП во временной области: 

а – исходный сигнал; б – искаженный сиг-
нал; в — восстановленный сигнал с помо-

щью ММО в пространстве ВП 

 
Рис. 7. Кривая обучения алгоритма ММО в 

пространстве ВП 
Выводы. В данной работе представ-

лен алгоритм слепой деконволюции на ос-
нове мультистартового метода оптимиза-
ции в пространстве вейвлет-преобразова-
ния для случая обработки одномерных сиг-
налов, который минимизирует многоэкс-
тремальные целевые функции, характер-
ные для алгоритмов класса Бассганга.  

В результате проведенных эксперимен-
тов была продемонстрирована способность 
нового алгоритма достигать глобаль-ного 
минимума целевой функции при различных 
начальных условиях, даже в тех случаях, ко-
гда традиционный алгоритм слепого вырав-
нивания для сигналов с постоянной амплиту-
дой (CMA, Constant Modulus Algorithm) схо-
дился к локальному решению. Оценка осо-
бенностей применения данного метода для 
обработки изображений определяет направ-
ление дальнейших исследований. 
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