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РОБАСТНЫЙ МЕТОД ИДЕНТИФИКАЦИИ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ НА ОСНОВЕ МОДЕЛЕЙ ВОЛЬТЕРРА 

Аннотация. Предлагается робастный метод детерминированной идентификации нелинейных динамиче-
ских систем на основе моделей Вольтерра во временной области. В качестве тестовых воздействий использу-
ются нерегулярные последовательности импульсов. Устойчивость вычислительного процесса процедуры 
идентификации обеспечивается использованием метода регуляризации некорректных задач А.Н. Тихонова. 
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Abstract. Offers robust method of deterministic identification of nonlinear dynamic systems on the basis Volterra 
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identification procedures is provided using the method of regularization of ill–posed problems A.N. Tikhonova.. 
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СИСТЕМ НА ОСНОВІ МОДЕЛЕЙ ВОЛЬТЕРРА 

Анотація. Пропонується робастний метод детермінованої ідентифікації нелінійних динамічних систем 
на основі моделей Вольтерра у часовій області. Як тестові впливи використовуються нерегулярні послідовно-
сті імпульсів. Стійкість обчислювального процесу процедури ідентифікації забезпечується використанням 
метода регуляризації некоректних завдань А.М. Тихонова. 
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Введение. Для моделирования нелиней-
ных динамических систем (НДС) применя-
ются интегростепенные ряды Вольтерра (РВ) 
[1  –  3].  При этом нелинейные и динамиче-
ские свойства системы полностью характе-
ризуются последовательностью инвариант-
ных относительно вида входного сигнала 
многомерных весовых функций – ядер Воль-
терра (ЯВ). Построение модели в виде РВ 
заключается в выборе вида тестовых воздей-
ствий x(t) и разработке алгоритма, который 
позволял бы по измеренным реакциям y(t) 
определять ЯВ wn(t1,…,tn), n=1,2,… или их 
Фурье–изображения Wn(jw1,…,jwn) соответ-
ственно для моделирования НДС во времен-
ной или частотной области [1, 2]. 

Идентификация по своей сути относится 
к обратным задачам, при решении которых 
возникают серьезные трудности вычисли-
тельного плана, обусловленные некоррект-
ностью постановки задачи: получаемые  
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решения оказываются неустойчивыми к по-
грешностям исходных данных – ошибкам из-
мерений откликов идентифицируемой систе-
мы [1, 4]. Кроме того при использовании мо-
делей в виде РВ возникает задача разделения 
отклика исследуемой НДС на парциальные 
составляющие (ПС), соответствующие от-
дельным членам РВ, поскольку измеряется 
суммарный отклик на тестовый сигнал [1]. 

Известные экспериментальные методы 
оценки ЯВ во временной области, основанные 
на применении пробных импульсных (ступен-
чатых) сигналов, характеризуются малым вре-
менем измерения, простотой обработки ин-
формации и генерирования тестового сигнала. 
Однако низкая помехоустойчивость методов 
детерминированной идентификации ограни-
чивает их применение в реальных условиях 
при наличии погрешностей измерений откли-
ков, полученных в результате эксперимен-
тальных исследований «вход–выход» иденти-
фицируемой НДС. Это обусловливает необхо-
димость разработки новых робастных методов 
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идентификации НДС с использованием детер-
минированных пробных воздействий, осно-
ванных на применении алгоритмов регуляри-
зации некорректных задач [4–6] или шумопо-
давления с помощью вейвлет–преобразований 
[7]. 

Целью данной работы является повыше-
ние точности и помехоустойчивости интерпо-
ляционного метода идентификации НДС в 
виде ЯВ с использованием импульсных тесто-
вых сигналов, основанного на выделении ПС с 
помощью процедуры дифференцирования 
откликов [8]. 

Идентификация нелинейных динами-
ческих систем на основе моделей Вольтер-
ра. Отклик модели НДС в момент времени t в 
виде РВ на воздействие )(tax  
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где a – произвольное вещественное число, 
причем 0<½a½£1.  

Тогда n–ая ПС отклика НДС находится по 
формуле 
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При тестовых импульсных воздействиях 
длительностью Δτ оценка диагонального сече-
ния ЯВ n–порядка вычисляется по формуле [9] 
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где ˆ ( , ,..., )nw t t t  – оценка диагонального сечения 
ЯВ n–го порядка; ˆ ( )ny t – оценка n–ой ПС от-
клика НДС на одиночный импульс в момент 
времени t, полученная в результате обработки 
данных экспериментов на основе (2). 

Под диагональное сечение ЯВ n–го по-
рядка оценивается так: 
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где 1ˆ ( , ,..., )n ny t d d  – оценка n–й ПС отклика 
НДС в момент времени t, полученная в ре-

зультате обработки данных экспериментов на 
основе (2), при действии на входе нерегуляр-
ной последовательности импульсов с площа-
дью DtDa; если 1=di , то на входе НДС в мо-
мент времени ti есть импульс,  при 0=di  – 
импульса нет. 

При такой обработке выходных сигналов 
идентифицируемой НДС методическая ошиб-
ка становится равной нулю, но при этом зна-
чительно увеличивается погрешность, возни-
кающая за счет ошибок округления вычисле-
ний. 

Задача нахождения производной n–го по-
рядка z(a) от функции y(a), для которой 
y(0)=y’(0)=...=y(n–1)(0)=0, сводится к решению 
интегрального уравнения первого рода [4] 
относительно z(υ) 
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и характеризуется не устойчивостью решения 
к малым изменениям правой части уравнения 
y(a). Для нахождения приближенного решения 
уравнения (5), устойчивого к погрешностям 
исходных данных, в работе применяется метод 
регуляризации некорректных задач [4, 5]. 

Для реализации алгоритма идентифика-
ции (2) и (3) перейдем к дискретному аналогу 
задачи нахождения регуляризованных при-
ближенных решений уравнения (5). Измерим 
отклики НДС на множестве пробных им-
пульсных воздействий, у которых амплитуда 
импульсов a изменяется дискретно на интер-
вале –amax£a£amax с шагом Da. Затем каждое 
сечение по времени t полученного множества 
откликов ),...,,,( 1 njj tay dd , j=1,2,...,L (L – число 
уровней дискретизации по a) подвергается 
операции n–кратного численного дифферен-
цирования по a, которая сводится к решению 
системы линейных алгебраических уравнений 
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где )()()(1 ayavay = , maxaaa += , ]2,0[ maxaa Î  

maxaii +u=x , )(av  – некоторая функция, для 
которой выполняются условия 
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В качестве функции )(av можно взять, 
например, интеграл вероятностей 
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и если выбрать µ=amax,/2 и 0<s£0,1amax, то 
условия (7) практически будут выполнены.  

Систему уравнений (6) можно записать в 
векторно–матричной форме 
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При n=1,  2  и 3  матрицы An соответст-
венно имеют вид 
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Решение поставленной задачи находится 
на середине интервала ]2,0[ maxa , т.е. в точках 
xi=(i–0,5)Da.  

Таким образом, вычислительный алго-
ритм, реализующий метод идентификации 
многомерных ЯВ на основе соотношений (2–
4), сводится к решению системы линейных 
алгебраических уравнений (8) для каждого 
фиксированного момента времени t. 

Регуляризация метода идентифика-
ции. Для решения задачи воспользуемся 
одним из вариантов метода регуляризации 
А.Н.Тихонова, основанном на вариационном 
способе построения регуляризующего опе-
ратора [4]. Этот метод сводится к нахожде-
нию приближенного вектора решения az , 
минимизирующего некоторый сглаживаю-
щий функционал [4]. 

Единственный вектор, удовлетворяю-
щий условию минимума сглаживающего 

функционала, может быть определен из ре-
шения СЛАУ  

uΑzIΑΑ *a* =a+ )( ,           (9) 
где *Α – матрица сопряженная к Α : I – еди-
ничная матрица, a– параметр регуляризации.  

Для выбора значения параметра a ис-
пользуется критерий невязки [4] 

e<- uΑz ,                           (10) 
где ε – заданная погрешность решения; – 
норма в векторном пространстве.  

Приближенное решение, получаемое на 
основе (9) и (10), соответствует нулевому 
порядку регуляризации (слабая регуляриза-
ция). Для повышения гладкости решений 
используется регуляризационная матрица R 
и находится решение СЛАУ при значении 
параметра a, которое обеспечивает выпол-
нение условия (10),  

uΑzRΑΑ *a* =a+ )( .          (11) 
Регуляризационная матрица R имеет 

следующий вид [5]: 
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здесь h – второй параметр регуляризации, 
обычно совпадает с шагом дискретизации Δa 
(первый порядок регуляризации). 

Компьютерное моделирование. Для 
исследования метода идентификации в каче-
стве тестового выбран объект, который опи-
сывается нелинейным дифференциальным 
уравнением вида 

)()()()( 2 txtyty
dt

tdy
=b+a+ ,         (12) 

где a и b – постоянные коэффициенты. 
Структурная схема объекта в системе 
Matlab–Simulink представлена на рисунке. 

Аналитические выражения для ЯВ 1–го 
и 2–го порядков соответственно имеют вид  

1
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При τ1=τ2=t получим выражение для диа-
гонального сечения ЯВ 2–го порядка 

).2(),(2
tetettw a--a-

a
b

=                     (15) 

 
Рис.1. Структурная схема тестового объекта 

При исследовании эффективности мето-
да идентификации выражения (13) и (15) 
используются в качестве эталона для сравне-
ния с получаемыми оценками ЯВ. 

С помощью средств компьютерного мо-
делирования в системе Matlab–Simulink вы-
полнены исследования точности и помехоус-
тойчивости метода идентификации на тесто-
вом объекте (см.рисунок). В качестве крите-
рия адекватности модели используется кри-
терий процентной нормированной средне-
квадратичной ошибки для оценок ЯВ 1–го и 
2–го порядка по сравнению с их эталонными 
характеристиками. Полученные результаты 
исследований погрешностей определения ЯВ 
с помощью метода регуляризации при моде-
лировании погрешности измерений откликов 
10 % представлены в табл. 1.   

Оценки 1-й и 2-й производных откликов 
тестового объекта по амплитуде a при a=0, 
получаемые как решения СЛАУ (8) и (9), 
имеют большие погрешности, более 100%, и 
неприемлемы на практике. 

1. Погрешности оценки ядер Вольтерра 
1-го и 2-го порядков 

Погрешность, % Метод 
регуляризации 

1ˆ ( )w t  2ˆ ( , )w t t  
α = 0 110 > 2600 

0–й порядок  110 214 
1–й порядлк 1 10 

Применение регуляризации 2-го поряд-
ка, для обработки сигналов–откликов на ос-
нове (11), дает возможность получить реше-
ния для оценки ЯВ 1-го порядка с погрешно-
стью порядка 1 %, для диагонального сечения 
ЯВ 2-го порядка – 10 %. 

Выводы. Рассматривается интерполяци-
онный метод детерминированной идентифи-
кации нелинейных систем в виде ядер Воль-
терра, основанный на данных измерений им-
пульсных откликов на тестовые сигналы раз-
личной амплитуды.  

Для получения оценки ЯВ n–го порядка в 
момент времени t необходимо каждое сечение 
по времени t полученного множества откликов 
продифференцировать n раз по амплитуде 
тестовых импульсов одним из известных ус-
тойчивых алгоритмов, основанном на методе 
регуляризации некорректных задач и в качест-
ве решения взять значение полученной произ-
водной при значении амплитуды импульсов 
равной нулю. В отличие от работы [8], где для 
численного дифференцирования используются 
формулы в конечных разностях с предопреде-
ленным количеством экспериментальных ис-
следований объекта идентификации, здесь для 
вычисления производных предлагается решать 
соответствующие интегральные уравнения 
Вольтерра первого рода, для численной реали-
зации которых может использоваться неогра-
ниченное сверху число экспериментов. Это 
дает возможность повысить точность вычис-
ления производных, а следовательно, и точ-
ность идентификации.    

Для обеспечения вычислительной устой-
чивости предлагаемого алгоритма идентифи-
кации при вычислении производной и реше-
нии интегрального уравнения, используется 
метод регуляризации А.Н.Тихонова. 

Разработаны программные средства, реа-
лизующие интерполяционный метод иденти-
фикации НДС с использованием тестовых 
нерегулярных последовательностей импульсов 
и регуляризации вычислительного процесса 
экспериментального определения ЯВ.  

С помощью средств компьютерного моде-
лирования в системе Matlab–Simulink   выпол-
нены исследования точности и помехоустой-
чивости метода идентификации на модельном 
примере. Полученные в результате компью-
терного моделирования процесса идентифика-
ции оценки ЯВ имеют погрешности соизме-
римые с погрешностью измерений откликов 
идентифицируемой системы. 
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