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Аннотация. Показано, что адекватным классом математических моделей динамических 

объектов являются интегральные макромодели, построенные по принципу «вход ― выход». 

Исследована возможность снижения ошибки моделирования при применении квадратурных формул 

реализации интегральных макромоделей в виде уравнений Вольтерры (в частности 

Вольтерры−Гаммерштейна) и предложены конструктивные алгоритмы численных процедур 

моделирования, обеспечивающие вычисления в реальном масштабе времени. 
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Введение. 

Интегральные макромодели с достаточной 

для практических приложений степенью 

адекватности отображают процессы в 

динамических объектах разной сложности, 

предполагая их представление по принципу 

«вход ― выход» [1]. Постановка задачи 

моделирования при этом ставится следующим 

образом: 

― задана динамическая характеристика 

 ,tK  линейной части, нелинейная зависимость 

 F  (для нелинейных объектов) и входной 

сигнал  tx ; 

― необходимо определить выходной сигнал 

 ty , соответственно используя интегральные 

макромодели линейного и нелинейного 

объектов: 

                           dxtKty
t


0

, ,             (1) 

                            dxFtKty

t


0

, .        (2) 

В литературе интегральные макромодели 

вида (1), (2) известны как уравнения Вольтерры 

[2―11]. 

Основой методов численной реализации 

интегральных уравнений Вольтерры является 

метод квадратур, который заключается [12; 13] в 

применении квадратурных формул для 

приближенного вычисления определенного 

интеграла: 
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                        fRxfAdxxf ii

n

i
i

b

a


1

,       (3) 

где  ix  ― фиксированные абсциссы (узлы) 

отрезка  ba, , причем axi  , bxn  ; iA  ― 

числовые коэффициенты или весовые 

множители;  fR  ― остаточный член (ошибка 

аппроксимации). Как правило 0iA , а 

abA
b

a
i  . 

Существует значительное число 

квадратурных формул вида (3), к которым 

относятся формулы Ньютона−Котеса (в том 

числе прямоугольников, трапеций, Симпсона), 

Гаусса, Чебышева и т.д. [12―14]. Однако 

квадратурные формулы имеют значительную 

ошибку на больших интервалах. 

Цель работы. 

Повышение точности моделирования 

динамических объектов с использованием 

метода квадратур на основе интегральных мак-

ромоделей в форме Вольтерры−Гамерштейна, а 

также разработка быстродействующих алго-

ритмов реализации данных моделей. 

Основная часть. 

Покажем возможность снижения ошибки 

моделирования при применении квадратурных 

формул (проявляющихся особенно на больших 

интервалах) путем применения их составных.  

Такую разновидность формул можно 

получить, если квадратурную формулу 

применять не ко всему отрезку, а разбивая 

последний на части и, к каждой из них отдельно,  
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применить квадратурную формулу. Очевидно, 

что при разбивке исходного отрезка на части 

следует исходить из условия: интеграл от 

соответствующей вписанной ломаной должен 

быть как можно более близким к интегралу от 

 xf . При этом значения интеграла от  xf  на 

всем отрезке  ba,  определяются как сумма 

найденных значений интеграла от функции на 

отдельных частях полного отрезка  ba, .  

Минимизация ошибки (увеличение точности) 

квадратурной формулы на выбранном классе 

функций достигается за счет выбора 

коэффициентов квадратурной формы, а также за 

счет выбора узлов интегрирования. В 

зависимости от применения узлы ix  могут 

выбираться разными способами. Для формул 

трапеций Симпсона и Буля рекомендуется [12] 

выбирать равноотдаленные узлы. Для 

квадратуры Гаусса−Лежандра выбранные узлы 

должны быть «нулями» определенных 

полиномов Лежандра. Чем меньшим выбирается 

шаг разбивания отрезка  ba, , тем точнее 

получается результат, однако при этом 

увеличивается количество вычислительных 

операций, что требует дополнительных ресурсов 

аппаратной части. Важной особенностью 

вычислений при этом есть накопление ошибок с 

увеличением числа шагов, которое определяется 

не столько величиной шага и точностью 

вычислений на нем, сколько «удачным» или 

«неудачным» выбором способа замены 

интеграла конечной суммой. Такая ситуация 

имеет место при моделировании объектов в 

реальном масштабе времени, когда промежуток 

интегрирования (отрезок  ba, ) может быть 

большим или, даже, заранее неизвестным. 

В дальнейших рассуждениях будем 

применять часто используемое представление (и 

его интерпретации) интегральных уравнений 

вида 

                          dfFtKxf

b

a

,, ,        (4) 

получившее название Вольтерры−Гамерштейна 

[15; 16], а также аппроксимацию под-

интегрального выражения, записанного 

следующим образом 

              dyxKxf
ix

a

ii  , ,   bax , .      (5) 

Следует отметить, что свойство нарастания 

объема вычислений по мере увеличения шага 

относится к случаю ядра произвольного вида. 

Повышение скорости вычислений можно 

достичь, используя метод вырожденных ядер 

[17], особенностью которого является 

неизменное количество вычислений на шаге. 

Используя эту особенность, для 

интегрального оператора Вольтерры с 

раздельным ядром запишем: 

                  


 dyxdyxK i

x

a

m

i
i

x

a 1

,  

                        



x

a

i

m

i
i dyx 

1

.         (6) 

После аппроксимации интеграла (6) и 

применения квадратурных сумм получим: 

                  


ii x

a

i

m

i
i

x

a

dyxdyxK 
1

,  

                        


j

n

j
ji

m

i
i xyxx

01

  

               







 





1

01

n

j
jjinni

m

i
i xyxxyxx   

                                



m

i
nnii xyxx

1

  

                            
 


m

i

n

j
jjii xyxx

1 0

 .      (7) 

Значение суммы       
 

m

i

n

j
jjii xyxx

1 0

  

известно, поскольку оно вычислено на 

предыдущем  1i -м шаге. Поэтому остается 

вычислить значение суммы 

     


m

i
nnii xyxx

1

 , которое требует 

проведения неизменного количества операций на 

каждом i -м шаге. 

Значительная часть интегральных операторов 

и равенств, встречающихся на практике, имеют 

разностные ядра, представленные в 

аналитическом виде и имеющие свойство 

раздельности. 

Для макромоделей, например, вида (2), метод 

квадратур приводит к следующим расчетным 

выражениям (в зависимости от структурного 

расположения линейной части в общей 

структуре объекта или отсутствия 

нелинейности): 
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Начало 

Ввод 

a, b, h 

Ввод ядра 

К функции 
  

Ввод нелинейности 

F 
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t  
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

  
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  
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jij
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FK

h







  

htt
jj
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tt   
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i
  

0~;0 
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t   

да 

Да 

Нет 

нет 

                          jji

i

j
ji xFtKAty ,~

1




 ,     (8) 

                     







 



ji

i

j

ji tKAFty ,~

1

,               (9) 

                        



i

j
jiji tKAty

1

,~  .             (10) 

Для случая вырожденного ядра: 

                 
j

i

j
iji

m

i
ii Atty  




11

~ .         (11) 

Если ввести в рассмотрение нелинейный 

динамический объект с входным и выходным 

сигналами соответственно  t ,  t  при 

использовании макромодели 

                        dFtt
tm

i
i 




01

, 

 

то, согласно методу квадратур, можно построить 

алгоритм реализации макромодели, приведенный 

на рис. 1. Алгоритм выполняет вычисления по 

формуле 

                       



i

j
jjj

m

li
lii FlAh

0

 , 

где   illi t  ;  jlli t  ; h  ― шаг 

дискретизации; jA  ― коэффициенты 

квадратурной формулы;  ii t  ,  
jj t  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.  Алгоритм реализации макромодели, построенный в соответствии с методом квадратур для 

нераздельного ядра 

Пример. 

Пусть на отрезке  1,0  с шагом 01,0h  

необходимо вычислить приближенное значение 

нелинейного интегрального оператора 

                        det
t

ta




0

2sin ,          (12) 

где  1,0a ; 01,0 . 
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Точное значение оператора определяется 

выражением 

                            



23 4

1




a
t  

                atetta  12sinsin2  . 

Расчетное соотношение, полученное на 

основе формулы трапеций для численной 

реализации оператора (12) с не разделяющимся 

ядром, имеет вид 

            





i

j
j

tta

ji tlAht ji

0

2

1 sin~  . 

Используя свойство раздельности, получим 

        
 




m

l
j

i

j

ta

j

ta

i tlAlht ji

0

2

0
1 sin~  .    (13) 

Результаты вычислений приведены в табл. 1.  

Таблица 1 

Точное и приближенные решения задачи вида (12) 

1t   1
~ t   11

~ t   12
~ t     111

~~ tt       121
~~ tt    1M  2M  

0,00 0 0 0 0 0 1 0 

0,10 0,332*10
-5 

0,324*10
-5 

0,434*10
-5 

0,782*10
-6 

0,167*10
-6 

56 6 

0,20 0,265*10
-4 

0,263*10
-4 

0,266*10
-4 

0,161*10
-5 

0,336*10
-6 

112 6 

0,30 0,893*10
-4 

0,890*10
-4 

0,894*10
-4 

0,244*10
-5 

0,507*10
-6 

168 6 

0,40 0,211*10
-3 

0,210*10
-3 

0,212*10
-3 

0,326*10
-5 

0,679*10
-6 

224 6 

0,50 0,411*10
-3 

0,409*10
-3 

0,413*10
-3 

0,408*10
-5 

0, 857*10
-6 

280 6 

0,60 0,708*10
-3 

0,707*10
-3 

0,709*10
-3 

0,490*10
-5 

0,102*10
-5 

336 6 

0,70 0,112*10
-2 

0,110*10
-2 

0,113*10
-2 

0,572*10
-5 

0,120*10
-5 

393 6 

0,80 0,167*10
-2 

0,160*10
-2 

0,168*10
-2 

0,653*10
-5 

0,138*10
-5 

448 6 

0,90 0,237*10
-2 

0,234*10
-2 

0,238*10
-2 

0,734*10
-5 

0,155*10
-5 

504 6 

1,00 0,324*10
-2 

0,321*10
-2 

0,325*10
-2 

0,817*10
-5 

0,173*10
-5 

560 6 

Во втором столбце приведены результаты 

точного решения, в 3-м и 4-м столбцах ― 

результаты приближенного вычисления  it~  по 

алгоритмам, приведенным на рис. 1 и рис. 2 

соответственно. Как видно из табл. 1, 

вычисления по алгоритму, который реализует 

выражение (13), дает минимальную ошибку и 

обеспечивает получение искомой функции  t  

в узлах дискретизации. Это следует из того, что 

количество арифметических операций 2M  с 

ростом номера узла дискретизации остается 

неизменным,    в    то    время    как     количество  

арифметических операций 1M  при численной 

реализации интегрального оператора по первому 

алгоритму резко возрастает. 

Для количественной оценки точности 

решений приведем (табл. 2) расчетные 

соотношения остаточных членов  fR  

квадратурной формулы вида (3), использующей 

представление Ньютона−Котеса (для случая, 

когда начальная точка отрезка a  совпадает с 

узлом интерполяции). 

Таблица 2 

Остаточные члены квадратурных формул Ньютона−Котеса 

n   fR
 n   fR

 

2    fh  3121  
7   VIIIfh914009  

3    IVfh5901  8   VIIIfh95184008183  

4    IVfh5803  9   Xfh114677752368  

5    VIfh79458  10   Xfh113942404671  

6    VIIIfh712096275  11   XIfh13163459296673175  
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Рис 2.  Алгоритм, обеспечивающий реализацию интегральных операторов 

Вольтерры−Гаммерштейна с раздельным ядром 

Следует также заметить, что алгоритмы, 

представленные на рис. 1 и рис. 2, имеют 

близкую вычислительную сложность. 

Вывод.  

Предложен быстродействующий алгоритм 

численной реализации интегральных операторов 

Вольтерры−Гаммерштейна с раздельным ядром, 

обеспечивающий вычисления в реальном 

масштабе времени. Алгоритм может служить 

основой при построении быстродействующих 

специализированных вычислителей решения 

задач управления (регулирования), контроля, а 

также моделирования широкого класса 

динамических объектов и процессов. Решением 

практической задачи подтверждена 

конструктивность предложенного алгоритма. 
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Abstract. It is shown that the class of adequate mathematical models of dynamic objects of varying 

complexity is integrated model, built on the principle "input - output". It is important that this class of 

models, presented as a macro model of the object based on its input and output, suitable for linear and 

nonlinear modeling tasks productions. The most convenient form of descriptions of integrated macro models 

should be considered Volterra equations, numerical solution which is most often performed by a quadrature. 

It is noted that the main disadvantage of the use of quadrature formulas in the procedures of the 

approximate (numerical) integration is a significant error on large intervals of integration. Obvious known 

ways of minimizing errors of quadrature formulas on the selected class of functions should be considered a 

rational choice of the coefficients for quadrature formulas, as well as components and integration steps. 

Moreover, the accumulation of errors to increase the number of steps is determined not so much by the size 

of the step, as by replacing the original integral by a finite sum. The latter circumstance is important for 

modeling of objects in the real-time integration interval may be large or even unknown. To improve the 

accuracy of quadrature formulas procedure consisting in the expansion of the numerical integration of the 
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original integral into two and apply for each of the last of its quadrature rules (for example, a combination 

of open and closed types of formulas of Newton-Cotes) can be offered. The increase in computing speed in 

the implementation of the integrated macro models based on Volterra models is achieved by using the 

method of degenerate cores, a feature of which is the same amount calculation step. Proposed fast 

algorithms for computing the design implementation of integrated macro models, providing calculations in 

real-time. 

Keywords: macro model, integral equations, quadrature formulas, modeling error, computational 

algorithm, fast calculators 
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Анотація. Показано, що адекватним класом математичних моделей динамічних об’єктів є 

інтегральні макромоделі, побудовані за принципом «вхід ― вихід». Досліджено можливість 

зниження похибки моделювання при застосуванні квадратурних формул реалізації інтегральних 

макромоделей у вигляді рівнянь Вольтери (зокрема Вольтери−Гамерштейна) та запропоновано 

конструктивні алгоритми числових процедур моделювання, які забезпечують обчислення у реальному 

масштабі часу. 

Ключові слова: макромоделі, інтегральні рівняння, квадратурні формули, похибки 

моделювання, обчислювальний алгоритм, швидкодіючі обчислювачі. 
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