
I

I f  1  I
I t  I

Т р у д ы  

Одесского политехнического 

университета

Научный
и производственно-практический сборник 
по техническим и естественным наукам

Вып.2(18).2002

Одесса



Министерство образования и науки Украины 
Одесский национальный политехнический университет

Т руды

ОДЕССКОГО ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

Научный и производственно-практический
сборник

Вып. 2(18). 2002

Одесса



184 Труды Одесского политехнического университета, 2002, вып. 2(18)

УДК 532.542+532.517.43 С.В. Сурков, инженер, Одес. над. политехи, 
ун-т

В О Л Н О В А Я  М О Д ЕЛ Ь  В Т О Р И Ч Н Ы Х  Т Е Ч Е Н И И  В  

П Р И З М А Т И Ч Е С К И Х  К А Н А Л А Х

С.В. Сурков. Хвильова модель вторин- 
них течш у призматичних каналах. Пока
зано, що р1вняння, яю описують вторинш 
течи у каналах i3 некруглим поперечним 
nepepi30M, можуть при деяких припущеннях 
приводити до виникнення стоячих хвиль за- 
вихреностг Проанал1зовано окрем1 випадки, 
яю вщповщають р1зшй форли поперечного 
nepepi3y каналу.

S.V. Surkov. The wave model of the sec
ondary flows in prismatic ducts. It is shown 
that equations describing the secondary flows 
in the ducts of arbitrary cross-section may at 
certain consumptions bring to the appearance 
of standing waves of vorticity. Particular cases 
corresponding to different shapes of duct 
cross-section are analyzed.

Вторичные течения в каналах некруглого поперечного сечения обнаружены эксперимен
тально и описаны [1]. Суть явления состоит в том, что если основной поток движется парал
лельно оси х, то в поперечном сечении yOz возникают течения с замкнутыми линиями тока 
(вихри), причем, если поперечное сечение канала имеет форму многоугольника, то вдоль бис
сектрис углов жидкости движется к углам, и оттуда растекается в обе стороны [2]. Теорети
ческие модели вторичных течений, как правило, сложны. При этом учитываются два проти
воборствующих процесса, воздействующих на вихрь: растяжение вдоль оси вихря, приводя
щее к увеличению угловой скорости, и вязкое трение, приводящее к ее уменьшению [3].

Если пренебречь обоими этими воздействиями, можно получить достаточно простую мо
дель, тем не менее хорошо согласующуюся с экспериментальными данными.

При установившемся течении, стабилизированном вдоль оси х, скорости потока не изме
няются вдоль оси х , а изменяется только давление вследствие необратимых потерь потенци
альной энергии. В этом случае уравнения Навье-Стокса упрощаются и принимают вид
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где х, у, г — координаты, м;
их , иу , uz — проекции скорости жидкости, м/с;
X, У, Z — проекции единичной массовой силы, м /с2; 
р — плотность жидкости, кг/м3; 
р — гидростатическое давление, Па; 
v — кинематическая вязкость жидкости, м2/с. 
Уравнение неразрывности принимает вид

ди„ ди,
=  0 .

( 2 )

(3)

(4)ду дг
Уравнение (4) позволяет использовать в поперечном сечении потока функцию тока ц/ , 

при этом проекции скорости
_ _ 3\(/

Uz ~~~&У
а (4) удовлетворяется автоматически.

Uv -у дг (5)
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Завихренность потока Q , представляю
щая собой удвоенную угловую скорость вра
щения жидких частиц относительно оси х, оп
ределяется уравнением

Q = ди,
dz

( 6 )

С учетом (5)

Q = - 32v|/
ду*

д \  
дг2

или, если использовать двумерный оператор 
Лапласа,

Q = - V V
После дифференцирования уравнения (3) 

по у, а (2) по 2, и вычитания производных
L

дПи„ —  + и, 
у ду 2

дП
dz

V q  32Q
— т- +

dz2

Рис. 1. Линии тока, описываемые уравнени
ем (10), построенные с шагом Avjz/Л = 0,2

(7)

Пренебрегая вязкостью и переходя к пе
ременным “функция тока — завихренность”, можно получить

d\\i 9Q <3\|/ dQ _ g 
dz dy dy dz

Следует отметить, что если Q = C\\i, где С — константа, то уравнение (7) удовлетворя
ется тождественно. Таким образом, существует подмножество решений уравнения (7), кото
рые можно получить из уравнения

V2vp = Су . (8)
Уравнение (8) широко используется в математической физике, и описывает стоячие вол

ны. В частности, оно описывает колебания мембраны, электрон в потенциальной яме и т.д. Его 
решения записываются в виде произведения синусоид

У = A ^ s in ^ y * г = 1,2,..., (9)
1 =  1

где А — константа, м2/с;

* , . 2«и
волновое число, м- 1.

h длина пространственной волны в соответствующем направлении, м;
у г — координата точки в поперечном сечении канала, отсчитываемая в соответствую

щем направлении, м.
Для анализа решений уравнения (8) применялся известный в гидромеханике прием: 

вначале записывались функции вида (9) и строились линии тока. Поскольку линии тока не
проницаемы для жидкости, любую из них можно объявить твердой стенкой, ограничивающей 
поток. После этого становится возможен анализ граничных условий.

При построении линий тока ( \\i = const) значения функции тока изменялись с постоян
ным шагом Ац1 . Для построений на компьютере использовался универсальный простой алго
ритм [4], согласно которому значения \у рассчитывались для каждого пикселя изображения, 
а затем закрашивались пиксели, ближайшие к соответствующим линиям тока.

Случай 1.
у = Asinfcjy sink2z. (Ю)

Линии тока образуют ячейки прямоугольной формы (рис. 1). При этом линии тока, огра
ничивающие и объединяющие любую группу ячеек, можно считать твердыми границами ка
нала.
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В рассматриваемом простейшем случае длины волн 1Х и 12 совпадают с поперечными
размерами канала.

Из (10) и (5) проекции скорости

а из (6 )завихренность

uy = Ак2 sinкху cosкгг , 

uz = -А  кх cos кху sin k2z ,

Q = (kf +k2)y  ,
т.е. уравнение (8) удовлетворяется.

Хотя при построении модели вязкость не учитывалась, полученные течения имеет 
смысл рассмотреть и для случая вязкой жидкости.

Согласно принципу минимума диссипируемой энергии, сформулированному Гельмголь
цем, механическая энергия, диссипируемая при действительном стационарном движении 
вязкой несжимаемой жидкости в некотором объеме не больше, чем в аналогичном произволь
ном движении несжимаемой жидкости с тем же распределением скоростей на поверхности, 
ограничивающей этот объем [5].

В рассматриваемых плоских течениях диссипируемая мощность
\2 ✓  _  ч 2 . /  _  <5 \2

Nd =2ц у
&У

duz
дг

1+ -  
2

ди
ду

z_ + Л
дг ( П )

где ц — динамическая вязкость жидкости, Па-с.
Величины в уравнении (11), заключенные в квадратные скобки, связаны со скоростями 

угловых и линейных деформаций жидких частиц.
Скорость угловой деформации жидких частиц относительно оси х

А  1,2
-Л sin кху sin k2z.0* = -  

2

ди диу — -  + — — 
ду дг

К - к

Если fcj = к2, скорость угловой деформации 9Х = 0. Следовательно, рассматриваемое те
чение обладает уникальным свойством — касательные напряжения в каждой его точке рав
ны нулю.

Скорости линейных деформаций жидких частиц
ди
----- = Акхк2 cos кху cos k2z ,
ду

dz
-А  кхк2 cos кху cos k2z

будут достигать минимальных значений при наименьших значениях волновых чисел кх и к2.
Таким образом, в реальном потоке будут возникать вихри, имеющие ячейку квадратной 

формы максимально возможного размера, который “вписывается” в поперечное сечение ка
нала.

Из эксперимента известно очень похожее течение, которое формируется в прямоуголь
ном канале между вращающимися цилиндрами. Это вихри Тэйлора, и располагаются они в 
канале в один ряд [2].

Теперь, когда выяснен физический смысл волновых чисел кх и к2, можно ограничиться 
рассмотрением течений с минимальными скоростями линейных деформаций, у которых 
кх = к2 = ... = к. Кроме того, можно использовать безразмерные (относительные) переменные

V = -7 , У = ку , z = kz , U i= ^ - ,  Q = , 0Х =
А кА кг А к2 А

Случай 2.

у = sm(у Д- ) С ТП (у Л -1
I2 2 J

Ы 1 1

I2 2 J
sin у ( 1 2 )
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Вихревые ячейки имеют форму равносторонних треугольников (рис. 2). Сгруппировав их 
по шесть, можно получить структуры, напоминающие ячейки Бенара [6]. В этом случае

Q = 4vj7 ,

0Х = -  — [sin у cos(V3z) + sin 2у ] * 0,
2

т.е. касательные напряжения не равны нулю.

Рис. 2. Линии тока, описываемые уравнени- Рис. 3. Линии тока, описываемые уравнени
ем (12) при А\р = 0,2 ем (13) при Avp = 0,1

Случай 3.
2 + У Z — Уи/ = sin у sin г sin-----— sin------- . (13)

2 2
Рассчитанные линии тока для этого течения (рис. 3) хорошо согласуются с результатами 

эксперимента для трубы с квадратным поперечным сечением [2].
Выражение (13) целесообразно привести к удобному для дифференцирования виду

vj7 = -  [ cos(2y -  z) -  cos(2 у + z) + cos(2 z + y)~ cos(2 z -  у) ] .
8

Тогда из (5) проекции скорости

йу = - [  sin(2y -  z) + sin(2y + z) -  2sin(2z + у ) + 2sin(2z -  у)], 
у 8

йг = - [  2sin(2y -  z) -  2sin(2y + z) + sin(2z + у) + sin(2z -  у)].
8

После дифференцирования и упрощения
Q = 5vj;,

— 3 _  _ _ _  _ _
0Д. = — [cos(2y - z) -  cos(2y + z) - cos(2z + y) + cos(2z -  y)] * 0 ■

16
Случай 4. Течение в прямоугольном канале с отношением сторон, равным целому числу. 
Для этого случая можно предложить приближенную схему, представляющую собой ком

бинацию случаев 1 и 3 (рис. 4).
Из проведенного анализа следует, что соотношение сторон в канале должно оказывать 

существенное влияние на структуру потока, а значит и на гидравлическое сопротивление 
канала.
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Используемая схема, в частно
сти, позволяет описать периодиче
ские структуры в тонких каналах 
прямоугольного сечения, наблюдае
мые визуально [7].

Таким образом, модель вторич
ных течений, основанная на уравне
нии (8), позволяет получить линии 
тока, согласующиеся с известными 
экспериментальными данными, и 
может служить базой для дальней
ших исследований, в частности, для 
течений в круглых трубах и т.д.
Благодаря простоте, модель может 
использоваться в учебном процессе.
При численном моделировании те
чений вязкой жидкости такая мо
дель может использоваться в качестве начального приближения.

Сходство вихрей, возникающих во вторичных течениях, с электронами в потенциальной 
яме является косвенным обоснованием квантовой аналогии турбулентности.

Рис. 4. Приближенная схема вторичных течений в 
канале прямоугольного сечения
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И С С Л Е Д О В А Н И Е  П Р О Ц Е С С А  В О Д О О Б Р А З О В А Н И Я  

В Ы С О К И Х  Д О Ж Д Е В Ы Х  П А В О Д К О В

Б.В. Кгндюк. Дослщжсння процесу во- B.V. Kindyuk. Research of water-
доутворення високих дощових паводюв. formation process of high rain freshets. The
Розглянуто можливють застосування мак- possibility of applying A.V. Ogievskiy's mac- 
рогенетично! Teopil A.B. Опевського до про- rogenetic theory to the process of high rain 
цесу формування високих дощових паводшв freshet formation in the mountainous areas of 
у ripcbKnx районах Украшських Карпат. the Ukrainian Carpathians is considered.

Высокие дождевые паводки, проходящие на реках Украинских Карпат, наносят значи
тельный ущерб народному хозяйству региона.

Так, в июне 1980 г. интенсивные ливни обусловили катастрофические паводки, разру
шившие шоссейные дороги и мосты, затопившие целый ряд населенных пунктов. На отдель
ных участках рек Латорицы, Рики, Днестра, Стрыя, Быетрицы Солотвинской и Ломницы па-
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