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Анотація: Запропоновано математичну модель фронтального витіснення для багатокомпонентного ре-

ологічного процесу взаємофільтрації внутрішньо пластових рідин, що не змішуються (в тому числі і аномаль-

них), відмінною ознакою якого є застосування проміжного агенту – «поршня». В умовах реальної прикладної 

задачі дано якісний опис досліджуваного реологічного процесу, а математичну модель сформульовано у вигляді 

системи з варіаційними нерівностями, для якої розроблено схему простої обчислювальної реалізації. 
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Abstract. A mathematical model of frontal displacement for multicomponent rheological process usaboston inter-

nally reservoir fluids are not mixed (including abnormal), distinctive feature of which is the use of an intermediate 

agent, a “piston”. In terms of real applied problems given a qualitative description of the studied rheological process, 

and a mathematical model is formulated as a system with waracle irregularities for which the scheme simple computa-

tional implementation 
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ПРОЦЕССА «ПОРШНЕВОГО» ВЫТЕСНЕНИЯ И ЕЁ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 

Аннотация. Предложена математическая модель фронтального вытеснения для многокомпонентного 

реологического процесса взаимофильтрации внутри пластовых жидкостей (в том числе и аномальных), отли-

чительным признаком которого является применение промежуточного агента – «поршня». В условиях реаль-

ной прикладной задачи дано качественное описание исследуемого реологического процесса, а математическая 

модель сформулирована в виде системы с вариационными неравенствами, для которой разработана схема 

простой вычислительной реализации. 
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Вступ. Ряд технологічних процесів, зумовлених 
фільтраційним рухом у пористому середовищі, харак-
теризується явищем взаємофільтрації рідин, які не 
змішуються (або, як прийнято у спеціальної літерату-
рі [1 – 4] – реологічних процесів багатокомпонентних 
систем). Типовим прикладом такого технологічного 
процесу є водонапірний режим розробки виснажених 
нафтових родовищ [3 – 5]. При цьому через особливо-
сті структури «кістяку» пористого середовища або 
фізико-хімічних властивостей (наприклад, збільшення 
вмісту парафінів) нафта може виявляти властивості 
аномальної рідини, що знаходить відображення у 
наявності граничного градієнту тиску [3 – 4; 6 – 7], а 
також у нульових  швидкостях фільтрації при нену-
льовому пластовому тиску [3 – 4]. У зв’язку зі слаб-
кою здатністю «кістяка» пористого середовища змо-
чуватись водою найчастіше можна бачити незадові-
льний відмив нафти та, як наслідок, створення 
«застійних зон»  –  целіків  невідфільтрованої  нафти 

© Положаєнко С.А., Лисенко Н.О., 2015 

[3 – 4]. Нівелювати це явище можна за допомогою 
проміжного агенту, тобто рідини із хорошими власти-
востями змочування (наприклад, поверхнево-
активних речовин – ПАР), фільтрація яких відбува-
ється просторово між водою та нафтою. Ці речовини 
являють собою своєрідний «поршень», що витискає 
нафту та запобігає створенню невідфільтрованих 
целіків [8 – 13]. 

Мета роботи. Розробка класу математичних мо-
делей реологічних процесів для аномальних рідин на 
прикладі процесу витіснення у багатокомпонентній 
системі із проміжним агентом – «поршнем». 

Основна частина. По-перше, виконаємо якісний 
опис процесу фільтрації багатокомпонентних анома-
льних рідин при витісненні однієї рідини іншою, а 
потім розробимо математичну модель (ММ) даного 
процесу у вигляді варіаційної нерівності. 

1. Якісний опис процесу витіснення у багато-

компонентній системі із проміжним агентом – 

«поршнем». Умовою, яка визначає границю Γ  розпо-
ділу дифундуючих компонент у разі спільної фільтра-



Положаєнко С. А. Опубліковано в журналі   Електротехнічні та комп’ютерні системи   № 19 (95), 2015 291 – 295 

Моделювання динамічних систем 

292 

 

ції двох рідин, що не змішуються, в області Ω  може 
слугувати «стрибок» насиченості у функції Баклея-
Леверетта [3 – 5] 
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де ( )ztP ,  задає внутрішньо пластовий (усереднений) 

тиск для рідин, що фільтруються; ( )SP
c

 – капілярний 

тиск, зумовлений наявністю різних швидкостей фільт-

рації для рідин у багатокомпонентній системі; η  – нор-

маль до градієнту внутрішньо пластового тиску ( )ztP , . 

Нехай у момент часу 0=t  поверхня фронту ви-

тіснення є площина  

( ) ( ) 2,1;, 0 =Ξ= ittzF i
,                (4) 

де 
iz
 – відповідають координатам у незбуреній пло-

щині фронту витискання. 
Відомі [4] рівняння двофазної фільтрації з грани-

чним градієнтом G , які описують процес фільтрації 

при відхиленні від закону Дарсі [3 – 5] – у відповіднос-
ті до якого ненульовому градієнту пластового тиску 
відповідає ненульове значення швидкості фільтрації 

(тут і надалі індекс j  позначає номер фази, тобто одні-

єї з рідин, що фільтрується у двофазній системі) 
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а також рівняння безперервності (випадок двох рідин, 
які фільтруються) 
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де  jϖ  – для кожної з рідин швидкість фільтрації, що 

зумовлена дією внутрішньо пластового тиску ( )ztP ,  

(за законом Дарсі [3 – 5]); m  – пористість середови-

ща, у якому відбувається фільтрація. 
Рівняння виду (5) та (6) при припущенні малості 

відхилень лінеарізуються. Граничні умови (ГУ) на 
збудженій поверхні фронту витіснення (4), що відо-
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визначено на не збудженій поверхні фронту витіснен-

ня 0Ξ . Для плавності границі розподілу визначимо 

обмеженість збуджень на поверхні 0Ξ . Тоді для ви-

значення збуджень швидкостей, тиску та насиченості 
маємо наступні вирази (збудження відповідних зна-
чень позначені знаком тильда, а незбуджені значення 

позначені індексом 0 ) 
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з ГУ, які враховують збудження на поверхні фронту 

( ) 2,1;0 =Ξ= izF i
, 2,1=j  

( )
,0

,
~

>
∂

∂

η

i
ztP ( )

0

~

>
∂

∂

η

SP
c    (8)   ( )fjh

j
j

SSm
Q

−=
∂

∂
ϖ

η

~

.   (9) 

2. Формалізація задачі фронтального «порш-

невого» витіснення для багатокомпонентних су-

мішей у вигляді варіаційної нерівності. Сформуємо 
ММ процесу «поршневого» витіснення. Запишемо 

для плаского випадку ( 2=i ) рівняння динаміки виду 

(5) та (7) відповідно для компоненти, яка витискається 
(індекс 1 у змінних), та компоненти, яка витискає 
(індекс 2 у змінних), а також для проміжного агенту – 
«поршня» (індекс 3 у змінних) з урахуванням «стриб-
ка» насиченості у функції Баклея-Леверетта (опуска-
ючи для простоти запису параметри у функцій). Як і у 
випадку двокомпонентних сумішей, збуджуючими 
функціями будемо розглядати витрати (дебіти) у све-

рдловинах 
dj

Q  ( Dd ,1=  D  ― число свердловин). 
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Початкові та граничні умови будуть мати вигляд 
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Граничні умови (14) визначено тільки для грани-

ці 13Γ , яка цікава, а саме: «компонента, що витиска-

ється – проміжний агент», оскільки для неї прийнято 
умову стійкості фронтального витіснення (тобто, 
відсутність утворення «застійних зон»). При цьому 
просування «поршня» у вигляді проміжного агенту 
будемо фіксувати по «стрибку» насиченості S3(t,z) в 
функції Баклея-Леверетта. У виразах (10) – (14) h 

позначає потужність пласта [4 – 5], функція 1=dζ  
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тільки в точці, де розташовано відповідну свердлови-

ну (інакше 0=dζ ), а інші змінні, що входять у вирази 

(10) ― (14), описано вище. 
Перед подальшими розмірковуваннями заува-

жимо наступне. В фізичній системі: «рідина, яка ви-
тискається (нафта) – проміжний агент («поршень») – 
рідина, яка витискає (вода)», що описується системою 
(10) – (13), вода завжди є в’язкою рідиною (тобто 
ідеальною рідиною [3]), суть такою, що завжди під-
порядковується лінійному закону Дарсі, і тому рів-
няння динаміки виду (11) для рідини, яка витискає 
(води), за будь якої якісної фізичної картини процесу 
взаємофільтрації не змінюється. 

Іншими словами, для рідини, що витискає (води), 
не може бути застосовано закон фільтрації з гранич-
ним градієнтом (наприклад, виду (5)), а тому якісна 
картина процесу взаємофільтрації не змінює вигляд 
рівняння (11). 

На відміну від цього, рідина, яка витісняється 
(нафта) та проміжний агент («поршень») можуть, в 
процесі взаємофільтрації, виявляти властивості 
в’язко-пластичності, тобто підпорядковуватися зако-
ну фільтрації з граничним градієнтом (вираз (5)). Це 
проявляється у порушенні лінійного закону Дарсі, 
коли ненульовому градієнту пластового тиску 

( ) 0>jPgrad  відповідає нульову значення швидкості 

фільтрації 0=jϖ ; 2,1=j   (така «картина» фільтрації 

може зберігатися скільки завгодно довго, поки не 

буде виконано умову ( ) jj GPgrad > ; 2,1=j ). В’язко-

пластичність, в даному випадку, може спричиняти, 
наприклад, складний фракційний склад нафти або 
піно подібність структури проміжного агента. Саме 
в’язко-пластичність, у кінцевому підсумку, і визначає 
«аномальність» рідин, що фільтруються. 

Для нафти з низькою питомою вагою («легкої» 
нафти) та проміжного агента у вигляді колоїдних 
сумішей якісна «картина» процесу фільтрації може 
відповідати ідеальним рідинам [3], а ММ – відповіда-
ти системі (10) – (14). У подальшому, до випадку 
ідеальних рідин, звернемося при обговоренні обчис-
лювальної реалізації відповідних ММ. 

Як зазначалося, рідини, які фільтруються у бага-
токомпонентній системі, можуть проявляти аномаль-
ний характер. Адекватною формою урахування «ано-
мальності» рідин, які фільтруються (тобто відхилення 
процесу фільтрації від лінійного закону Дарсі), є фо-
рмалізація задачі у варіаційній формі [4; 10]. Тоді, для 
приведення задачі, що досліджується до варіаційної 
форми (у вигляді варіаційної нерівності) введемо до 

розгляду пробну функцію v , яка за фізичною приро-

дою аналогічна функціям насиченості ( ) ( )3,1, =lztSl , 

та визначену на множині K : { 0, ≥=∈∀ vvKKv  майже 

скрізь в }Ω . Скалярно помножимо (10) та (12) відпо-

відно на ( )1Sv −  та ( )3Sv − . Далі, застосовуючи до 

перетворених таким чином виразів (10), (12) функцію 
Гріна [4], отримаємо 
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Виконуючи у (15), (16) заміну змінної v  на ( )v−  

[4; 10] запишемо нову систему, беручи до уваги рів-
няння (11) для компоненти, яка витискає 
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Вирази (17) – (19) доповнюються початковими 
(13) та граничними (14) умовами. Таким чином, (17) – 
(19), (13), (14) являє собою ММ «поршневого» витіс-
нення для багатокомпонентної системи. 

На кожній з границь «компонента, що витиска-
ється – проміжний агент» 13Γ  та «проміжний агент ― 

компонента, що витискає» [8 – 9; 11 –13] Г32 мають 
виконуватися відповідно очевидні умови S1 = (1-S3) та 
S2 = (1-S3). Беручі до уваги дані співвідношення вира-
зи (17) – (19) зводяться до наступного виду 
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Математична модель виду (20) – (22), на відміну 
від ММ виду (17) – (19), для обчислювальної реалізації 
якої (тобто відшукання внутрішньо пластового тиску 

( )ztP ,  та функцій насиченості S1(t, z), 3,1=l ) необхідно 

спільно розв’язувати систему з двох нерівностей (17), 
(19) та рівняння (18), допускає незалежний розв’язок для 
кожної з границь Г13 або Г32 (тобто з системи (20), (21) 
або системи (21), (22)), оскільки модель виду (20) – (22) 
складено тільки відносно однієї функції насиченості 
S3(t, z). Остання обставина значно спрощує обчислюва-
льну реалізацію ММ виду (20) – (22). Крім того, чисель-
ні схеми розв’язання системи (17) – (19) зводяться [5; 14 
– 15] до складання блочних матриць коефіцієнтів, дис-
кретних шуканих функцій внутрішньо пластового тиску 
та насиченостей, а також збуджуючих впливів (дебітів 
свердловин), що потребує значних обчислювальних 
витрат. При чисельній реалізації системи (20), (21) або 
системи (21), (22) можна використати схему послідовно-
го розв’язання дискретної задачі [4 – 5] для дискретних 

шуканих функцій внутрішньо пластового тиску m

rn
P

,

 та 

насиченості m

rn

S
,

3
 ( tMm ∆= ; 1zNn ∆= ; 2zRr ∆= , де 

Δt, ΔZ1 та ΔZ2 – відповідно кроки за часовою та просто-
ровими координатами), що, за оцінками обчислюваль-
них експериментів [13], знижує запити на обчислюваль-
ні ресурси (запити пам’яті) до 30 %.  

Висновок. Запропоновано ММ задачі «поршне-
вого» витіснення при фільтраційному русі рідин, що 
не змішуються, для випадків як ідеальних рідин, так і 
аномальних рідин. Показано можливість спрощення 
обчислювальної реалізації початкової задачі шляхом 
зведення останньої до двох більш простих задач ― у 
вигляді систем з однієї варіаційної нерівності та одно-

го рівняння, які можна розв’язувати послідовно і не-
залежно однієї від іншої. 
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