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ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ РЕГРЕССИОННЫХ МОДЕЛЕЙ НА ОСНОВЕ 
СИНГУЛЯРНОГО РАЗЛОЖЕНИЯ МАТРИЦ 

Задача оценивания параметров безусловных линейных регрессионных моделей в условиях плохой обуслов-
ленности корреляционной матрицы и квазимультиколлинеарности не может быть достаточно точно решена 
при использовании классического метода наименьших квадратов (МНК). Разработан метод оценивания пара-
метров регрессионной модели на основе МНК и сингулярного разложения матриц эмпирических данных на слу-
чай квазимультиколлинеарности и плохой обусловленности корреляционной матрицы. 

Ключевые слова: выбросы в выборочных данных, регуляризация оценок параметров, ортогональные рег-
рессоры, смещенные оценки параметров, сингулярное разложение матриц, метод складного ножа и скользя-
щего исследования, неполный ранг матрицы 

G. N. Vostrov, PhD., 
А. Аtiе 

GRADING PARAMETERS OF A REGRESSION MODEL BASED ON SINGULAR VALUE 
DECOMPOSITION MATRICES 

The problem of estimating the parameters of unconditional linear regression models in conditions of poor condi-
tionality of the correlation matrix, quasimulticollinearity, cannot be precisely solved when using the classical least 
squares method (LSM). Developed a method for estimating the parameters of a regression model based on the LSM and 
the singular value decomposition of matrices of empirical data in case of quasimulticollinearity and poor conditionality 
of the correlation matrix. 
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ОЦІНЮВАННЯ ПАРАМЕТРІВ РЕГРЕСІЙНИХ МОДЕЛЕЙ НА ОСНОВІ 
СИНГУЛЯРНОГО РОЗКЛАДАННЯ МАТРИЦЬ 

Оцінювання параметрів безумовних лінійних регресійних моделей в умовах поганої обумовленості кореля-
ційної матриці і квазімультиколінеарності не може бути досить точно вирішена при використанні класично-
го методу найменших квадратів (МНК). Розроблено метод оцінювання параметрів регресійної моделі на осно-
ві МНК і сингулярного розкладання матриць емпіричних даних у разі квазімультиколінеарності і поганої обу-
мовленості кореляційної матриці. 

Ключові слова: викиди у вибіркових даних, регуляризація оцінок параметрів, ортогональні регресори, змі-
щені оцінки параметрів, сингулярне розкладання матриць, метод складного ножа і ковзного іспиту, неповний 
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Введение. Методы оценивания парамет-
ров в регрессионном анализе достаточно хо-
рошо развиты и исследованы для случая без-
условной регрессии при довольно жестких 
предположениях [1–5]. Однако в условиях 
мультиколлинеарности, плохой обусловлен-
ности матрицы выборочных данных, выбо-
рок небольшого объема, при наличии оши-
бок,  если есть выбросы в выборочных дан-
ных и в других случаях оценки параметров 
регрессионных моделей либо не может быть 
вычислена классическим методом решения 
нормальных уравнений, либо обладают не- 
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устойчивостью, а сами модели далеко не 
всегда допускают четкую содержательную 
интерпретацию [1–3]. Отсюда следует необ-
ходимость развития методов оценивания па-
раметров в регрессионном анализе, которые 
учитывают существенные отклонения от 
классических предпосылок, позволяющих 
регуляризовать оценку параметров. 

Методы классического регрессионного 
анализа и процедуры регуляризации оценок 
параметров, основанные на методах решения 
некорректных задач [3–6] фактически по 
умолчанию постулируют равноценность рег-
рессоров. Вопрос о значимости регрессоров 
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рассматривается преимущественно с точки 
зрения включения или не включения их в 
модель [1,2]. При этом рассматривается во-
прос управления вкладом отдельных регрес-
соров в обеспечение необходимых качеств 
регрессионной модели. Проблема управле-
ния вкладом отдельных наблюдений рас-
смотрена в работах [1, 7]. 

В случае ортогональных регрессоров 
оценка степени влияния и управления их 
вкладами в выходную переменную осущест-
вляется просто. В то же время в общем слу-
чае проблема управления влиянием регрес-
соров на выходную переменную практиче-
ски не разработана. 

В регрессионном анализе созданы под-
ходы к оцениванию параметров моделей, по-
зволяющие уменьшить среднеквадратичную 
ошибку их оценки, улучшить прогностиче-
ские возможности регрессионных моделей 
[3]. Некоторые из них основаны на исполь-
зовании смещенных оценок параметров [6,8], 
а другие – связаны с оцениванием парамет-
ров при дополнительных ограничениях, что, 
как правило,  приводит к отходу от традици-
онных критериев МНК. 

При преодолении проблем регрессион-
ного анализа эффективным оказывается 
путь, связанный с отказом от непосредствен-
ного обращения матрицы ХТ Х, где Х –  мат-
рица выборочных (эмпирических) данных 
регрессоров которое осуществляется на ос-
нове сингулярного разложения матрицы Х 
[9]. Применение сингулярного разложения 
не устраняет проблем, которые обычно воз-
никают при практическом применении рег-
рессионных моделей. Как правило, они свя-
заны с ее содержательной интерпретируемо-
стью, проверкой ее прогностической точно-
сти. 

Для решения этих задач наиболее упот-
ребительными являются соответственно ме-
тоды «складного ножа» и «скользящего исс-
ледования» [2]. 

В работе продолжен подход к оценива-
нию коэффициентов регрессии, позволяю-
щий решить отмеченные проблемы регрес-
сионного анализа. При этом ряд предложен-
ных в литературе методов [2, 6] являются 
частными случаями развиваемого подхода, 
который не зависит от неизвестных парамет-

ров, что выгодно отличает его от регрессии 
[3]. Упрощается организация «скользящего 
экзамена», что позволяет использовать его 
для поиска выбросов, сравнивать устойчи-
вость оценок коэффициентов регрессии. 
Предложенный подход может быть исполь-
зован в сочетании с методом бутстрепа [5], а 
также с методами взвешивания наблюдений, 
тем самым он достаточно просто преобразу-
ется в форму, сохраняющую достоинства ро-
бастного оценивания. В работе приведены 
результаты имитационного эксперимента, 
которые являются статистическим обоснова-
нием предложенного подхода. 

Регрессионное оценивание и сингу-
лярное разложение. В линейных безуслов-
ных регрессионных моделях оценка вектора 
методом наименьших квадратов имеет вид  

( ) 1ˆ T Tb X X X
-

= U,   (1) 
где Х – матрица значений входных парамет-
ров (регрессора) размерности m´n, Y – век-
тор значений выходной переменной размер-
ности m. 

Известно, что всякая действительная 
матрица Х представима в виде CSX L= , при 
этом выполняются условия 

,  ,  ;T T TS S I C C I CC I= = = L – диагональная 
матрица, диагональные элементы которой 
принято называть сингулярными числами 
матрицы Х. Оценка вектора может быть 
представлена в виде 

1ˆ .T Ta C S y-= L   (2) 
Оценка является несмещённой (хотя при 

конечной точности вычислений может воз-
никнуть смещение, причем для выражения 
(2) оно существенно меньше). Ковариацион-
ная матрица оценки согласно (2) имеет вид 

2 2ˆcov( ) ,Ta C C-= Ls   (3) 
в то время как согласно выражению (1) 

2 1ˆcov( ) ( ) ,Ta X X -=s   (4) 
где 2s  – дисперсия случайной величины ε. 

Суммарная дисперсия оценки â  в соот-
ветствии с (2) определяется выражением 

2ˆcov( ) ,i
i

tr a -= ås l   (5) 

из которого, следует, что при наличии малых 
il , ее величина значительно возрастет. 

Оценка Ŷ  вектора y 
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ˆ ˆ TY xa SS y= = ,   (6) 
вытекающая из сингулярного разложения, не 
зависит от наличия малых сингулярных зна-
чений il , в то время как в схеме вычислений 
(1) оценка Ŷ  определяется выражением 

1ˆ ( ) ,T TY x x x x y-=   (7) 
из которого следует, что она весьма чувстви-
тельна к величине il , что и является основ-
ной причиной неустойчивости оценки Ŷ  при 
классическом подходе. 

Рассмотрим влияние ошибки измерения 
y на оценку вектора параметров a. Если век-
тор Y измеряется с ошибкой v, т.e. Ŷ y v= + , 
то оценка â   вектора определяется равенст-
вами 

1 1

1

ˆˆ ( ) ( )
.

T T T T

T

a x x x Y a x x x v
a C S v

- -

-

= = + =

= + L

%

%
   (8) 

Норма 2

2
ˆa a-%  отклонения a%  от â  опре-

деляется соотношением 
2 2
2

2 2 2 2 2

ˆ

cos ( ) ,

T T T

j j j j
j j

a a v S S v

q l

-

- -

- = L =

= =å å
%

l a l        
(9) 

где å=
i

iijj vSq , 2

2
vl = , αj– угол между v   и 

j-м столбцом матрицы. Наличие малых зна-
чений λj делает оценку ã очень чувствитель-
ной к выбросам в направлении векторов, оп-
ределяемых столбцами S, соответствующих 
малым значениям λj. 

В тех случаях, когда матрица Х имеет 
неполный ранг или с точностью до вычисли-
тельной погрешности близка к матрице не-
полного ранга, тогда некоторые λj равны ну-
лю или отличны от нуля на величину δ, 
имеющую порядок ошибки округления. Хотя 
оценка (2) в этом случае не существует (если 
какое либо λj = 0) или определяется игрой 
ошибок округления), однако может быть по-
строена оценка ˆ T Ta C S y+

+ = L ,  

ïî

ï
í
ì

³

<
=

-
+

mjj

mj
j если

если

dll

dl
l

,

,0
1 , 

где δm – критический уровень, близкий по 
порядку величин к погрешности вычисления. 

В практических случаях все λj ≠ 0, но 
при этом некоторые из них могут быть столь 

малы, что это приводит к чрезмерному воз-
растанию дисперсий ошибок. Поэтому этот 
подход можно распространить на случай 
«умеренно» малых λj. 

Взвешенные оценки параметров ли-
нейной регрессии. Качество регрессионной 
модели зависит не только от совершенства 
математического аппарата оценивания ее па-
раметров, но и от возможностей управления 
процессом построения модели. Это связано с 
тем, что не все строки матрицы Х имеют 
одинаковую ценность с точки зрения пред-
ставительности выборки и информационной 
надежности. Поэтому были предприняты 
попытки разработки процедур взвешивания 
выборочных вектор-строк матрицы Х (взве-
шивание по столбцам), представляющих ре-
зультаты отдельных испытаний. Доказано, 
что процедуры взвешивания строк матрицы 
в ряде случаев позволяют улучшить некото-
рые характеристики регрессионных моделей 
[6]. Тем не менее, далеко не всегда совре-
менные методы построения регрессионных 
моделей позволяют получить линейную мо-
дель, которая, с одной стороны, обладала бы 
«хорошими» статистическими свойствами, а 
с другой – допускала четкую содержатель-
ную интерпретацию. 

Одна из причин трудностей регрессион-
ного анализа связана с тем,  что с точки зре-
ния математического аппарата оценивания 
параметров моделей все выходные перемен-
ные (регрессоры) равноценны. Рассмотрим 
один подход к управлению степенью вклада 
регрессоров в дисперсию с помощью проце-
дуры взвешивания при оценке параметров 
модели. Будем предполагать, что рассматри-
вается классическая модель регрессивного 
анализа. Введем диагональную матрицу по-
рядка n×n в выражение для оценки â, ис-
пользуя выражение 

1ˆ .T T
wa C W S Y-= L         (10) 

Элементы W выберем таким образом, 
чтобы при этом улучшались статистические 
свойства оценки â. На данном этапе рас-
смотрим выбор W так, чтобы уменьшилось 
влияние мультиколлинеарности, минимизи-
ровалась среднеквадратическая ошибка 
оценки â и улучшились показатели устойчи-
вости оценок. Очевидно, что если W = I, то â 
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совпадают с оценками МНК, а если поло-
жить: 

ïî

ï
í
ì

³

¹<
=

mj

mj
ij если

jiилиесли
w

dl

dl

,1
,0

, (11) 

то получим усеченную оценку â+, введенную 
в предыдущем разделе как средство борьбы с 
мультиколлинеарностью. 

Если варьировать значения матрицы W, 
оценки â становятся n-параметрическими. 
Рассмотрим некоторые простейшие свойства 
взвешенных оценок âw. Даже при условии 
абсолютной точности вычисления âw соглас-
но (1)  будут смещенными,  так как 

ˆ( ) T
wE a C WCa= , что в общем случае не рав-

но a. Ковариационная матрица вектора âw 
определяется выражением: 

2 2 2ˆcov( ) T
wa C W Cs -= L ,         (12) 

где σ2 – дисперсия ξ в уравнении регрессии 
Y=Xa+ξ. Выражения для среднеквадратиче-
ской ошибки оценок ân и â имеют соответст-
вующий вид: 
E((âw - a)T(âw - a))= 

= aTCT(I - W)2Ca + σ2tr(Λ-2W2), (13) 
E((â - a)T(â - a))= σ2tr(Λ-2) ,  (14) 
представим выражение (13) в форме: 

E((âw - a)T(âw - a))=ρTΛT(I - W)2Λ-1ρ+ 
+ σ2tr(Λ-2W2),  (15) 

где ρ=ΛCa – взвешенный вектор; 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
= åå i

j
nji

j
ij aCaCCa ,...

. 
Компоненты вектора Ca являются про-

екциями вектора, а на собственные векторы 
матрицы XTX. 

Введение взвешенной оценки парамет-
ров âw оправдано, если существует такая 
матрица W, для которой средний квадрат 
ошибки взвешенных оценок âw меньше не 
взвешенной оценки а, получаемой из выра-
жения (1). 

Теорема 1. Средний квадрат ошибки âw 
достигает минимума, если диагональная 
матрица W определяется соотношением 

2

2 2 , 1, .i
ij

i

w i nr
= =
r +s

 

Рассмотрим функционал 
E((âw-a)T(âw-a)), который после преобразо-
ваний приводится к виду 

( )

( ) ( )( )
( )
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( )

2

1 1
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Последнее слагаемое получаем из того, 
что tr (AB) = tr (BA) и E (ξTξ) = σ2. 

Дифференцируя функционал по wi, по-
лучим: 

2

2
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2

222222
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. 
Приравняв производную нулю и решив 

уравнение, находим 

22

2

sr
r
+

=
i
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. 
При этом 
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Отметим, что выигрыш в точности оце-
нивания a не связан с потерей точности оце-
нивания Y. Как правило, интерес представля-
ет оценка не Y = Xa+ξ, а E(Y) = Xa = Y~ . При 
этом справедлива теорема 2. 

Теорема 2. Средний квадрат ошибки ŶW 
относительно Y~ достигает минимума, если 
матрица W определяется соотношением 

niw
i

i
ij ,1,22

2

=
+

=
sr

r . 

Рассмотрим функционал 
E((ŶW  - Y)T(ŶW  - Y), 

где Y = E(Y) = Xa, который приводится к ви-
ду: 
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Из теоремы 2 следует, что математическое 
ожидание квадрата отклонения значений ŶW от 
Y~  =E(Y)=Xa  всегда меньше математического 
ожидания квадрата разности Ŷ - Y~ . Этот факт 
свидетельствует о большей точности взвешен-
ных оценок регрессионных моделей по срав-
нению с классическими. Рассмотрим причины, 
которые обусловливают улучшение характе-
ристики свойств как обычных, так и взвешен-
ных регрессионных моделей, которые строятся 
на основе сингулярного разложения матрицы 
Х. Ограничимся случаем безусловной регрес-
сии. 

Теорема 3. Вектор Ŷ = Xa является проек-
цией вектора Y на подпространство, базис ко-
торого образует столбы матрицы S. 

Доказательство теоремы 3. 
Из X=SΛC и â=CTΛ-1STY следует, что Ŷ = 

SSTY. Матрица SST=(SST)(SST), следовательно, 
представляет собой проектор в подпростран-
стве ES, и коэффициентами разложения Y по 
этому базису являются r=STY. 

Из равенства Y=Xa следует, что â – векто-
ром коэффициентов разложения Y по вектор-
столбцам матрицы Х, которые в общем случае 
не являются ортогональными. При переходе от 
подпространства EX к подпространству ES, по-

рожденного соответственно с помощью опера-
тора ΛC, очевидны равенства 

β=ΛCâ, x=SΛC
 . (16) 

Таким образом, содержательный смысл 
сингулярного разложения применительно к 
регрессионному анализу состоит  в том, что 
матрица S определяет базис пространства ES, 
ортогональная проекция на которое вектора Y 
дает его линейную оценку Ŷ, а оператор ΛC оп-
ределяется преобразованием от перехода от 
подпространства EX с неортогональным бази-
сом к подпространству ES с ортогональным 
базисом. Это свойство сингулярного разложе-
ния позволяет обосновать и развить ряд из-
вестных процедур регрессионного анализа. 
Рассмотрим процедуру взвешивания регрессо-
ров. Из теоремы 1 следует, что построение 
взвешенных оценок âw, согласно (10) умень-
шает дисперсию коэффициентов линейной 
регрессии, и из теоремы 2 следует, что средне-
квадратичное отклонение ŶW от Y~  значитель-
но меньше, чем Y. 

Таким образом, разработан новый метод 
построения регрессионных моделей, ориенти-
рованный на случаи квазимультиколлинеарно-
сти выборочных данных, а также плохой обу-
словленности корреляционной матрицы [6-10]. 
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