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Загальні положення
Дисципліна «Теорія управління» є однією з завершальних у системі математичної підготовки. Вона узагальнює набуті студентами знання щодо методів оптимізації. Отримані щодо даної дисципліни теоретичні знання і практичні навички є необхідними при використанні методів математичного моделювання для розв’язання теоретичних і прикладних задач управління різної природи.
Для успішного і більш глибокого засвоєння навчального матеріалу здобувач повинен у вільний від обов’язкових занять час виконувати самостійну роботу по вивченню теоретичних положень дисципліни «Теорія управління»  та набуттю навичок з розв’язання відповідних практичних завдань.
Самостійна робота здобувача при вивченні дисципліни передбачає:

- самостійну підготовку до лекційних занять;

- самостійну підготовку до практичних занять;

Дані методичні вказівки містять перелік теоретичних питань, на які студент має дати відповідь при самостійній роботі з матеріалами з дисципліни (конспект лекцій, фахова література), та приклади розв’язання типових практичних задач. Перелік питань для самодіагностики знань студентом згруповано за відповідними темами і є орієнтиром при проведенні контрольних опитувань під час практичних  занять та модульних контрольних.
За всіма питаннями, які виникають у студента під час вивчення дисципліни, в тому числі при самостійній роботі та підготовки до аудиторних занять, він може звернутися до викладача відповідно до графіку його консультацій щотижня, а також безпосередньо на практичних заняттях. 

Питання для самостійної підготовки до практичного заняття 1. Найпростіша (основна) задача варіаційного числення

1. Сформулювати задачу про брахістохрону.

2. Записати математичну постановка основної задачі варіаційного числення.
3. Дати визначення сильної та слабкої мінімалі.

4. Дати визначення варіації допустимих кривих.
5. Сформулювати основні властивості варіації допустимих кривих.

6. Дати визначення варіації функціоналу основної задачі варіаційного числення.
7. Сформулювати основну лему варіаційного числення.
8. Записати рівняння Ейлера.
9. Привести окремі випадки диференційного рівняння Ейлера.

10. Записати інтегральне  рівняння Ейлера та пояснити його зв'язок з диференційним рівнянням.

11. Сформулювати необхідні умови розв’язання  найпростішої задачі варіаційного числення.

12. Сформулювати математичну постановку завдання варіаційного числення на екстремум функціонала, що залежить від похідних вищих порядків функції 
[image: image1.wmf])
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13. Записати рівняння Ейлер-Пуассон.

14. Сформулювати необхідні умови розв’язання задачі варіаційного числення на екстремум функціонала, що залежить від похідних вищих порядків функції 
[image: image2.wmf])

(

x

y

.

Питання для самостійної підготовки до практичного заняття 2. Задача Лагранжа варіаційного числення
1. Сформулювати загальну постановку задачі Лагранжа.
2. У чому полягає відмінність задачі Лагранжа від постановки основної задачі варіаційного числення?
3. Записати додаткові обмеження задачі Лагранжа.
4. Як вводяться та визначаються множники Лагранжа для розв'язання цієї задачі.
5. Визначити функцію Лагранжа задачі, що розглядається.
6. Як використовується рівняння Ейлера при розв’язанні задачі Лагранжа?
7. Сформулювати необхідні умови екстремуму функціоналу задачі Лагранжа.

8. Викласти схему розв'язання задачі даного типу.

Питання для самостійної підготовки до практичного заняття 3. Ізопериметрична задача варіаційного числення

1. Сформулювати загальну постановку ізопериметричної задачі варіаційного числення.
2. Принцип взаємності для ізопериметричної задачі та його геометрична інтерпретація

3. У чому полягає відмінність ізопериметричної задачі від постановки основної задачі варіаційного числення?
4. Записати додаткові обмеження ізопериметричної задачі.
5. Як вводяться та визначаються множники Лагранжа для розв'язання цієї задачі.
6. Визначити функцію Лагранжа задачі, що розглядається.
7. Як використовується рівняння Ейлера при розв’язанні ізопериметричної задачі?
8. Сформулювати необхідні умови екстремуму функціоналу ізопериметричної задачі.

9. Викласти етапи розв'язання задачі даного типу.

Питання для самостійної підготовки до практичного заняття 4. Задача оптимального управління. Вихідні положення

1. Сформулювати задачу оптимального управління найпростішим механічним рухом.

2. Сформулювати загальну постановку задачі максимальної швидкодії.
3. Викласти змістовну постановку задачі оптимального управління.
4. Записати загальну математичну постановку задачі оптимального управління.
5. Дати опис основним елементам математичної постановки задачі оптимального управління.
6. Дати визначення сполученим змінним і функції Лагранжа для задачі оптимального управління.

7. Дати визначення поняттю сідлова точка для задачі оптимального управління.
8. Сформулювати властивості сідлової точки.
9. Як співвідносяться оптимальне значення функціоналу задачі оптимального управління та значення функції Лагранжа в сідловій точці?
10. Дати визначення функції Гамільтона.
11. Дати змістовну інтерпретацію сполученим змінним.
12. Навести найпростіші прикладні задачі оптимального управління.
Питання для самостійної підготовки до практичного заняття 5. Задачі оптимального управління з фіксованим часом управління

1. Сформулювати задачу оптимального управління з фіксованим часом управління.
2. Записати математичну постановку задачі оптимального управління з фіксованим часом управління.
3. Записати у загальному вигляді систему диференціальних рівнянь, що описує поведінку об'єкта управління.
4. Записати сполучену систему рівнянь принципу максимуму.

5. Сформулювати принцип максимуму теорії оптимального управління для задачі з фіксованим часом управління.
6. Записати функцію Гамільтона для задачі оптимального управління.

7. Записати рівняння руху за допомогою функції Гамільтона.
8. Записати канонічну систему рівнянь задачі оптимального управління.
9. Яку властивість має оптимальне управління в контексті принципу максимуму?

10. Викласти схему застосування принципу максимуму для розв’язання задач оптимального управління з фіксованим часом управління.

Питання для самостійної підготовки до практичного заняття 6.  Задачі оптимального управління з нефіксованим часом управління

1. Сформулювати задачу оптимального управління з нефіксованим часом управління.

2. Записати математичну постановку задачі оптимального управління з нефіксованим часом управління.

3. Сформулювати принцип максимуму теорії для задачі оптимального управління з нефіксованим часом управління.
4. Записати співвідношення для визначення оптимального значення кінцевого моменту часу задачі з нефіксованим часом управління.
5. Вказати особливості принципу максимуму задачі оптимального управління з нефіксованим часом управління.
6. Записати додаткову умову принципу максимуму задачі оптимального управління з нефіксованим часом управління
7. Викласти схему застосування принципу максимуму для розв’язання задач оптимального управління з нефіксованим часом управління.
Питання для самостійної підготовки до практичного заняття 7. Задачі оптимального управління з рухливими кінцями

1. Сформулювати задачу оптимального управління з  рухливими кінцями. 

2. Записати математичну постановку задачі оптимального управління з рухливими кінцями.

3. Сформулювати принцип максимуму для задачі оптимального управління з рухливими кінцями.

4. Вказати особливості принципу максимуму задачі оптимального управління з рухливими кінцями.

5. Записати математичні співвідношення, які визначають обмеження на можливі зміни початкового та кінцевого станів об'єкта управління.
6.  Сформулювати умови трансверсальності задачі оптимального управління з рухливими кінцями.

7. Сформулювати умови доповнюючої нежорсткості задачі оптимального управління з рухливими кінцями.
8. Викласти схему застосування принципу максимуму для розв’язання задач оптимального управління з рухливими кінцями.

Питання для самостійної підготовки до практичного заняття 8. Моделі оптимального управління в прикладних задачах

1. У чому полягає змістовна постановка задачі оптимального формування накопичувальних фондів?

2. Сформулювати критерій оптимальності задачі формування накопичувальних фондів.

3. Який вид мають рівняння руху, що описують динаміку величини накопичувальних фондів?

4. Записати математичну постановку оптимізаційній задачі формування накопичувальних фондів.

5. Сформулювати змістовну постановку задачі визначення оптимального управління динамікою національного прибутку.

6. Записати диференціальне рівняння моделі економічного зростання Харрода-Домара.

7. Як враховується НТП у рівнянні динаміки національного прибутку?

8. Записати математичну постановку задачі визначення оптимального управління динамікою національного прибутку.

9. Як записується функція Гамільтона для моделі оптимальної динаміки національного доходу?

10. Який вид має перемикальна функція для задачі оптимального управління динамікою національного доходу?
Приклади розв’язання задач
Задача 1.

Знайти екстремалі функціоналу
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Розв’язування.

Для розв'язання використовується рівняння Ейлера (6). Запишемо це рівняння.
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Для розв'язання даного диференціального рівняння позначимо
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З граничних умов
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Шукана екстремаль має вигляд
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Задача 2.

Знайти функції, на яких може досягатися екстремум функціоналу у наступній задачі Лагранжа
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Розв’язування.

Для розв’язання цієї задачі, скориставшись положеннями теореми 6, запишемо спочатку функцію Лагранжа, а потім систему рівнянь (12) (14).

[image: image19.wmf])

3

2

(

'

'

2

1

3

2

2

2

1

x

y

y

x

y

y

L

+

-

+

+

+

=

l

,


[image: image20.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

-

=

+

=

-

,

0

3

2

,

0

'

'

,

0

'

'

2

2

1

2

1

x

y

y

y

y

l

l



[image: image21.wmf],

'

'

2

y

=

-

l



[image: image22.wmf]î

í

ì

=

+

-

=

+

,

0

3

2

,

0

'

'

'

'

2

2

1

2

1

x

y

y

y

y



[image: image23.wmf],

'

'

2

'

'

,

3

'

2

'

,

3

2

2

1

2

1

2

1

y

y

y

y

x

y

y

=

-

=

-

=



[image: image24.wmf],

0

'

'

5

,

0

'

'

'

'

4

2

2

2

=

=

+

y

y

y



[image: image25.wmf],

3

2

2

,

2

1

1

2

1

2

x

C

x

C

y

C

x

C

y

-

+

=

+

=



[image: image26.wmf],

1

2

1

)

1

(

,

1

2

2

)

0

(

1

1

2

2

2

1

=

Þ

=

+

=

=

Þ

=

=

C

C

y

C

C

y



[image: image27.wmf],

1

)

0

(

,

1

1

3

2

2

)

1

(

2

2

1

1

1

=

=

=

Þ

=

-

+

=

C

y

C

C

y


Тоді шукані функції мають вигляд
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Задача 3.

Знайти функцію 
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Функція Лагранжа для даної задачі та відповідне рівняння Ейлера
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Запишемо систему рівнянь
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З першого рівняння системи отримуємо
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Підставляємо знайдену функцію 
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Тоді шукана функція має вигляд
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Задача 4.

Дано модель об'єкта управління
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з крайовими умовами 
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Потрібно знайти оптимальне управління 
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1. Складемо гамільтоніан  
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2. Знаходимо максимум гамільтоніана з управління:
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Звідси 
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3. Виписуємо систему рівнянь  принципу максимуму з урахуванням результату п. 2:
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4. Перевіряємо умови трансверсальності. Оскільки  
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Оскільки 
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 Тому умови трансверсальності виконуються.

5. Розв’язуємо записану в п. 3 двоточкову крайову задачу. З двох останніх рівнянь отримуємо
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Загальне рішення цього рівняння має вигляд
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Тоді із третього рівняння системи 
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Використовуючи отримані результати, запишемо перші два рівняння системи


[image: image79.wmf]),

(

)

(

2

1

t

x

t

x

=

&

  


[image: image80.wmf]).

(

2

2

)

(

1

2

1

2

t

x

e

C

e

C

t

x

t

t

+

+

-

=

-

&

  

Звідси 
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Знайдемо загальне рішення одержаного неоднорідного рівняння:

а) загальне рішення однорідного рівняння 
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б) часткове рішення неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді:
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Підставляючи у неоднорідне рівняння отримуємо
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Прирівнюючи коефіцієнти при однакових функціях t маємо 
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В результаті отримуємо 
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в) загальне рішення неоднорідного рівняння
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З першого рівняння системи маємо


[image: image93.wmf].

4

4

4

4

)

(

)

(

2

2

1

1

4

3

1

2

t

t

t

t

t

t

te

C

e

C

te

C

e

C

e

C

e

C

t

x

t

x

-

-

-

+

-

-

-

-

=

=

&


Для знаходження коефіцієнтів 
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Отримуємо 
[image: image99.wmf].

1

,

4

,

2

4

3

2

1

=

=

=

=

C

C

C

C

 У результаті знайдено шукану пару: оптимальна траєкторія 
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та оптимальне управління 
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Задача 5.

Дана модель об’єкту управління
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з початковими умовами 
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Потрібно знайти оптимальне управління 
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1. Складемо функцію Гамільтона 
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2. Знаходимо максимум гамільтоніана з управління. Оскільки є обмеження на управління, потрібно знайти умовний максимум гамільтоніана з управління. У даному випадку гамільтоніан лінійний по 
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4. Перевіряємо умови трансверсальності:

[image: image129.wmf],

0

]

)

(

)

(

)

(

[

2

2

1

2

1

1

1

1

1

1

=

×

Y

+

×

Y

+

×

-

=

p

d

d

d

d

t

x

t

x

t

t

t

H

F


де 
[image: image130.wmf].

)

,

(

)

,

(

2

2

1

1

1

1

1

x

x

x

x

t

F

t

t

x

t

F

F

j

j

j

d

d

d

d

=

¶

¶

+

¶

¶

=

å

=

 Групуючи члени отримуємо

[image: image131.wmf].

0

)]

2

(

1

[

)

2

(

)

2

(

2

2

1

1

1

=

Y

+

+

Y

+

-

x

x

t

H

d

p

d

p

d

p


Момент закінчення 
[image: image132.wmf]1

t

 заданий, тому 
[image: image133.wmf].

0

1

=

t

d

 Оскільки правий кінець вільний, то варіації 
[image: image134.wmf]2

1

,

x

x

d

d

 вважаються довільними. Щоб рівність виконувалася для будь-яких варіацій, необхідно, щоб 
[image: image135.wmf].

1

)

2

(

,

0

)

2

(

2

1

-

=

Y

=

Y

p

p


5. Розв’язуємо двоточкову крайову задачу з урахуванням пп. 2 и 4: 
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Маємо 
[image: image142.wmf]).

(cos

).

cos

(

)

(

,

cos

)

(

,

sin

)

(

*

2

1

t

sign

t

sign

t

u

t

t

t

t

-

=

-

=

-

=

Y

-

=

Y

 Знайдене оптимальне управління 
[image: image143.wmf])

(

*

t

u

 на відрізку 
[image: image144.wmf]]

2

,

0

[

p

 має дві точки перемикання і, отже, три проміжки знакопостійності

1) при 
[image: image145.wmf];

sin

)

(

,

1

cos

)

(

,

1

,

2

0

*

2

*

1

*

t

t

x

t

t

x

u

t

-

=

-

=

-

=

<

£

p


2) при  
[image: image146.wmf];

cos

2

sin

)

(

,

1

sin

2

cos

)

(

,

1

,

2

3

2

*

2

*

1

*

t

t

t

x

t

t

t

x

u

t

-

-

=

+

-

=

=

<

£

p

p


3) при 
[image: image147.wmf];

cos

4

sin

)

(

,

1

sin

4

cos

)

(

,

1

,

2

2

3

*

2

*

1

*

t

t

t

x

t

t

t

x

u

t

-

-

=

-

-

=

-

=

£

£

p

p


Мінімальне значення функціоналу 
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Задача 6.

Дана модель об’єкту управління
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Задано кінцеву умову 
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Потрібно знайти оптимальну трійку 
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Порівнюючи із загальною постановкою задачі, маємо: 
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1. Складемо функцію Гамільтона 
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2. Знаходимо максимум гамільтоніана з управління:
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Звідси 
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3. Виписуємо систему рівнянь принципу максимуму з урахуванням п.2:
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4. Перевіряємо умови трансверсальності з урахуванням умови   
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5. Розв'язуємо крайову задачу
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З другого диференціального рівняння 
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Звідси 
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Задача 7.
На основі моделі макроекономічної динаміки Харрода – Домара сформулювати задачу оптимального управління розподілом національного прибутку.

Розв’язування.

Модель Харрода – Домара має вигляд
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Розглянемо задачу оптимального управління динамікою національного прибутку. У цій задачі природно використовувати як критерій оптимальності максимальне сумарне невиробниче споживання за весь аналізований період часу 
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Тоді вказаний критерій оптимальності матиме вигляд

	
[image: image198.wmf]max

))

(

)

(

(

0

®

-

ò

T

dt

t

u

t

y

.  
	(3)


Співвідношення 
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Крім того, виробниче накопичення не може перевершувати величини національного прибутку, тобто для управління 
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Отримана оптимізаційна модель (3) - (5) являє собою постановку задачі оптимального управління, в якій параметром управління є величина виробничого накопичення 
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