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Вступ

Дисципліна «Теорія управління» є однією з завершальних у системі математичної підготовки. Вона узагальнює набуті студентами знання щодо методів оптимізації. Отримані щодо даної дисципліни теоретичні знання і практичні навички є необхідні при використанні методів математичного моделювання для розв’язання теоретичних і прикладних задач управління різної природи.

У цих методичних вказівках коротко викладаються методи розв'язання основних видів задач варіаційного числення і теорії оптимального управління. Цей матеріал супроводжується відповідними прикладами, на яких досить докладно розглядається стандартна схема їх розв'язання. Для кожного типу задач наводяться контрольні питання для перевірки знання необхідних теоретичних питань і задачі для самостійного розв'язання.

1. Найпростіша  ЗАДАча ВАРІАЦІЙНОГО чисЛІЧЕННЯ
Мета занять: формування вміння та навичок розв’язання основної задачі варіаційного числення.
Основні теоретичні положення.

Скалярні функції 
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, визначені та безперервні на відрізку [a, b] разом з першими похідними 
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 та приймаючі на кінцях відрізка задані значення
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називають допустимими кривими.

Нехай 
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 - за сукупністю своїх аргументів належить класу 
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Задача мінімізації функціоналу
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на множині допустимих кривих 
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 називають основною  задачею  варіаційного числення.

Допустиму криву 
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 називають сильною мінімаллю функціоналу (2) якщо при деякому 
[image: image12.wmf]0

>

e

 для всіх допустимих кривих 
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виконується нерівність
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Якщо нерівність (4) виконується тільки для допустимих кривих 
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, які, крім (3), задовольняють ще умові
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то кажуть, що 
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 слабка мінімальність функціоналу (2).

Таким чином сильна мінімаль краща за всіх допустимих кривих, близьких до неї за своїми значеннями, слабка мінімаль краща за ті допустимі криві, які близькі до неї як за своїми значеннями, так і за значеннями своїх похідних.

Зрозуміло, що сильна мінімаль є слабкою, тому всі необхідні умови слабкого мінімуму будуть необхідними умовами сильного мінімуму.

При розв’язанні найпростішої задачі варіаційного числення використовується така теорема

Теорема. Щоб функціонал (2) досягав на функції 
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 слабкого екстремуму, необхідно, щоб ця функція задовольняла рівняння Ейлера
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Рішення рівняння Ейлер називають екстремалями функціоналу (2).

Приклад розв’язання  основної задачі варіаційного числення

Знайти екстремалі функціоналу
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Для розв'язання використовується рівняння Ейлера (6). Запишемо це рівняння.
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Для розв'язання даного диференціального рівняння позначимо
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З граничних умов
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Шукана екстремаль має вигляд
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Контрольні питання.

Дати визначення допустимих кривих.

Сформулювати математичну постановку основної задачі варіаційного числення.

Визначити поняття сильної та слабкої мінімали.

Записати рівняння Ейлер.

Сформулювати необхідні умови розв’язання  найпростішої задачі варіаційного числення.

Завдання для самостійного розв’язання.

У наступних прикладах знайти екстремалі.
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2. УЗАГАЛЬНЕННЯ НАЙпростішої ЗАдачі ВАРІАЦІЙНОГО числення

2.1. Задачі на екстремум функціоналу 
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, що залежить від похідних вищих порядків функції 
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Метою занять є формування вміння та вироблення навичок розв’язання задач варіаційного числення на екстремум функціоналу, що залежить від похідних вищих порядків функції 
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Основні теоретичні положення.

Визначити функцію 
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де функція 
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Граничні умови при цьому мають вигляд
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Для розв’язання задачі (7) (8) використовується наступне узагальнення теореми Ейлера.

Теорема. Для того щоб функціонал (7) досягав на функції 
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 слабкого екстремуму, необхідно, щоб ця функція задовольняла рівняння Ейлера-Пуассона
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Приклад розв’язання задачі варіаційного числення на екстремум функціоналу, що залежить від похідних вищих порядків функції 
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Знайти екстремалі функціоналу
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при граничних умовах  
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При розв’язанні слід використовувати рівняння Ейлер-Пуассон (9).
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Тоді рішення має вигляд
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Контрольні питання.

Сформулювати математичну постановку завдання варіаційного числення на екстремум функціонала, що залежить від похідних вищих порядків функції 
[image: image87.wmf])
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Записати рівняння Ейлер-Пуассон.

Сформулювати необхідні умови розв’язання задачі варіаційного числення такого типу.

Завдання для самостійного розв’язання.
Знайти усі екстремалі функціоналу 
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Рекомендована література

1. [2], С. 53 - 58.

2.2. Задача Лагранжа
Метою занять є формування вміння та виробка навичок розв'язання задачі Лагранжа варіаційного обчислення.

Основні теоретичні положення.

Задачі варіаційного числення, у яких на шукані функції накладаються крім граничних умов додаткові обмеження називаються задачами на умовний екстремум. До класу таких задач належить так звана задача Лагранжа, яке формулюється в такий спосіб.

Необхідно визначити функції 
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з граничними умовами
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при додаткових обмеженнях, заданих рівняннями зв'язку
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Введемо функцію Лагранжа задачі, що розглядається
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де 
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  – довільні функції (множники Лагранжа).

При розв’язанні задачи Лагранжа використовується наступна необхідна умова екстмуму функціоналу (10).

Теорема. Якщо функції 
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 доставляють слабкий екстремум функціоналу (10) за умов (11), (12), то існують множники Лагранжа 
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, за яких ці функції задовольняють системі рівнянь Ейлера
	
[image: image115.wmf]n

k

L

dx

d

L

k

k

y

y

...,

,

1

,

0

'

=

=

-

,
	(14)


записаних для функціоналу 
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Шукані функції 
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 і множники Лагранжа 
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 визначаються із системи 
[image: image119.wmf]m
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 рівнянь (14) і (12).

Приклад розв'язання задачі Лагранжа.

 Знайти функції, на яких може досягатися екстремум функціоналу у наступній задачі Лагранжа

[image: image120.wmf].
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Для розв’язання цієї задачі, скориставшись положеннями теореми 6, запишемо спочатку функцію Лагранжа, а потім систему рівнянь (12) (14).
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Тоді шукані функції мають вигляд
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1

,

2

3

2

2

2

1

+

=

-

=

-

+

=

x

y

x

x

x

y


Контрольні питання.

Сформулювати загальну постановку задачі Лагранжа.

Визначити функцію Лагранжа задачі, що розглядається.

Сформулювати необхідні умови екстремуму функціоналу задачі Лагранжа.

Викласти схему (етапи) розв'язання задачі даного типу.

Завдання для самостійного розв’язання.

Знайти функції 
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, на яких може досягатися екстремум функціоналу 
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1. 
[image: image133.wmf]ò

+

=

1

0

2

'

2

2

'

1

2

1

,

)

(

)

,

(

dx

y

y

y

y

I

      
[image: image134.wmf],

0

)

0

(

)

0

(

2

1

=

=

y

y

   
[image: image135.wmf],

1

2

)

1

(

1

ch

y

=

 
[image: image136.wmf],

1

2

)

1

(

2

sh

y

=

 
[image: image137.wmf].

0

2

'

1

=

-

y

y


2. 
[image: image138.wmf]ò

+

+

=

1

0

2

2

2

'

2

2

'

1

2

1

,

)

2

(

)

,

(

dx

y

y

y

y

y

I

      
[image: image139.wmf],

2

)

0

(

1

-

=

y

   
[image: image140.wmf],

1

)

0

(

2

=

y

 
[image: image141.wmf],

)

1

(

1

1

-

-

=

e

y

 


[image: image142.wmf],

0

)

1

(

2

=

y

 
[image: image143.wmf].

0

'

2

1

=

-

y

y


3. 
[image: image144.wmf]ò

+

-

-

+

=

2

0

2

'

2

2

'

1

2

2

2

1

2

1

,

)

cos

(

)

,

(

p

dx

x

y

y

y

y

y

y

I

      
[image: image145.wmf],

1

)

2

(

)

0

(

)

0

(

1

2

1

=

=

=

p

y

y

y

  


[image: image146.wmf],

1

)

2

(

2

-

=

p

y

 
[image: image147.wmf].

0

sin

2

1

=

-

-

x

y

y


4. 
[image: image148.wmf]ò

+

+

=

1

0

2

'

2

2

'

1

2

1

,

)

1

(

)

,

(

dx

y

y

y

y

I

      
[image: image149.wmf],

0

)

1

(

)

0

(

)

0

(

2

2

1

=

=

=

y

y

y

   
[image: image150.wmf],

2

)

1

(

1

=

y

  
[image: image151.wmf].

0

2

2

2

1

=

-

-

x

y

y


5. 
[image: image152.wmf]ò

+

=

1

0

2

2

2

'

1

2

1

,

)

(

)

,

(

dx

y

y

y

y

I

    
[image: image153.wmf],

0

)

1

(

)

0

(

2

1

=

=

y

y

    
[image: image154.wmf],

1

)

1

(

)

0

(

1

2

=

=

y

y

 
[image: image155.wmf].

0

2

'

1

=

-

y

y


6. 
[image: image156.wmf]ò

-

=

p

0

2

'

2

2

'

1

2

1

,

)

(

)

,

(

dx

y

y

y

y

I

    
[image: image157.wmf],

0

)

(

)

0

(

)

0

(

1

2

1

=

=

=

p

y

y

y

    
[image: image158.wmf],

2

)

(

2

p

p

=

y

 
[image: image159.wmf].

0

cos

2

'

1

=

+

-

x

y

y


Рекомендована література

1. [2], С. 122 - 130.

2.3. Ізопериметрична задача
Мета занять - формування вміння та навичок розв’язання ізопериметричних задач варіаційного обчислення.
Основні теоретичні положення.

Постановка задачі. Визначити функції 
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[image: image161.wmf]ò

=

b

a

n

n

n

dx

y

y

y

y

x

F

y

y

J

)

'

...,

,

'

,

...

,

,

(

)

...,

,

(

1

1

1

  
	(15)


з граничними умовами
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за додаткових умов
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Функція Лагранжа даної задачі має вигляд
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де множниками Лагранжа 
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При розв’язанні периметричної задачі використовується наступна необхідна умова екстремуму.

Теорема. Якщо функції 
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 доставляють слабкий екстремум функціоналу (15) за умов (16), (17), то існують множники Лагранжа 
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, за яких ці функції задовольняють системі рівнянь Ейлера
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де 
[image: image169.wmf]L
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  – функція Лагранжа (18).

При використанні цієї теореми для вирішення ізопериметричної задачі функції
[image: image170.wmf])
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 та множники Лагранжа 
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Приклад розв'язання ізопериметричної задачі.

Знайти функцію 
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Функція Лагранжа для даної задачі та відповідне рівняння Ейлера
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Рекомендована література

1. [2], С. 131 - 142.

3. ЗАДАчі ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛІННЯ. ПРИНЦИП МАКСИМУМУ
Мета занять - формування вміння та навичок розв’язання задач оптимального управління.

3.1. Загальна постановка задачі оптимального управління

Нехай поведінка моделі об'єкта управління описується звичайним диференціальним рівнянням.
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тобто у момент 
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Шукані функції 
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3.2. Принцип максимуму
Необхідною умовою екстремуму функціоналу задачі (23) є принцип максимуму.
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2) виконуються умови трансверсальності
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за будь - яких 
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3) функції 
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Використовувані у формулюванні твердження функції 
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Тут при 
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Розв'язувана задача з фіксованим часом закінчення записується у формі
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Розв'язання цієї задачі є пара 
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термінальний член функціоналу може задаватися у вигляді різниці 
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а умови трансверсальності мають вигляд
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Розв'язанням задачі в цьому випадку є четвірка 
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а при розв'язанні задачі розглядати два випадки: 
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3.3. Алгоритм та приклади розв’язання задач оптимального управління
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2. Знайти структуру оптимального управління 
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5. Розв’язати двоточкову крайову задачу для системи канонічних рівнянь, отриманих у п. 3, з урахуванням результатів пп. 2 і 4. У результаті визначається трійка 
[image: image306.wmf])),

(

),

(

,

(

*

*

*

1

×

×

u

x

t

 на якій може досягатися екстремум функціоналу. Відповідно до пп. 1, 2 зауважень до формулювання принципу максимуму розв’язанням задачі залежно від постановки можуть бути пара 
[image: image307.wmf]))

(

),

(

(

*

*

×

×

u

x

або четвірка 
[image: image308.wmf]))

(

),

(

,

,

(

*

*

*

1

*

0

×

×

u

x

t

t

.

Приклади розв'язання задач оптимального управління.
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1. Складемо гамільтоніан  
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2. Знаходимо максимум гамільтоніана з управління:
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3. Виписуємо систему рівнянь (25) з урахуванням результату п. 2:
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4. Перевіряємо умови трансверсальності у формі (24). Оскільки  
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Оскільки 
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 Тому умови трансверсальності виконуються.

5. Розв’язуємо записану в п. 3 двоточкову крайову задачу. З двох останніх рівнянь отримуємо
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Загальне рішення цього рівняння має вигляд
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Тоді із третього рівняння системи 
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Використовуючи отримані результати, запишемо перші два рівняння системи
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Знайдемо загальне рішення одержаного неоднорідного рівняння:

а) загальне рішення однорідного рівняння 
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б) часткове рішення неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді:
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Підставляючи у неоднорідне рівняння отримуємо
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Прирівнюючи коефіцієнти при однакових функціях t маємо 
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В результаті отримуємо 
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в) загальне рішення неоднорідного рівняння
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З першого рівняння системи маємо
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Для знаходження коефіцієнтів 
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Отримуємо 
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 У результаті знайдено шукану пару: оптимальна траєкторія 
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та оптимальне управління 
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Приклад 2.
Дана модель об’єкту управління
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з початковими умовами 
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4. Перевіряємо умови трансверсальності у формі (24):
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5. Розв’язуємо двоточкову крайову задачу з урахуванням пп. 2 и 4: 
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Мінімальне значення функціоналу 
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Дана модель об’єкту управління
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1. Складемо функцію Гамільтона 
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2. Знаходимо максимум гамільтоніана з управління:
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Виписуємо систему рівнянь (25) з урахуванням п.2:
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4. Перевіряємо умови трансверсальності у формі (24) з урахуванням умови   
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5. Розв'язуємо крайову задачу
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2. Дана модель об’єкту управління
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Потрібно знайти оптимальну пару 
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3. Дана модель об’єкту управління 
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4. Дана модель об’єкту управління
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Потрібно знайти оптимальну трійку 
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5. Дана модель об’єкту управління
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Задана гранична умова 
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