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ВСТУП 

Операційне числення відіграє важливу роль при розв’язуванні 

прикладних задач. Операційне числення – один із методів математичного 

аналізу, який дозволяє в ряді випадків зводити дослідження диференціальних 

та деяких типів інтегральних операторів і розв’язання рівнянь, які містять ці 

оператори, до більш простих алгебраїчних задач. 

Методи операційного числення передбачають реалізацію наступної 

умовної схеми розв’язання задач: 

1. Від невідомих функцій переходять до їх зображень. 

2. Виконують операції над зображеннями, що відповідають діям над 

самими функціями. 

3. Отримавши результат, відновлюють оригінали. 

В роботі використані перетворення Лапласа, Фур’є, дискретне z-

перетворення. 

На час виконання розрахункової роботи студенти повинні вже знати 

основні поняття теорії диференціальних рівнянь, інтегральне числення, теорію 

функцій комплексної змінної. 

Надано зразок виконання завдань та необхідний довідковий матеріал. 

 

ЗАВДАННЯ ДО РОЗРАХУНКОВОЇ РОБОТИ 

Варіант 1 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) = 𝑡 − 1 , 𝑡 ∈ (0; 2). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
2

𝑝2 + 1
𝑒−𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 5𝑦′ + 6𝑦 = 𝑒−2𝑡, 𝑦(0) = −1; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 2𝑥 + 𝑦,

𝑦′ = 𝑥 + 2𝑦,
        𝑥(0) = 2, 𝑦(0) = 1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 
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а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + ∫ (𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 = 2, 𝑥0 = −1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 𝑦 = 𝑡ℎ𝑡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 2 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = 2 − |𝑡| , 𝑡 ∈ (−2; 2). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
2

𝑝
𝑒−3𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 2𝑒𝑡, 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 1. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 2𝑥 − 𝑦,

𝑦′ = 𝑥 + 4𝑦,
        𝑥(0) = 1, 𝑦(0) = 0. 

5.Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑥2 +∫ (𝑥 − 𝑡)3𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 



6 
 

𝑥𝑛+1 − 3𝑥𝑛 = 3𝑛, 𝑥0 = 1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 𝑦 =
1

1+𝑒𝑡
 , 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 3 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝑡 , 𝑡 ∈ (−π; 𝜋). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
4

𝑝
𝑒−2𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ − 𝑦′ − 2𝑦 = 3𝑡𝑒𝑡, 𝑦(0) = 0; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 𝑥 + 𝑦,

𝑦′ = −2𝑥 − 𝑦,
        𝑥(0) = 1, 𝑦(0) = −1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑥2 +∫ sin⁡(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 = 2𝑛, 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 =
𝑒𝑡

1 + 𝑡2
, 
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що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

Варіант 4 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = 2𝑠𝑖𝑛𝑡 , 𝑡 ∈ (−2π; 2𝜋). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
74

𝑝3
𝑒−3𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ − 4𝑦′ + 3𝑦 = 2(𝑒𝑡 + 3𝑒3𝑡), 𝑦(0) = −1; 𝑦′(0) = 1. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = −5𝑥 + 4𝑦,

𝑦′ = −𝑥 − 𝑦,
        𝑥(0) = −2, 𝑦(0) = −1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 1 + 2𝑥 +∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 − 25𝑥𝑛 = 3 ∙ 2𝑛, 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 2𝑦′ + 2𝑦 = 2𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 
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Варіант 5 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠𝑡 , 𝑡 ∈ (−𝜋; 𝜋). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
11

𝑝4
𝑒−7𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 𝑦 = 2(𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡), 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 2. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 2𝑥 + 𝑦,

𝑦′ = 𝑥 + 2𝑦,
        𝑥(0) = 2, 𝑦(0) = 1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑥 + ∫ 𝑒−2(𝑡−𝑥)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 2𝑥𝑛 = 3𝑛, 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 𝑦 = 𝑡ℎ2𝑡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 6 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = 3 − |𝑡| , 𝑡 ∈ (−3; 3). 
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2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
12

𝑝2
𝑒−2𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ − 2𝑦′ − 3𝑦 = 4𝑒3𝑡 − 4𝑒−𝑡, 𝑦(0) = 2; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = −2𝑥 − 3𝑦,

𝑦′ = 6𝑥 + 7𝑦,
        𝑥(0) = −1, 𝑦(0) = 0. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 + ∫ 𝑒𝑥−𝑡𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 7 ∙ 3𝑛, 𝑥0 = 1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 𝑦 =
1

𝑐ℎ𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 7 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠𝑡 , 𝑡 ∈ (−
𝜋

2
;
𝜋

2
). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
3

𝑝3
𝑒−2𝑝 
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3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 𝑦 = 4𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 1. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = −3𝑥 + 𝑦,

𝑦′ = 𝑥 − 3𝑦,
        𝑥(0) = −1, 𝑦(0) = 1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 − 2𝑥𝑛 = 𝑛, 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 𝑦 =
𝑒𝑡

1 + 𝑒𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 8 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) =2𝑡 − 4 , 𝑡 ∈ (0; 2). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
2𝑝

𝑝2 + 1
𝑒−𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 9𝑦 = 6𝑐𝑜𝑠3𝑡 + 9𝑠𝑖𝑛3𝑡, 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 
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{
𝑥′ = 2𝑥 + 𝑦,

𝑦′ = 𝑥 + 2𝑦,
        𝑥(0) = 2, 𝑦(0) = 1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 2 +∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 − 3𝑥𝑛 = −2, 𝑥0 = −1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 =
𝑒𝑡

𝑡 + 1
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 9 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) = 𝑡 , 𝑡 ∈ (−1; 1). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
4𝑝

𝑝2 + 2
𝑒−4𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 𝑦 = 5𝑡𝑒2𝑡, 𝑦(0) = 0; 𝑦′(0) = 1. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = −2𝑥 + 𝑦,

𝑦′ = −4𝑥 + 2𝑦,
        𝑥(0) = −1, 𝑦(0) = −1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 
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б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑒4𝑥 +∫ 𝑐𝑜𝑠2(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 2𝑥𝑛 = 4𝑛, 𝑥0 = 1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ + 𝑦 =
𝑒2𝑡

3 + 𝑒𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 10 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) = 1 − 𝑡 , 𝑡 ∈ (0; 1). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
2𝑝

𝑝2 + 9
𝑒−3𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ − 𝑦′ − 2𝑦 = 3𝑡𝑒𝑡, 𝑦(0) = 0; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 𝑥 + 𝑦,

𝑦′ = −2𝑥 − 𝑦,
        𝑥(0) = 1, 𝑦(0) = −1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 4 +∫ (𝑥 − 𝑡)2𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
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6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 2𝑥𝑛 = 2𝑛, 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 2𝑦′ =
𝑒𝑡

𝑐ℎ𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 11 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = 2 − 𝑡 , 𝑡 ∈ (0; 2). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
5

𝑝2 + 4
𝑒−5𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 16𝑦 = 5𝑐𝑜𝑠4𝑡 + 𝑠𝑖𝑛4𝑡, 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = −5𝑥 − 4𝑦,

𝑦′ = 10𝑥 + 7𝑦,
        𝑥(0) = −1, 𝑦(0) = 1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 + ∫ 𝑒𝑥−𝑡𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 − 3𝑥𝑛 = 𝑛, 𝑥0 = 1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 
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𝑦′′ − 𝑦 =
1

1 + 𝑐ℎ𝑡
⁡,⁡ 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 12 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) = |𝑡| , 𝑡 ∈ (−2; 2). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
3

𝑝2 + 4
𝑒−2𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 5𝑦 + 6𝑦 = 5𝑒𝑡, 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 2𝑥 + 𝑦,

𝑦′ = 𝑥 + 2𝑦,
        𝑥(0) = 2, 𝑦(0) = 1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 1 + 𝑥 +∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 𝑛2, 𝑥0 = 1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ + 𝑦′ =
1

1 + 𝑒𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 
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𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

Варіант 13 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠2𝑡 , 𝑡 ∈ (−
𝜋

2
;
𝜋

2
). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
4

𝑝3
𝑒−𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 5𝑦′ + 6𝑦 = 𝑒−𝑡, 𝑦(0) = −1; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 6𝑥 + 7𝑦,

𝑦′ = −2𝑥 − 3𝑦,
        𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = −1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 2∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 𝑛, 𝑥0 = 1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 =
2𝑒2𝑡

𝑐ℎ22𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 
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Варіант 14 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) = 2|𝑡| , 𝑡 ∈ (−2; 2). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
3

𝑝4
𝑒−4𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 25𝑦 = 5𝑡, 𝑦(0) = 0; 𝑦′(0) = 1. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = −4𝑥 + 2𝑦,

𝑦′ = −2𝑥 + 𝑦,
        𝑥(0) = −1, 𝑦(0) = −1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 2∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 4𝑥𝑛 = 2𝑛, 𝑥0 = 1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 4𝑦 =
1

𝑐ℎ32𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 15 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 
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𝑓(𝑡) = 4 − |𝑡| , 𝑡 ∈ (−4; 4). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
3

𝑝2 + 9
𝑒−3𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ − 4𝑦 = 2𝑡, 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 6𝑥 + 7𝑦,

𝑦′ = −2𝑥 − 3𝑦,
        𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = −1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 2 +∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 2 ∙ 3𝑛, 𝑥0 = 1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 𝑦 =
1

𝑐ℎ2𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 16 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = cos𝑡 , 𝑡 ∈ (−
𝜋

2
;
𝜋

2
). 

2. Відновити оригінал за зображенням  
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𝐹(𝑝) =
5

𝑝2 − 9
𝑒−𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ − 2𝑦′ − 3𝑦 = 2𝑡, 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 1. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 2𝑦 + 1,

𝑦′ = 2𝑥 + 𝑦,
        𝑥(0) = −1, 𝑦(0) = 0. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑒𝑥 − 2∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 3𝑥𝑛 = 2 ∙ 1(𝑛), 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ + 𝑦′ =
𝑒𝑡

1 + 𝑒𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 17 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) =
1

2
|𝑡| , 𝑡 ∈ (−4; 4). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
6

𝑝5
𝑒−𝑝 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 
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2𝑦′′ + 𝑦′ = 𝑐𝑜𝑠𝑡, 𝑦(0) = −1; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 2 + 8𝑦 + 1,

𝑦′ = 3𝑥 + 4𝑦,
        𝑥(0) = 2, 𝑦(0) = 1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 2𝑥 −∫ (𝑥 − 𝑡)2𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 4𝑥𝑛 = 2𝑛, 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ + 2𝑦′ + 𝑦 =
𝑡𝑒−𝑡

𝑡 + 1
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 18 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) = {
𝑡, 𝑡 ∈ (0,1)
1, 𝑡 ∈ (1,2)

. 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
3

(𝑝 + 2)4
 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 𝑦′ + 𝑦 = 𝑡2 + 𝑡, 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = −3. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 
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{
𝑥′ = 𝑥 + 𝑦,

𝑦′ = 4𝑥 + 𝑦 + 1,
        𝑥(0) = 1, 𝑦(0) = 0. 

5.Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 + ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 5𝑥𝑛 = (−1)𝑛, 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 𝑦 =
1

𝑐ℎ3𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 19 

1.Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = {
2, 𝑡 ∈ (0,1)

4 − 2𝑡, 𝑡 ∈ (1,2)
 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
2

(𝑝 + 4)5
 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 4𝑦 = 8𝑠𝑖𝑛2𝑡, 𝑦(0) = 3, 𝑦′(0) = −1. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 2𝑥 + 2𝑦 + 2,

𝑦′ = 4𝑦 + 1,
        𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = 1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 
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а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 2𝑥 + 2∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 16𝑥𝑛 = 1(𝑛), 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 𝑦 =
𝑠ℎ𝑡

𝑐ℎ2𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 20 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) =
1

2
−

1

2
|𝑡| , 𝑡 ∈ (−1; 1). 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
7

(𝑝 + 7)5
 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ − 𝑦′ − 6𝑦 = 2, 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 𝑥 − 2𝑦 + 1,

𝑦′ = −3𝑥,
        𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = 1. 

5.Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 
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𝜑(𝑥) = 1 +∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 − 25𝑥𝑛 = 1(𝑛), 𝑥0 = 1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 =
𝑒𝑡

𝑐ℎ2𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 21 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = {
1, 𝑡 ∈ (0,1)
−2, 𝑡 ∈ (1,3)

 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
2𝑝

𝑝3 + 8
 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 5𝑦′ + 6𝑦 = 𝑒−3𝑡 , 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 0. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 3𝑦 + 2,

𝑦′ = 𝑥 + 2𝑦,
        𝑥(0) = −1, 𝑦(0) = 1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 1 +
1

6
∫ (𝑥 − 𝑡)2𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 
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𝑥𝑛+1 + 4𝑥𝑛 = 4, 𝑥0 = −1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ + 2𝑦′ + 𝑦 =
𝑒−𝑡

1 + 𝑡2
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 22 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) = {
2, 𝑡 ∈ (−2;−1)
−2, 𝑡 ∈ (1; 2)

 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
2𝑝

𝑝3 − 1
 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 4𝑦′ + 4𝑦 = 𝑡3, 𝑦(0) = 1; 𝑦′(0) = 2. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 𝑥 + 4𝑦 + 1,

𝑦′ = 2𝑥 + 3𝑦,
        𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = 1. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 2 −∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 = 3𝑛, 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 
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𝑦′′ − 𝑦′ =
𝑒2𝑡

2 + 𝑒𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 23 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) = {
−3, 𝑡 ∈ (−6;−3)

3, 𝑡 ∈ (3; 6)
 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
3𝑝

𝑝2 + 4𝑝 + 5
 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 12𝑒3𝑡 , 𝑦(0) = 2; 𝑦′(0) = 6. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 2𝑦,

𝑦′ = 2𝑥 + 3𝑦 + 1,
        𝑥(0) = 2, 𝑦(0) = 1. 

5.Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 2 +∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 4𝑥𝑛 = 1(𝑛), 𝑥0 = −1. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ + 4𝑦 =
1

𝑐ℎ2𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 
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𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

 

Варіант 24 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу  

𝑓(𝑡) = {
−2, 𝑡 ∈ (−4,−2)

2, 𝑡 ∈ (2,4)
 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
3

(𝑝 − 3)6
 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 4𝑦 = 3𝑠𝑖𝑛𝑡 + 10𝑐𝑜𝑠3𝑡, 𝑦(0) = −2; 𝑦′(0) = 3. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = −2𝑥 + 𝑦 + 2,

𝑦′ = 3𝑥,
        𝑥(0) = 1, 𝑦(0) = 0. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑐ℎ𝑡 + ∫ 𝑠ℎ(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 = 2𝑛, 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ + 𝑦′ =
𝑒𝑡

(1 + 𝑒𝑡)2
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 
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Варіант 25 

1. Використовуючи перетворення Лапласа, знайти спектральну 

характеристику сигналу 

𝑓(𝑡) = {
−𝑡 − 1, 𝑡 ∈ (−1; 0)
1 − 𝑡, 𝑡 ∈ (0; 1)

 

2. Відновити оригінал за зображенням  

𝐹(𝑝) =
5

(𝑝 − 10)4
 

3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ + 2𝑦′ + 10𝑦 = 2𝑒−𝑡 , 𝑦(0) = 5; 𝑦′(0) = 1. 

4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = 4𝑥 + 3,
𝑦′ = 𝑥 + 2𝑦,

        𝑥(0) = −1, 𝑦(0) = 0. 

5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки двома способами: 

а) операційним методом; 

б) зведенням до задачі Коші для звичайного диференціального рівняння. 

𝜑(𝑥) = 𝑥 +∫ 𝑐ℎ(𝑥 − 𝑡)𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

6. Використовуючи z-перетворення, розв’язати задачу Коші: 

𝑥𝑛+1 + 𝑥𝑛 = 3𝑛, 𝑥0 = 0. 

7. Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ + 2𝑦′ =
1

𝑠ℎ2𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам: 

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 
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ЗРАЗОК ВИКОНАННЯ РОБОТИ 

Завдання. Функція задана графіком 

  

Записати її зображення. 

Розв’язання. 

Запишемо аналітичний вираз функції:  

𝑓(𝑡) = (2 − 𝑡)1(𝑡) − (2 − 𝑡)1(𝑡 − 2) = (2 − 𝑡)1(𝑡) + (𝑡 − 2)1(𝑡 − 2). 

Використовуючи таблицю і властивості перетворення Лапласа, маємо: 

𝐹(𝑝) =
2

𝑝
−

1

𝑝2
+

1

𝑝2
𝑒−2𝑝 

Завдання 1. Використовуючи перетворення Лапласа знайти спектральну 

характеристику сигналу:  

𝑓(𝑡) = 3 − 𝑡, 𝑡𝜖(0; 3). 
Запишемо перетворення Лапласа для даного сигналу: 

𝐹(𝑝) =
3

𝑝
−

1

𝑝2
+

1

𝑝2
𝑒−3𝑝⁡, 

𝑝 = 𝑗𝜔, 

𝑆(𝑗𝜔) =
3

𝑗𝜔
−

1

𝜔2
+

1

𝜔2
𝑒−3𝑗𝜔. 

Спектральну характеристику сигналу можна знайти за означенням: 
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𝑆(𝑗𝜔) = ∫ (3 − 𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 = [
𝑢 = 3 − 𝑡 𝑑𝑢 = −𝑑𝑡

𝑑𝑣 = 𝑒−𝑗𝜔𝑡𝑑𝑡 𝑣 =
−1

𝑗𝜔
𝑒−𝑗𝜔𝑡]

3

0
=

(𝑡−3)𝑒−𝑗𝜔𝑡

𝑗𝜔
|
0

3

−

−
1

𝑗𝜔
∫ 𝑒−𝑗𝜔𝑡
3

0
𝑑𝑡 =

3

𝑗𝜔
+

1

𝜔2
(𝑒−3𝑗𝜔 − 1). 

 

Завдання 2. Відновити оригінал за зображенням: 

𝐹(𝑝)
2

𝑝2 + 3
𝑒−2𝑝 

1

𝑝2+3
←

1

√3
sin√3 𝑡; 

2

𝑝2+3
←

2

√3
𝑠𝑖𝑛√3𝑡; 

2

𝑝2+3
𝑒−2𝑝 ←

2

√3
𝑠𝑖𝑛√3(𝑡 − 2)1(𝑡 − 2). 

 

Завдання 3. Операційним методом розв’язати задачу Коші при 𝑡 > 0: 

𝑦′′ − 𝑦′ = 2𝑒𝑡 , 𝑦(0) = 1, ⁡𝑦′(0) = 0. 
Розв’язання. 

 

𝑦(𝑡) → 𝑌(𝑝);⁡ 

𝑦′(𝑥) → 𝑝𝑌(𝑝) − 𝑦(0) = 𝑝𝑌(𝑝) − 1, 

𝑦′′(𝑥) → 𝑝2𝑌(𝑝) − 𝑝𝑦(0) − 𝑦′(0) = 𝑝2𝑌(𝑝) − 𝑝, 𝑒𝑡 →
1

𝑝−1
. 

Замість диференціального рівняння отримаємо лінійне рівняння відносно 

невідомого 𝑌(𝑝):  

𝑝2𝑌(𝑝) − 𝑝 − 𝑝𝑌(𝑝) + 1 =
2

𝑝−1
. 

𝑌(𝑝) =
𝑝2−2𝑝+3

𝑝(𝑝−1)2
. 

𝑌(𝑝) = ⁡
3

𝑝
−

2

𝑝−1
+

2

(𝑝−1)2
. 

Відновлюємо оригінал: 

𝑦(𝑡) = 3 − 2𝑒𝑡 + 2𝑡𝑒𝑡. 
 

Завдання 4. Операційним методом розв’язати систему рівнянь: 

{
𝑥′ = −3𝑥 − 𝑦,

𝑦′ = 𝑥 − 𝑦,
     𝑥(0) = 𝑦(0) = 2. 
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Розв’язання. Від оригіналів 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) перейдемо до їх зображень та 

запишемо відповідну систему: 

{
𝑝𝑋(𝑝) − 2 = −3𝑋(𝑝) − 𝑌(𝑝),

𝑝𝑌(𝑝) − 2 = 𝑋(𝑝) − 𝑌(𝑝).
⇔ {

(𝑝 + 3)𝑋(𝑝) + 𝑌(𝑝) = 2,

−𝑋(𝑝) + (𝑝 + 1)𝑌(𝑝) = 2.
 

Розв’яжемо систему за правилом Крамера: 

∆= |
𝑝 + 3 1
−1 𝑝 + 1

| = 𝑝2 + 4𝑝 + 4 = (𝑝 + 2)2 

∆𝑥= |
2 1
2 𝑝 + 1

| = 2𝑝 

∆𝑦= |
𝑝 + 3 2
−1 2

| = 2𝑝 + 8 

𝑋(𝑝) =
∆𝑥
∆

=
2𝑝

(𝑝 + 2)2
 

𝑌(𝑝) =
∆𝑦
∆

=
2𝑝 + 8

(𝑝 + 2)2
 

За знайденими зображеннями відновлюємо оригінали: 

𝑥(𝑡) = 2𝑒−2𝑡 − 4𝑡𝑒−2𝑡, 

𝑦(𝑡) = 2𝑒−2𝑡 + 4𝑡𝑒−2𝑡. 
 

Завдання 5. Розв’язати інтегральне рівняння Вольтерра типу згортки: 

𝜑(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 + ∫ 𝑒𝑥−𝑡𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
. 

Розв’язання. 

а) Операційний метод. 

Складемо відповідне операторне рівняння: 

Ф(𝑝) =
𝑝

𝑝2 + 1
+

1

𝑝 − 1
Ф(𝑝) 

Ф(𝑝) =
𝑝(𝑝 − 1)

(𝑝2 + 1)(𝑝 − 2)
=
2

5

1

𝑝 − 1
+
3

5

𝑝

𝑝2 + 1
+
1

5

1

𝑝2 + 1
 

Повертаючись до простору оригіналів, отримаємо розв’язок рівняння: 

𝜑(𝑥) =
2

5
𝑒2𝑥 +

3

5
cos 𝑥 +

1

5
sin 𝑥. 

б) Зведемо інтегральне рівняння до задачі Коші. Продиференціюємо два 

рази по х, при цьому використаємо формулу: 
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(∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡)
𝛽(х)

𝛼(х) 𝑥

′

= ∫ 𝑓𝑥
′

𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)

(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝛽′(𝑥)𝑓(𝑥, 𝛽(𝑥)) − 𝛼′(𝑥)𝑓(𝑥, 𝛼(𝑥)). 

В результаті отримаємо  

𝜑′′(𝑥) = 𝜑′(𝑥) + 𝜑(𝑥) − 𝑐𝑜𝑠𝑥 + ∫ 𝑒𝑥−𝑡𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

В цьому рівнянні інтеграл можна замінити на 𝜑(𝑥) − cos 𝑥 (див. умову 

задачі). 

Отже, отримали наступну задачу для звичайного лінійного 

диференціального рівняння: 

𝜑′′ − 𝜑′ − 2𝜑 = −2 cos 𝑥,⁡⁡⁡⁡ 𝜑(0) = 1, 𝜑′(0) = 1. 

𝜑′′ − 𝜑′ − 2𝜑 = 0. 

𝑘2 − 𝑘 − 2 = 0. 

𝑘1 = −1, ⁡𝑘2 = 2. 

𝜑заг.одн. = 𝐶1𝑒
−𝑥 + 𝐶2𝑒

2𝑥. 

За виглядом правої частини рівняння знаходимо 𝑧(𝑥) = 𝐴𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝐵𝑐𝑜𝑠𝑥. 

𝑧′(𝑥) = 𝐴𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑥. 

𝑧′′(𝑥) =−A𝑠𝑖𝑛𝑥 –𝐵𝑐𝑜𝑠𝑥. 

−𝐴𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝐵𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝐴𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝑥 − 2𝐴𝑠𝑖𝑛𝑥 − 2𝐵𝑐𝑜𝑠𝑥 = −2𝑐𝑜𝑠𝑥. 

𝑐𝑜𝑠𝑥: −𝐴 − 3𝐵 = −2 

𝑠𝑖𝑛𝑥: −3𝐴 + 𝐵 = 0. 

𝐵 =
3

5
, 𝐴 =

1

5
. 

Отже, загальний розв’язок рівняння: 

𝜑(𝑥) = 𝐶1𝑒
−𝑥 + 𝐶2𝑒

2𝑥 +
3

5
cos 𝑥 +

1

5
sin 𝑥. 

Константи 𝐶1⁡⁡і⁡𝐶2 знайдемо з умов :⁡ 𝜑(0) = 1,𝜑′(0) = 1: 

{
С1 + С2 =

2

5

2С1 − С2 =
4

5

   ⇔⁡{
С1 =

2

5

С2 = 0
 

Розв’язок інтегрального рівняння має вигляд: 

𝜑(𝑥) =
2

5
𝑒2𝑥 +

3

5
cos 𝑥 +

1

5
sin 𝑥. 
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Завдання 6. Використовуючи z- перетворення, розв’язати задачу Коші 

𝑥𝑛+1 + 3𝑥𝑛 = 1(𝑛), 𝑥(0) = 0. 

Розв’язання. 

𝑥𝑛 → 𝑋∗(𝑧), 

𝑥𝑛+1 → 𝑧(𝑋∗(𝑧) − 𝑥(0)) = 𝑧𝑋∗(𝑧), 

1(𝑛) →
𝑧

𝑧−1
. 

Маємо лінійне рівняння відносно невідомої функції 𝑋∗(𝑧): 

𝑧𝑋∗(𝑧) + 3𝑋∗(𝑧) =
𝑧

𝑧 − 1
⁡, 

𝑋∗(𝑧) =
𝑧

(𝑧 − 1)(𝑧 + 3)
⁡, 

𝑋∗𝑧𝑛−1 =
𝑧𝑛

(𝑧 − 1)(𝑧 + 3)
⁡. 

Знайдемо суму лишків в простих полюсах 𝑧 = 1, 𝑧 =−3. 

𝑥𝑛 =
1

4
−
(−3)𝑛

4
, 𝑛 = 0; 1; 2… 

 

Завдання 7.  Розв’язати диференціальне рівняння 

𝑦′′ − 𝑦 =
1

𝑐ℎ𝑡
⁡, 

що задовольняє умовам 𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0. 

Розв’язання. 

Розглянемо допоміжне рівняння: 𝑦′′ − 𝑦 = 1. 

Відповідне операторне рівняння має вигляд: 

𝑝2𝑌(𝑝) − 𝑌(𝑝) =
1

𝑝
⁡, 

𝑌(𝑝) =
1

𝑝(𝑝 − 1)(𝑝 + 1)
⁡, 

𝑌(𝑝) = −
1

𝑝
+
1

2
∙

1

𝑝 − 1
+
1

2
∙

1

𝑝 + 1
. 



32 
 

Відновлюємо оригінал: 

𝑦1 = −1 +
1

2
𝑒𝑡 +

1

2
𝑒−𝑡 = −1 + 𝑐ℎ𝑡⁡, 

𝑦1
′ = 𝑠ℎ𝑡⁡. 

За формулою Дюамеля  

𝑦(𝑡) = ∫
𝑠ℎ(𝑡 − 𝜏)

𝑐ℎ𝜏

𝑡

0

𝑑𝜏 = ∫
𝑠ℎ𝑡𝑐ℎ𝜏 − 𝑐ℎ𝑡𝑠ℎ𝜏

𝑐ℎ𝜏

𝑡

0

𝑑𝜏 = 𝑐ℎ𝑡 − 1 − 𝑐ℎ𝑡 ∙ 𝑙𝑛𝑐ℎ𝑡⁡. 

Перевірка: 𝑦(0) = 𝑐ℎ0 − 1 − 𝑐ℎ0 ∙ 𝑙𝑛𝑐ℎ0 = 1 − 1 − 1 ∙ 0 = 0; 

𝑦′(𝑡) = 𝑠ℎ𝑡 − 𝑠ℎ𝑡 ∙ 𝑙𝑛𝑐ℎ𝑡 − 𝑐ℎ𝑡 ∙ 𝑡ℎ𝑡; 

𝑦′(0) = 𝑠ℎ0 − 𝑠ℎ0 ∙ 𝑙𝑛𝑐ℎ0 − 𝑐ℎ0 ∙ 𝑡ℎ0 = 0. 
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Довідковий матеріал 

𝐹(𝑝) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑝𝑡
+∞

0
𝑑𝑡 – функція комплексної змінної, зображення 

оригінала 𝑓(𝑡). 

𝑆(𝑗𝜔) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒−𝑗𝜔𝑡
+∞

−∞
𝑑𝑡 − спектральна характеристика сигналу, 

перетворення Фур’є функції 𝑓(𝑡). 

Якщо 𝑓(𝑡) – парна функція, то ⁡Im⁡𝑆(𝑗𝜔) = 0,⁡ якщо 𝑓(𝑡) – непарна 

функція, то Re⁡𝑆(𝑗𝜔) = 0. 

Справедлива формула, що пов’язує перетворення Лапласа та Фур’є: 

𝑆(𝑗𝜔) = 𝐹1(𝑗𝜔) + 𝐹2(−𝑗𝜔), 𝐹1(𝑝) ← 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0;⁡𝐹2(𝑝) ← 𝑓(−𝑡), 𝑡 < 0. 

Для парної функції 𝑓(𝑡): 𝑆(𝑗𝜔) = 𝐹(𝑗𝜔) + 𝐹(−𝑗𝜔), 𝐹(𝑝) ← 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0. 

Для непарної функції 𝑓(𝑡): 𝑆(𝑗𝜔) = 𝐹(𝑗𝜔) − 𝐹(−𝑗𝜔), 𝐹(𝑝) ← 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0. 

𝐹∗(𝑝) = ∑ 𝑓(𝑛)𝑒−𝑝𝑛∞
𝑛=0  – дискретне перетворення Лапласа. 

𝐹∗(𝑧) = ∑
𝑓(𝑛)

𝑧𝑛
∞
𝑛=0  – z- перетворення. 

Основні правила операційного числення становлять властивості 

перетворення Лапласа: 

 

1. 𝑐1𝑓1(𝑡) + 𝑐2𝑓2(𝑡) → 𝑐1𝐹1(𝑝) + 𝑐2𝐹2(𝑝), 

2. 𝑓(𝛼𝑡) →
1

𝛼
𝐹 (

𝑝

𝛼
) , 𝛼 > 0, 

3. 𝑒𝛼𝑡 ∙ 𝑓(𝑡) → 𝐹(𝑝 − 𝛼), 

4. 𝑓(𝑡 − 𝜏) → 𝑒−𝑝𝜏 ∙ 𝐹(𝑝), 𝜏 > 0, 

5. 𝑓(𝑛)(𝑡) → 𝑝𝑛𝐹(𝑝) − 𝑝𝑛−1𝑓(0) − ⋯− 𝑓(𝑛−1)(0), 

6. 𝐹(𝑛)(𝑝) ← (−1)𝑛 ∙ 𝑡𝑛 ∙ 𝑓(𝑡), 

7. ∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏 →
𝐹(𝑝)

𝑝

𝑡

0
, 

8. ∫ 𝐹(𝑝)𝑑𝑝 ←
𝑓(𝑡)

𝑡

∞

𝑝
, 

9. 𝐹1(𝑝) ∙ 𝐹2(𝑝) ← ∫ 𝑓1
𝑡

0
(𝜏) ∙ 𝑓2(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 = 𝑓1 ∗ 𝑓2, 

10. 𝑓1(𝑡) ∙ 𝑓2(𝑡) →
1

2𝜋𝑖
∫ 𝐹1
𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞
(𝑧) ∙ 𝐹2(𝑝 − 𝑧)𝑑𝑧. 
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Таблиця оригіналів та зображень за Лапласом 

 

Оригінал ( )f t  
Зображення 

 ( )F p  
Оригінал ( )f t  

Зображення 

( )F p  

       1            →          
1

𝑝
      𝑒𝛼𝑡𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡                          

𝑝−𝛼

(𝑝−𝛼)2+𝛽2
 

       𝑡𝑛          →         
𝑛!

𝑝𝑛+1
      𝑒𝛼𝑡𝑠ℎ𝛽𝑡        

𝛽

(𝑝−𝛼)2−𝛽2
 

      𝑒𝛼𝑡         →        
1

𝑝−𝛼
      𝑒𝛼𝑡𝑐ℎ𝛽𝑡               

𝑝−𝛼

(𝑝−𝛼)2−𝛽2
 

    𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡      →        
𝛽

𝑝2+𝛽2
       𝑡𝑛𝑒𝛼𝑡                  

𝑛!

(𝑝−𝛼)𝑛+1
     

      𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡⁡⁡⁡⁡⁡ →        
𝑝

𝑝2+𝛽2
       𝑡sin𝛽𝑡                

2𝛽𝑝

(𝑝2+𝛽2)2
 

       𝑠ℎ𝛽𝑡      →        
𝛽

𝑝2−𝛽2
       𝑡𝑐𝑜𝑠𝛽𝑡             

𝑝2−𝛽2

(𝑝2+𝛽2)2
 

      𝑐ℎ𝛽𝑡     →        
𝑝

𝑝2−𝛽2
        𝑡𝑠ℎ𝛽𝑡               

2𝛽𝑝

(𝑝2−𝛽2)2
          

    𝑒𝛼𝑡𝑠𝑖𝑛𝛽𝑡               
𝛽

(𝑝−𝛼)2+𝛽2
        𝑡𝑐ℎ𝛽𝑡              

𝑝2+𝛽2

(𝑝2−𝛽2)2
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Таблиця z – зображень основних функцій 

𝑥(𝑛) 𝑋∗(𝑧) 

1(𝑛) 𝑧

𝑧 − 1
 

𝑒𝛼𝑛 𝑧

𝑧 − 𝑒𝛼
 

        𝑎𝑛                
𝑧

𝑧−𝑎
 

𝑠𝑖𝑛𝛽𝑛 𝑧𝑠𝑖𝑛𝛽

𝑧2 − 2𝑧𝑐𝑜𝑠𝛽 + 1
 

           

⁡⁡⁡⁡⁡𝑐𝑜𝑠𝛽𝑛 

𝑧(𝑧 − 𝑐𝑜𝑠𝛽)

𝑧2 − 2𝑧𝑐𝑜𝑠𝛽 + 1
 

𝑠ℎ𝛽𝑛 𝑧𝑠ℎ𝛽

𝑧2 − 2𝑧𝑐ℎ𝛽 + 1
 

𝑐ℎ𝛽𝑛 𝑧(𝑧 − 𝑐ℎ𝛽)

𝑧2 − 2𝑧𝑐ℎ𝛽 + 1
 

𝑛 𝑧

(𝑧 − 1)2
 

        

         𝑛2                     
𝑧(𝑧+1)

(𝑧−1)3
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