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НАГРУЗКИ В КИНЕМАТИЧЕСКИХ ПЕРЕДАЧАХ ДВУХМАССОВОЙ 
ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ В РЕЖИМЕ ТОРМОЖЕНИЯ 

Аннотация. Рассмотрены динамические нагрузки в кинематических передачах двухмассовой электроме-
ханической системы в режиме торможения при мгновенном изменении задающего воздействия и переключе-
нии без люфта для экстремальных начальных условий и различных значениях соотношения моментов инерции. 
Представлены результаты моделирования.  
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Abstract. The kinematics transmission dynamic loads of two-mass electromechanical system during deceleration 
at an instantaneous change in the reference variable and shifting without gear for extreme initial conditions and differ-
ent values of the ratio of the moments of inertia is considered. 
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ЕЛЕКТРОМЕХАНІЧНИХ СИСТЕМ В РЕЖИМІ ГАЛЬМУВАННЯ 

Анотація. Розглянуто динамічні навантаження в кінематичних передачах двомасової електромеханіч-
ної системи в режимі гальмування при миттєвій зміні  вхідного сигналу і перемиканні без люфту для екст-
ремальних початкових умов і різних значеннях співвідношення моментів інерції. Представлені результати 
моделювання.  
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Введение. Известно, что динамические 
моменты в переходных режимах передаются 
от двигателя к рабочему органу через упру-
гие звенья – валы, металлоконструкции, зна-
чительно их нагружая. Здесь же нельзя не 
учитывать, что для оптимального управле-
ния механизмом, обеспечивающим быстрые 
переходные процессы и одновременно гаше-
ние колебаний груза, требуются не плавные, 
а мгновенные приложения максимального 
момента [3]. Таким образом предполагается, 
что двигатель, разгонявший механизм с по-
стоянным моментом  Мm, мгновенно перехо-
дит в тормозной режим, развивая момент – 
Мm  (рис. 1). Это реальный случай, когда за 
время разгона и торможения механизм (для 
определённости в дальнейшем рассматрива- 
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ется поворотная платформа крана или экс-
каватора) проходит требуемый путь (угол 
поворота), после чего необходима его оста-
новка [1].  

Такое мгновенное изменение момента и 
поддержание его постоянным при пуске и 
торможении может быть реализовано элек-
троприводом ПЧ-АД, если при этом элек-
тромагнитными процессами в двигателе 
можно пренебречь. Последнее вполне до-
пустимо для рассматриваемых инерцион-
ных поворотных механизмов.  

Именно скачкообразное приложение 
момента к передаточным звеньям между 
двигателем и рабочим органом приводит к 
наибольшим динамическим нагрузкам в 
этих элементах [3].  
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Рис. 1. Диаграмма момента M(t)  

при разгоне и торможении 

Для учёта влияния скачкообразного за-
кона изменения усилия на нагрузки в звеньях 
кинематической передачи целесообразно 
рассматривать двухмассовую электромеха-
ническую систему (ДЭМС), в которой упру-
гая (податливая) связь между двигателем и 
поворотной платформой обладает конечным 
значением жёсткости .УC  

Расчётная схема такой ДЭМС после 
приведения всех элементов к валу двигателя 
приведена на рис. 2.  

 
Рис. 2. Расчетная схема ДЭМС 

Здесь ротор двигателя с моментом инер-
ции дJ ;  механизм поворота с моментом 
инерции 1J ,; M  − момент (усилие) двигате-
ля; дw  и 1w  − угловые скорости вращения 
двигателя и рабочего органа соответственно; 

1( )У y дМ C j j= -  − момент упругой деформа-
ции между двигателем и механизмом; имен-
но этот момент нагружает кинематическую 
передачу механизма; δ – эквивалентный за-
зор в передаче. 

В публикациях последних лет представ-
лены материалы, свидетельствующие о по-
вышенном интересе к исследованиям много-
массовых ЭМС. Так, в работе [4] показана 
возможность реализации плавных переход-
ных процессов крановых механизмов. В [5; 6] 
представлены практические результаты огра-
ничения динамических нагрузок в ДЭМС за 
счёт демпфирующего эффекта электроприво-

да, в [7] предложена схема, позволяющая 
обеспечить эффективное управление режи-
мами работы крановых механизмов при их 
модернизации. В работе [8] приведены соот-
ношения, учитывающие  потери на диссипа-
цию, а в [9] показана возможность расщепле-
ния систем управления многомассовых объ-
ектов на подсистемы, связанные только век-
тором неопределённости, и управления каж-
дой из них. 

Целью работы является определение 
возможной динамической нагрузки в эле-
ментах ЭМС при резком торможении меха-
низма, характеризуемого в общем случае 
различным моментом инерции. 

Материалы исследования. Для режима 
торможения или реверса, когда двигатель 
развивает тормозной момент, мгновенно до-
стигающий значения – Мm, получено диффе-
ренциальное уравнение для двухмассовой 
ЭМС после выбора зазора δ без учёта потерь 
на диссипацию [3]:  

2
2 1

2 2у
у уср m

d M JT M M М
dt J

+ = - ,         (1) 

1,дJ J J= +  а среднее значение упругого мо-
мента определяется [3] 

1( ) ,уср c c
JM M M M
J

= - +  

где M – момент двигателя на основном уча-
стке переходного процесса; cM  – статиче-
ский момент, который можно считать посто-
янным.  

Как показали предварительные исследо-
вания [8], учёт  диссипации  в  крановых  ме-
ханизмах  снижает  пиковые  нагрузки  на  
6 – 10 %.. 

Общее решение этого уравнения без 
учета потерь на деформацию можно полу-
чить в виде 

12 sin cos ,у уср
JM M М A t B t
J

= - + W + W     (2) 

где А и В – постоянные интегрирования. 
Корни характеристического уравнения в 
этом случае чисто мнимые, а частота собст-
венных колебаний.  

1

.у
д

JC
J J

W =  
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В общем случае начальные условия не-
нулевые  

2 ,у уначM M=   1,
у

у д

dМ
C w

dt
=            (3) 

причём 2уначМ  − это конечное значение уп-
ругого момента на первом этапе (разгона) 
перед началом торможения; 1дw − разность 
скоростей двигателя и рабочего органа в мо-
мент переключения 1t t=  (рис. 3). 

 
Рис. 3. Момент упругой связи, скорости 

двигателя и платформы при переключении 
Используя эти начальные значения мо-

мента и разности скоростей (3), запишем в 
общем случае уравнения для упругого мо-
мента и его производной в момент времени 

1t , считая для начала второго этапа  t = 0: 

1
2 2унач уср m

JM M М B
J

= - +   и  1 ;у дC w A= W  

отсюда находим постоянные интегрирова-
ния, которые подставляем в уравнение (2). 
Окончательно 

1
2

1 1

( 2 )cos

sin 2 ,

у унач уср m

у д
уср m

JM M M М t
J

C w JM М
J

= - + W +

+ W+ -
W

  (4) 

а максимальное значение момента упругой 
деформации 

1
max

22
11

2

2

2 .

у уср m

у д
унач уср m

JM M М
J

C wJM М М
J

= - +

æ öæ ö+ - + +ç ÷ç ÷ Wè ø è ø

   (5) 

Коэффициент динамичности – важный 
показатель условий работы механического 
оборудования [1; 4] 

max ;у
д

уср

М
К

М
=  

его можно найти, используя (5), по формуле: 

1
2

2 2

2 11

1 2

2 1 .

m
д

уср

унач у дm

уср уср уср

М JK
М J

M C wМ J
M М J М

= - +

æ ö æ ö
+ + - +ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷Wè ø è ø

  (6) 

Конечно, коэффициент динамичности дK  
существенно зависит от начальных условий 

уначМ-  и 1дw , а последние определяются  
предыдущим режимом работы ЭМС. 

Если перед торможением режим был ус-
тановившимся, то унач сМ М=  и  1 0дw =   
(рис. 4). В этом случае при наличии зазора δ 
(рис. 2) уравнение для упругого момента   

1

cos

(1 cos ) sin ,

у c

у д
уср

M M t
C w

M t

= W +

+ - W + W
W

        (7). 

а максимальное значение его можно найти 
по  такой формуле: 

( )
2

2 1
max .у д

у уср c уср

C w
M M M М

æ ö
= + - +ç ÷Wè ø

            (8) 

 
Рис. 4. График момента двигателя при 
разгоне и установившемся движении 

Здесь уже 1дw − разность скоростей при 
переключении после выбора зазора. 

Это значение maxуM  больше 2 усрM  и оно 
наступает в момент времени 

11 ,
( )

y д
m

ycp c

C w
t arctg

M M
p
é ù

= -ê ú
W - Wê úë û

       (9) 

который соответствует 
2 mt
p p< W <  (рис. 5). 
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Рис. 5. Зависимость момента упругой связи 

от времени при переключении 
При этом скорости до переключения изме-
няются по следующим законам: двигателя 

1
1 1

1

(1 cos )

sin ,

д д cp д

cp c

д

Jw w t w t
J

J M
t

J

e

e

= + - - W +

+
+ W

W

    (10) 

рабочего органа 

1 1

1

1

(1 cos )

sin .

д
cp д

cp c

Jw t w t
J

J M
t

J

e

e

= - - W +

+
+ W

W

    (11) 

В дальнейшем рассмотрим процессы пе-
реключения в упрощенном виде, когда зазор 
отсутствует (δ = 0, 1дw = 0). Тогда все выра-
жения упрощаются, и скорости изменяются 
по следующим законам: 

sin ,ycp
д cp

д

M
w t t

J
e= + W

W
           (12) 

1
1

sin ,ycp
cp

M
w t t

J
e= - W

W
            (13) 

а  момент      (1 cos ),у усрM M t= - W            (14) 
причём max 2у ycpМ М=    и  mt pW =  (рис. 5). 

В последних выражениях cpe – ускорение  
абсолютно жёсткой двухмассовой ЭМС. 

В этом случае для предварительной 
оценки нагрузки в передачах  целесообразно 
и достаточно рассмотреть окончание первого 
этапа (начальные – для второго этапа) в кон-
кретные моменты времени 1t , используя 
(12) – (14). Так, если: 

1) 1 2t npW = ,  где  n  = 0, 1, 2 … , 
то  нач 0yM =   и    дw = 1w , потому    1 0дw = .    

2) 1 (2 1)
2

t n p
W = + , в этом случае 

 нач  срy yM M=  и
 ср

1 1max .у
д д

y

М
C

w w
W

= =   

3) 1 (2 1)t n pW = + , тогда  нач 2 ср2y yM M=  и   

1 0дw = . 
Для подтверждения результатов расчёта 

по приведенным формулам трёх вариантов 
проведено моделирование ЭМС. Моделирова-
ние проводилось известным методом [3, 8] по 
структурной схеме ДЭМС.  

При моделировании использовались дан-
ные реального портального крана, у которого 

3621,90 НмyC = . Поворотная платформа 
приводится в движение двумя асинхронными 
двигателями с короткозамкнутым ротором се-
рии  МТKF 411-6, номинальная мощность ка-
ждого из них 30 кВтнP = , номинальная ско-

рость -1101,53 снw = . Принят максимальный 
пусковой (тормозной) момент 

2,5 367,68 НмmM Mн= = , момент инерции 
двух двигателей 21,15 кгм .дJ =  Момент 
инерции поворотной платформы составляет 
13 дJ  = 14,92 2кгм .      

Расчёты и моделирование проводились 
для ДЭМС с различным соотношением мо-
ментов инерции: с моментом инерции реаль-
ной поворотной платформы ( 1J = 13 дJ ), а 
также с моментом инерции рабочего органа, 
когда он равен 0,5 дJ , что часто соответству-
ет механизму подъёма, работающему на хо-
лостом ходу. Кроме того, расчёт проводился 
для идеального случая, когда можно считать 

1J  >> дJ ( 1J = 100 дJ ). 
Полученные по расчетным формулам и 

моделированием основные данные и значе-
ния коэффициента динамичности в режиме 
торможения ДЭМС при отсутствии статиче-
ского момента и люфта,  мгновенном изме-
нении задающего воздействия (рис. 1) и экс-
тремальных начальных условиях, представ-
ленных выше тремя вариантами, приведены 
в таблицах 1 и 2.  
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1. Вариант I,      Мс = 0 

Моделирование По фор-
мулам 1

д

J
J

 

 
Му ср, 
Н·м 

Му max, 
Н·м 

дК  дК  

0,5 122,56 245 2,00 2,00 
13 341,41 683 2,00 2,00 
100 364,00 730,4 2,00 2,00 

2. Вариант III,      Мс = 0 

Моделирование По фор-
мулам 1

д

J
J

 

 
Му ср, 
Н·м 

Му max, 
Н·м дК  дК  

0,5 122,56 490 4,00 4,00 
13 341,41 1365 4,00 4,00 
100 364,00 1456 4,00 4,00 

Аналогичные данные, но при реальном  
значении статической нагрузки механизма 
поворота (Мс = 0,15Мm)  при тех же экстре-
мальных начальных условиях представлены 
в таблицах 3 и 4.  

3. Вариант I,    Мс = 0,15 Мm 

Моделирование По фор-
мулам 1

д

J
J

 

 
Му ср, 
Н·м 

Му max, 
Н·м дК  дК  

0,5 159,20 171,5 1,08 1,08 
13 345,31 674,5 1,95 1,95 
100 364,54 729,48 1,99 1,99 

4. Вариант   III,         Мс = 0,15 Мm 

Моделирование По фор-
мулам 1

д

J
J

 

 
Му ср, 
Н·м 

Му max, 
Н·м 

дК  дК  

0,5 159,20 490 3,08 3,08 
13 345,31 1365 3,95 3,95 
100 364,54 1456 3,99 3,99 

Процесс торможения в ДЭМС при мгно-
венном изменении задающего воздействия 
(рис. 1) и переключении без люфта для экс-
тремальных начальных условий и различных 
значениях соотношения моментов инерции, 
полученных при моделировании, представ-
лен на рисунках 6 и 7. 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 6. Торможение при Мс = 0 
в момент времени 2t npW =   

при 1J / дJ  = 0,5 (а); 13(б); 100 (в) 

 
а 

 
б 
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в 

Рис. 7. Торможение при Мс = 0 
в момент времени (2 1)t n pW = +  
при 1J / дJ =0,5 (а); 13 (б); 100 (в) 

Было проведено детальное моделирова-
ние торможения ДЭМС с 1 / 13дJ J =  при 
различных начальных условиях. Полученные 
в результате значения максимального мо-
мента упругости и коэффициента динамич-
ности при Мс =  0  и Мс = 0,15 Мm, подтвер-
ждённые расчётными формулами, приведе-
ны соответственно в таблицах 5 и 6. 

5. Мс = 0 
Момент переключе-

ния 
Му max, 

Н·м дК  

0tW =  683,5 2,00 
/ 4t pW =  860 2,52 

/ 2t pW =  1120 3,28 

3 / 4t pW =  1305 3,82 
t pW =  1365 4,00 
5 / 4t pW =  1290 3,77 

3 / 2t pW =  1092 3,20 

7 / 4t pW =  
831 2,43 

2t pW =  
683,5 2,00 

6. Мс = 0,15 Мm  
Момент переключе-

ния 
Му max, 

Н·м дК  

0tW =  676 1,95 
/ 4t pW =  855 2,48 

/ 2t pW =  1117 3,23 

3 / 4t pW =  1304 3,78 
t pW =  1365 3,95 
5 / 4t pW =  1289 3,73 

3 / 2t pW =  1090 3,16 

7 / 4t pW =  
826 2,39 

2t pW =  
676 1,95 

График зависимости коэффициента дина-
мичности от начальных условий в момент тор-
можения для 1 / 13дJ J =  представлен на рис. 8. 

 
Рис. 8. Зависимость коэффициента 

динамичности от начальных условий 
в момент торможения 1 / 13дJ J =  

Для управления процессом переключе-
ния  необходимо стремиться к тому, чтобы 
оно осуществлялось. по возможности, в мо-
менты времени 2 np /W . Для этого вначале 
следует найти период колебаний Т из фор-

мулы 2 ,
T
p

W =  а дальше рассчитать, сколько 

периодов этой частоты укладывается за 
время разгона двигателя до скорости отсеч-
ки,  когда он переходит на жёсткий участок 
экскаваторной механической характеристи-
ки, которая несложно формируется элек-
троприводом ПЧ-АД. Если при этом  число 
периодов  окажется дробным, используется 
только целая часть, выяснив, до какой ско-
рости можно разогнаться за это целое число 
периодов. На этом основании составляется  
программа работы процессора, который и 
будет таким образом управлять приводом. 

Для нашего конкретного случая с при-
ведёнными данными механизма поворота 
частота колебаний  составляет 58,3 с-1, а 
скорость, до которой должен разогнаться 
двигатель за целое число периодов (16) 93,7 
рад/с. Погрешность  по скорости  при этом 
составляет 1,5 %. 
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Выводы. Очевидно, что с увеличением 
J1 возрастает амплитуда колебаний скорости 
двигателя и максимальное значение момен-
та упругой деформации, однако коэффици-
ент динамичности не изменяется. Он зави-
сит главным образом от начальных условий, 
поэтому желательно обеспечить переклю-
чение в моменты времени,  кратные периоду 
колебаний. Наличие статического момента 
приводит к снижению динамических нагру-
зок, особенно при малых значениях момента 
инерции J1. 

Задавая в программе управляющего 
электроприводом микропроцессора  значе-
ние времени разгона, кратным числу перио-
дов колебаний, а после этого подавая ко-
манду на переключение для торможения, 
можно существенно снизить динамические 
нагрузки в кинематических передачах при 
незначительной погрешности управления. 

Разработка алгоритма управления элек-
троприводом для  существенного снижения 
нагрузок при переходе к торможению пред-
ставляет собой этап последующего исследо-
вания. 
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