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Ɂɚɩɪɨɩɨɧɨɜɚɧɨ ɦɟɬɨɞ ɩɪɨɟɤɬɭɜɚɧɧɹ ɪɿɜɧɨɧɚɩɪɭɠɟɧɢɯ ɜɭɡɥɿɜ ɰɢɥɿɧɞɪɢɱɧɢɯ ɪɟɡɟɪɜɭɚɪɿɜ, ɳɨ 
ɦɿɫɬɹɬɶ ɩɥɨɫɤɿ ɤɪɭɝɥɿ ɩɥɚɫɬɢɧɢ ɡɦɿɧɧɨʀ ɬɨɜɳɢɧɢ, ɮɨɪɦɚ ɞɿɚɦɟɬɪɚɥɶɧɢɯ ɩɟɪɟɪɿɡɿɜ ɹɤɢɯ 
ɦɨɞɟɥɸєɬɶɫɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦ Ƚɚɭɫɫɚ. Ⱦɥɹ ɪɿɲɟɧɧɹ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɜɢɝɢɧɭ ɰɢɯ ɩɥɚɫɬɢɧ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭɸɬɶɫɹ 
ɜɢɪɨɞɠɟɧɿ ɝɿɩɟɪɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɿ ɮɭɧɤɰɿʀ Ʉɭɦɦɟɪɚ ɬɚ ɍʀɬɬɟɤɟɪɚ. 
 
Ʉɥɸɱɨɜɿ ɫɥɨɜɚ: ɪɿɜɧɨɧɚɩɪɭɠɟɧɿ ɞɟɬɚɥɿ,  ɩɥɚɫɬɢɧɢ ɡɦɿɧɧɨʀ ɬɨɜɳɢɧɢ, ɋȺɉɊ 
 

ɉɪɢ ɪɨɡɪɨɛɰɿ ɬɚ ɤɨɧɫɬɪɭɸɜɚɧɧɿ ɧɨɜɢɯ ɞɟɬɚɥɟɣ ɦɚɲɢɧ ɩɪɨɟɤɬɭɜɚɥɶɧɢɤ ɩɨɜɢɧɟɧ ɡɚɜɠɞɢ 
ɩɪɚɝɧɭɬɢ ɞɨ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨʀ ɟɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɿ ɩɪɨɟɤɬɭ. Ɉɞɧɿєɸ ɡ ɬɚɤɢɯ ɫɤɥɚɞɨɜɢɯ є ɜɢɦɨɝɚ 
ɡɚɛɟɡɩɟɱɟɧɧɹ ɪɿɜɧɨɧɚɩɪɭɠɟɧɨɫɬɿ ɞɟɬɚɥɟɣ, ɳɨ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭє ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹ 
«ɨɩɿɪ / ɦɚɫɚ» ɿ, ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ, ɦɿɧɿɦɚɥɶɧɭ ɦɚɬɟɪɿɚɥɨɦɿɫɬɤɿɫɬɶ ɜɢɪɨɛɢ ɜ ɰɿɥɨɦɭ. 

ɇɚ ɠɚɥɶ, ɞɨɦɨɝɬɢɫɹ ɩɨɜɧɨʀ ɪɿɜɧɨɫɬɿ ɧɚɩɪɭɝ ɭ ɜɫɿɯ ɬɨɱɤɚɯ ɞɟɬɚɥɿ ɧɟɦɨɠɥɢɜɨ ɧɚɜɿɬɶ ɞɥɹ 
ɫɬɚɬɢɱɧɨʀ ɡɚɞɚɱɿ. ɐɟ ɩɨɹɫɧɸєɬɶɫɹ ɪɿɡɧɢɦ ɜɩɥɢɜɨɦ ɧɚɜɚɧɬɚɠɟɧɧɹ ɧɚ ɨɤɪɟɦɿ ɟɥɟɦɟɧɬɢ ɞɟɬɚɥɟɣ 
ɫɤɥɚɞɧɨʀ ɮɨɪɦɢ, ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɿɫɬɸ ʀɯ ɦɚɬɟɪɿɚɥɭ ɬɚ ɿɧɲɢɦɢ ɤɨɧɫɬɪɭɤɬɢɜɧɢɦɢ ɿ ɬɟɯɧɨɥɨɝɿɱɧɢɦɢ 

ɨɫɨɛɥɢɜɨɫɬɹɦɢ. ȱ ɛɭɞɶ-ɹɤɟ ɧɚɦɚɝɚɧɧɹ ɫɩɪɨɟɤɬɭɜɚɬɢ ɪɿɜɧɨ ɧɚɩɪɭɠɟɧɭ ɞɟɬɚɥɶ є ɥɢɲɟ ɫɩɪɨɛɨɸ 
ɜɢɪɿɲɢɬɢ ɩɪɨɛɥɟɦɭ ɡɚ ɪɚɯɭɧɨɤ ɜɚɪɿɸɜɚɧɧɹ ɨɞɧɿєɸ ɡ ɨɫɧɨɜɧɢɯ ɤɨɧɫɬɪɭɤɬɢɜɧɢɯ ɯɚɪɚɤɬɟɪɢɫɬɢɤ, 
ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɬɨɜɳɢɧɨɸ ɟɥɟɦɟɧɬɚ ɤɨɧɫɬɪɭɤɰɿʀ. ɇɚɩɪɢɤɥɚɞ, ɩɨɫɭɞɢɧɢ, ɳɨ ɩɪɚɰɸɸɬɶ ɩɿɞ ɬɢɫɤɨɦ, 
ɦɚɸɬɶ ɤɨɪɩɭɫ, ɹɤɢɣ ɫɤɥɚɞɚєɬɶɫɹ ɡ ɨɛɨɥɨɧɨɤ.  

ȼ ɛɿɥɶɲɨɫɬɿ ɜɢɩɚɞɤɿɜ ɩɨɥɹ ɧɚɩɪɭɠɟɧɶ, ɹɤɿ ɜ ɧɢɯ ɜɢɧɢɤɚɸɬɶ, ɫɭɬɬєɜɨ ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɿ. Ɉɬɠɟ, 
ɩɪɚɤɬɢɱɧɨ ɧɟɦɨɠɥɢɜɚ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿɹ ɦɚɫɢ ɤɨɪɩɭɫɧɢɯ ɤɨɧɫɬɪɭɤɰɿɣ ɛɟɡ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɜ ɧɢɯ ɟɥɟɦɟɧɬɿɜ 
ɡɦɿɧɧɨʀ ɬɨɜɳɢɧɢ [1]. 

Ɂɚ ɭɦɨɜɚɦɢ ɧɚɜɚɧɬɚɠɟɧɧɹ ɬɚɤɢɯ ɨɛ'єɤɬɿɜ ɧɚɣɛɿɥɶɲ ɧɚɩɪɭɠɟɧɢɦ ɞɿɥɹɧɤɨɸ є ɦɿɫɰɹ ɫɬɢɤɭ 
(ɧɚɣɱɚɫɬɿɲɟ, ɡɜɚɪɸɜɚɧɧɹ) ɨɛɢɱɚɣɤɢ ɿ ɞɧɢɳɚ Д2Ж. Ɋɨɡɪɚɯɭɧɤɢ ɧɚ ɦɿɰɧɿɫɬɶ ɩɨɤɚɡɭɸɬɶ, ɳɨ ɫɚɦɟ ɜ 
ɰɶɨɦɭ ɦɿɫɰɿ ɬɨɜɳɢɧɚ ɞɧɢɳɚ ɩɨɜɢɧɧɚ ɛɭɬɢ ɧɚɣɛɿɥɶɲɨɸ, ɳɨ ɩɪɢɡɜɨɞɢɬɶ ɞɨ ɜɟɥɶɦɢ 
ɧɟɬɟɯɧɨɥɨɝɿɱɧɢɯ ɪɿɲɟɧɶ: ɜɢɝɨɬɨɜɥɹɬɢ ɞɧɢɳɚ ɩɨɫɭɞɢɧ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɤɪɭɝɥɢɯ ɩɥɚɫɬɢɧ ɿɡ ɡɦɿɧɧɨɸ ɜɿɞ 
ɰɟɧɬɪɭ ɞɨ ɤɪɚɸ ɬɨɜɳɢɧɨɸ. 

ɉɪɢɪɨɞɧɨ ɩɪɢɩɭɫɬɢɬɢ, ɳɨ ɤɨɧɫɬɪɭɤɰɿɸ ɬɚɤɨɝɨ ɜɢɪɨɛɭ ɨɞɟɪɠɭɸɬɶ ɜ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿ ɫɤɥɚɞɧɢɯ 
ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɿɜ ɡɚ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦɢ ɨɩɨɪɭ ɦɚɬɟɪɿɚɥɿɜ, ɹɤɿ є ɧɟɨɞɧɨɪɿɞɧɢɦɢ ɞɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɢɦɢ ɪɿɜɧɹɧɧɹɦɢ 
ɞɪɭɝɨɝɨ ɫɬɭɩɟɧɹ Д3Ж. Ɋɿɲɟɧɧɹ ɬɚɤɢɯ ɪɿɜɧɹɧɶ ɞɥɹ ɤɨɧɤɪɟɬɧɢɯ ɨɛ'єɤɬɿɜ ɡɚɩɢɫɭɸɬɶ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɫɭɦɢ 
ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɿ ɱɚɫɬɢɧɧɨɝɨ ɪɿɲɟɧɶ, ɬɨɛɬɨ ɜɨɧɨ ɫɤɥɚɞɚєɬɶɫɹ ɡ ɞɜɨɯ ɥɿɧɿɣɧɨ ɧɟɡɚɥɟɠɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ Д4Ж. 
Ɉɞɧɚɤ, ɬɚɤɿ ɩɿɞɯɨɞɢ ɧɟ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭɸɬɶ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿɸ ɤɨɧɫɬɪɭɤɰɿɣ ɩɨɫɭɞɢɧ, ɨɫɤɿɥɶɤɢ ɨɞɟɪɠɭɜɚɧɿ ɩɪɢ 
ɰɶɨɦɭ ɞɟɬɚɥɿ ɿ ɜɭɡɥɢ ɨɞɧɚɤɨɜɨɝɨ ɧɚɩɪɭɠɟɧɧɹ ɳɟ ɧɟ ɝɚɪɚɧɬɭɸɬɶ ɨɞɧɨɱɚɫɧɨɝɨ ɞɨɫɹɝɧɟɧɧɹ 
ɦɿɧɿɦɚɥɶɧɨʀ ɦɚɫɢ ɦɚɣɛɭɬɧɶɨɝɨ ɨɛ'єɤɬɚ Д5Ж. ɍ ɬɨɣ ɠɟ ɱɚɫ, ɿɫɧɭє ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɣ ɚɩɚɪɚɬ 
ɝɿɩɟɪɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ, ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɹɤɨɝɨ ɩɨɞɿɛɧɚ ɩɪɨɛɥɟɦɚ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɜɢɪɿɲɟɧɚ. 

Ⱦɥɹ ɨɞɧɨɱɚɫɧɨɝɨ ɞɨɫɹɝɧɟɧɧɹ ɪɿɜɧɨɧɚɩɪɭɠɟɧɨɫɬɿ ɿ ɦɿɧɿɦɚɥɶɧɨʀ ɦɚɫɢ ɫɤɥɚɞɧɨɝɨ ɤɨɪɩɭɫɧɨɝɨ 
ɜɢɪɨɛɭ ɡɚɩɪɨɩɨɧɨɜɚɧɨ ɦɟɬɨɞ, ɹɤɢɣ ɜɪɚɯɨɜɭє ɨɛɢɞɜɿ ɜɢɦɨɝɢ ɬɚ ɛɚɡɭєɬɶɫɹ ɧɚ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɭ ɩɥɚɫɬɢɧ 
ɪɿɡɧɨʀ ɬɨɜɳɢɧɢ.  

Ɋɨɡɝɥɹɞɚɥɢ ɜ ɹɤɨɫɬɿ ɩɪɢɤɥɚɞɭ ɤɨɪɩɭɫɧɿ ɞɟɬɚɥɿ ɬɢɩɭ «ɤɪɭɝɥɚ ɠɨɪɫɬɤɨ ɡɚɳɟɦɥɟɧɚ ɩɥɚɫɬɢɧɚ». 
Ɂɦɿɧɭ ɬɨɜɳɢɧɢ ɞɥɹ ɬɚɤɢɯ ɞɟɬɚɥɟɣ ɜ ɞɚɜɚɥɶɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɿ ɜ ɡɚɝɚɥɶɧɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɡɚɩɢɫɭɸɬɶ ɹɤ 
ɮɭɧɤɰɿɸ Ƚɚɭɫɚ [1, 3Ж: 
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Rnrr  ,                                                         (1) 
ɞɟ: δ0 – ɬɨɜɳɢɧɚ ɩɥɚɫɬɢɧɢ ɜ ɰɟɧɬɪɿ ɩɪɢ r = 0. 
ɉɚɪɚɦɟɬɪ n ɜ ɪɿɜɧɹɧɧɿ (1) ɜɢɡɧɚɱɚє ɿɧɬɟɧɫɢɜɧɿɫɬɶ ɡɦɿɧɢ ɬɨɜɳɢɧɢ ɤɪɭɝɥɨʀ ɩɥɚɫɬɢɧɢ ɜ 

ɪɚɞɿɚɥɶɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ. ȼ ɤɨɥɨɜɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ ɬɨɜɳɢɧɚ ɡɚɥɢɲɚєɬɶɫɹ ɩɨɫɬɿɣɧɨɸ, ɬɨɛɬɨ ɮɨɪɦɚ 
ɩɥɚɫɬɢɧɢ ɩɟɪɟɞɛɚɱɚєɬɶɫɹ ɨɫɟɫɢɦɟɬɪɢɱɧɨɸ. 

Ɏɨɪɦɢ ɩɨɜɟɪɯɨɧɶ ɡ ɩɚɪɚɦɟɬɪɨɦ n < 0 ɦɨɠɧɚ ɪɟɤɨɦɟɧɞɭɜɚɬɢ ɞɥɹ ɤɪɭɝɥɢɯ ɩɥɚɫɬɢɧ, ɳɨ 
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ɡɝɢɧɚɸɬɶɫɹ ɩɨɩɟɪɟɱɧɢɦ ɧɚɜɚɧɬɚɠɟɧɧɹɦ p ɩɪɢ ɠɨɪɫɬɤɨɦɭ ɡɚɳɟɦɥɟɧɧɿ ʀɯ ɤɨɧɬɭɪɭ, ɤɨɥɢ ɧɚ ɤɨɧɬɭɪɿ 
ɞɿє ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɢɣ ɜɢɝɢɧɚɥɶɧɢɣ ɦɨɦɟɧɬ. ɉɪɢ ɲɚɪɧɿɪɧɨɦɭ ɡɚɤɪɿɩɥɟɧɧɿ ɤɨɧɬɭɪɭ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɢɣ 
ɜɢɝɢɧɚɥɶɧɢɣ ɦɨɦɟɧɬ ɜɢɧɢɤɚє ɜ ɰɟɧɬɪɿ ɩɥɚɫɬɢɧɢ, ɿ ɤɪɚɳɨɸ ɫɬɚє ɮɨɪɦɚ ɡ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɸ 
ɬɨɜɳɢɧɨɸ ɜ ɰɟɧɬɪɿ, ɤɨɥɢ n > 0. 

ɉɪɢ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ ɮɨɪɦɢ ɞɿɚɦɟɬɪɚɥɶɧɨɝɨ ɩɟɪɟɪɿɡɭ ɤɪɭɝɥɨʀ ɩɥɚɫɬɢɧɤɢ ɩɪɚɝɧɭɥɢ ɞɨ ɦɿɧɿɦɿɡɚɰɿʀ 
ʀʀ ɦɚɫɢ, ɹɤɚ ɜɢɡɧɚɱɚєɬɶɫɹ ɨɛɫɹɝɨɦ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɨɝɨ ɦɚɬɟɪɿɚɥɭ.  

Ɏɨɪɦɭɥɚ, ɳɨ ɜɢɡɧɚɱɚє ɡɦɿɧɭ ɬɨɜɳɢɧɢ ɬɚɤɨʀ ɩɥɚɫɬɢɧɢ ɜ ɪɚɞɿɚɥɶɧɨɦɭ ɧɚɩɪɹɦɤɭ, ɨɬɪɢɦɚɧɚ ɡ 
(1) ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ:  
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Ⱦɢɮɟɪɟɧɰɿɚɥɶɧɟ ɪɿɜɧɹɧɧɹ ɨɫɟɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɨɝɨ ɜɢɝɢɧɭ ɬɚɤɨʀ ɩɥɚɫɬɢɧɢ ɩɪɢ ɪɿɜɧɨɦɿɪɧɨ 
ɪɨɡɩɨɞɿɥɟɧɨɦɭ ɧɚɜɚɧɬɚɠɟɧɧɿ (ɬɢɫɤɭ) ɪ ɳɨɞɨ ɤɭɬɚ ɩɨɜɨɪɨɬɭ ɧɨɪɦɚɥɿ ɞɨ ɫɟɪɟɞɢɧɧɨʀ ɩɨɜɟɪɯɧɿ φ ɦɚє 
ɞɪɭɝɢɣ ɩɨɪɹɞɨɤ Д5Ж: 
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Ɂɚɝɚɥɶɧɟ ɪɿɲɟɧɧɹ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ (3) (ɩɪɢ ɪɿɜɧɨɫɬɿ ɧɭɥɸ ɩɪɚɜɨʀ ɱɚɫɬɢɧɿ) ɡɚɞɚɧɟɬɫɹ 
ɫɬɚɬɢɱɧɢɦ ɪɹɞɨɦ, ɳɨ ɩɪɢ ɩɪɚɤɬɢɱɧɢɯ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɚɯ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɹє ɩɟɜɧɿ ɨɛɱɢɫɥɸɜɚɥɶɧɿ ɬɪɭɞɧɨɳɿ. 
Ⱦɥɹ ɡɚɫɬɨɫɭɜɚɧɧɹ ɜ ɋȺɉɊ ɪɿɜɧɨɧɚɩɪɭɠɟɧɢɯ ɞɟɬɚɥɟɣ ɪɿɲɟɧɧɹ ɰɶɨɝɨ ɨɞɧɨɪɿɞɧɨɝɨ ɪɿɜɧɹɧɧɹ 
ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɨ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɜɢɪɨɞɠɟɧɢɯ ɝɿɩɟɪɝɟɨɦɟɬɪɢɱɧɢɯ ɮɭɧɤɰɿɣ ɍɿɬɬɟɤɟɪɚ Mk,γ(z), Wk, γ(z) Д5Ж 

Ɂɚɩɪɨɩɨɧɨɜɚɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɟɤɫɩɨɧɟɧɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ Ƚɚɭɫɫɚ ɞɨɡɜɨɥɹє ɜɢɡɧɚɱɚɬɢ 
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɭ (ɪɿɜɧɨɧɚɩɪɭɠɟɧɿɫɬɶ, ɦɿɧɿɦɚɥɶɧɭ ɦɚɫɭ) ɮɨɪɦɭ ɫɭɰɿɥɶɧɢɣ ɤɪɭɝɥɨʀ ɩɥɚɫɬɢɧɢ ɡ 
ɞɨɜɿɥɶɧɢɦ ɡɚɤɪɿɩɥɟɧɧɹɦ ɩɨ ɡɨɜɧɿɲɧɶɨɦɭ ɤɨɧɬɭɪɭ. Ɇɨɞɟɥɶ ɞɨɡɜɨɥɹє ɜɿɞɨɛɪɚɠɚɬɢ ɬɚɤɟ 
ɡɚɤɪɿɩɥɟɧɧɹ ɜ ɩɪɨɦɿɠɤɭ ɜɿɞ ɚɛɫɨɥɸɬɧɨ ɜɿɥɶɧɨɝɨ (ɲɚɪɧɿɪɧɨɝɨ ɨɛɩɢɪɚɧɧɹ) ɞɨ ɚɛɫɨɥɸɬɧɨ 
ɠɨɪɫɬɤɨɝɨ (ɡɚɳɟɦɥɟɧɧɨɝɨ). 

Ɋɟɡɭɥɶɬɚɬɨɦ ɞɨɫɥɿɞɠɟɧɧɹ є ɩɿɞɬɜɟɪɞɠɟɧɧɹ ɟɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɿ ɜɢɤɨɪɢɫɬɚɧɧɹ ɦɟɬɨɞɭ ɨɩɬɢɦɿɡɚɰɿʀ 
ɮɨɪɦɢ ɤɪɭɝɥɨʀ ɩɥɚɫɬɢɧɢ ɡɦɿɧɧɨʀ ɬɨɜɳɢɧɢ, ɳɨ ɩɨɥɹɝɚє ɜ ɩɟɪɟɯɨɞɿ ɜɿɞ ɮɿɤɫɨɜɚɧɨʀ ɬɨɜɳɢɧɢ 
ɩɥɚɫɬɢɧɤɢ ɜ ʀʀ ɰɟɧɬɪɿ ɞɨ ʀʀ ɮɿɤɫɨɜɚɧɨɦɭ ɨɛɫɹɝɭ. Ɋɟɡɭɥɶɬɚɬ ɬɚɤɨɠ ɞɨɩɨɜɧɸє ɦɨɞɟɥɶ ɜɢɝɢɧɭ ɤɪɭɝɥɨʀ 
ɩɥɚɫɬɢɧɢ ɡɦɿɧɧɨʀ ɬɨɜɳɢɧɢ ɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɟɤɫɩɨɧɟɧɰɿɣɧɨʀ ɮɭɧɤɰɿʀ Ƚɚɭɫɫɚ, ɳɨ ɜɪɚɯɨɜɭє ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ 
ɬɨɜɳɢɧɢ ɜ ɰɟɧɬɪɿ ɩɥɚɫɬɢɧɤɢ ɜɿɞ ʀʀ ɨɛɫɹɝɭ, ɳɨ ɜɢɤɨɪɢɫɬɨɜɭєɬɶɫɹ ɜ ɪɚɦɤɚɯ ɡɚɩɪɨɩɨɧɨɜɚɧɨɝɨ 
ɦɟɬɨɞɭ. 
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Mathematical modeling and optimization of CAD equal-tensied machine parts   

A method is proposed for the design of welded joints of cylindrical tanks containing planar circular 

plates of variable thickness, the shape of the diametrical cross-sections of which is modeled by the 
Gauss equation. To solve the bending equation for these plates, we use the degenerate hypergeometric 

functions of Kummer and Whittaker.  
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ɇɚɰɢɨɧɚɥɶɧɵɣ ɚɷɪɨɤɨɫɦɢɱɟɫɤɢɣ ɭɧɢɜɟɪɫɢɬɟɬ ɢɦ. ɇ.ȿ. ɀɭɤɨɜɫɤɨɝɨ «ɏȺɂ»
ɍɤɪɚɢɧɚ ɝ. ɏɚɪɶɤɨɜ

.

Ɋɚɫɫɦɨɬɪɟɧɨ ɨɛɴɟɞɢɧɟɧɢɟ ɦɟɬɨɞɨɥɨɝɢɣ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɡɧɚɧɢɹɦɢ ɢ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɩɪɨɟɤɬɚɦɢ ɫ ɰɟɥɶɸ 
ɫɨɤɪɚɳɟɧɢɹ ɫɪɨɤɨɜ ɢ ɡɚɬɪɚɬ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɩɪɨɟɤɬɨɜ, ɦɢɧɢɦɢɡɚɰɢɢ ɩɪɨɟɤɬɧɵɯ ɪɢɫɤɨɜ, ɫɨɤɪɚɳɟɧɢɹ 
ɫɪɨɤɨɜ ɩɪɢɧɹɬɢɹ ɭɩɪɚɜɥɟɧɱɟɫɤɢɯ ɪɟɲɟɧɢɣ, ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ ɧɚɤɨɩɥɟɧɧɵɯ ɡɧɚɧɢɣ ɜ ɧɨɜɵɯ ɩɪɨɟɤɬɚɯ. 
ɉɪɟɞɥɨɠɟɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɡɧɚɧɢɹɦɢ ɦɭɥɶɬɢɩɪɨɟɤɬɚ ɨɫɧɨɜɚɧɧɚɹ ɧɚ ɤɨɦɩɥɢɦɟɧɬɚɪɧɵɯ 
ɡɧɚɧɢɹɯ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ. 

Ʉɥɸɱɟɜɵɟ ɫɥɨɜɚ: ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɦɭɥɶɬɢɩɪɨɟɤɬɨɦ, ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɡɧɚɧɢɹɦɢ, ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ 
ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ).

ȼ ɫɨɜɪɟɦɟɧɧɵɯ ɩɪɟɭɫɩɟɜɚɸɳɢɯ ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɹɯ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɡɧɚɧɢɹɦɢ ɫɬɚɜɢɬɫɹ ɜɨ ɝɥɚɜɭ ɭɝɥɚ. 
ɍɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɡɧɚɧɢɹɦɢ ɩɨɡɜɨɥɹɟɬ ɨɩɟɪɚɬɢɜɧɨ ɧɚɯɨɞɢɬɶ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɵɟ ɪɟɲɟɧɢɹ, ɩɨɜɵɫɢɬɶ 
ɤɨɧɤɭɪɟɧɬɨɫɩɨɫɨɛɧɨɫɬɶ, ɫɨɤɪɚɬɢɬɶ ɫɪɨɤɢ ɩɪɢɧɹɬɢɹ ɪɟɲɟɧɢɣ. ȼ ɜɟɤ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɵɯ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɣ 
ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɡɧɚɧɢɹɦɢ ɧɟ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɵɦ ɛɟɡ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɣ ɢ ɂɧɬɟɪɧɟɬɚ. 
ɂɧɮɨɪɦɚɰɢɨɧɧɵɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɢ ɭɫɤɨɪɹɸɬ ɩɪɨɰɟɫɫ ɩɨɢɫɤɚ ɢ ɨɛɦɟɧɚ ɡɧɚɧɢɹɦɢ, ɫɨɡɞɚɸɬ ɨɫɧɨɜɭ ɞɥɹ 
ɩɨɥɭɱɟɧɢɹ ɧɨɜɵɯ ɡɧɚɧɢɣ. ȼɧɟɞɪɟɧɢɟ ɬɟɯɧɨɥɨɝɢɣ ɜ ɫɢɫɬɟɦɭ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɡɧɚɧɢɹɦɢ ɩɪɟɞɩɪɢɹɬɢɹ 
ɞɨɥɠɧɨ ɩɪɟɞɭɫɦɚɬɪɢɜɚɬɶ ɬɨ, ɱɬɨ ɞɥɹ ɩɨɩɨɥɧɟɧɢɹ ɢ ɩɨɥɭɱɟɧɢɹ ɧɨɜɵɯ ɡɧɚɧɢɣ ɷɤɫɩɟɪɬɵ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ 
ɨɛɥɚɫɬɟɣ ɞɨɥɠɧɵ ɛɵɬɶ ɫɩɨɫɨɛɧɵ ɛɟɡ ɫɩɟɰɢɚɥɶɧɨɣ ɩɨɞɝɨɬɨɜɤɢ ɜ ɨɛɥɚɫɬɢ ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɢɹ ɡɧɚɧɢɣ, 
ɜɵɹɜɥɹɬɶ ɢ ɦɚɧɢɩɭɥɢɪɨɜɚɬɶ ɢɦɢ.

ɋ ɞɪɭɝɨɣ ɫɬɨɪɨɧɵ ɩɪɟɞɩɪɢɹɬɢɹ, ɡɚɧɢɦɚɸɳɢɟɫɹ ɪɚɡɪɚɛɨɬɤɨɣ ɢ ɢɡɝɨɬɨɜɥɟɧɢɟ ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɢɯ 
ɫɢɫɬɟɦ, ɤɚɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, ɪɭɤɨɜɨɞɫɬɜɭɸɬɫɹ ɜ ɫɜɨɟɣ ɞɟɹɬɟɥɶɧɨɫɬɢ ɦɟɬɨɞɨɥɨɝɢɟɣ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɩɪɨɟɤɬɚɦɢ. 
ɉɪɨɝɪɚɦɦɧɨɟ ɨɛɟɫɩɟɱɟɧɢɟ ɩɨ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɸ ɩɪɨɟɤɬɚɦɢ ɫɨɫɪɟɞɨɬɨɱɟɧɨ ɧɚ ɚɜɬɨɦɚɬɢɡɚɰɢɢ ɩɪɨɰɟɫɫɨɜ 
ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɩɪɨɟɤɬɚɦɢ ɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɢ ɫ ɬɪɟɛɨɜɚɧɢɹɦɢ PЫШУОМЭ MКЧКРОЦОЧЭ IЧЬЭТЭЮЭО (PMI) ɢ 
ɫɬɚɧɞɚɪɬɚɦɢ Д1Ж.

ɉɪɨɟɤɬɵ ɦɨɠɧɨ ɪɚɡɞɟɥɢɬɶ ɧɚ ɦɨɧɨɩɪɨɟɤɬɵ, ɦɭɥɶɬɢɩɪɨɟɤɬɵ ɢ ɩɪɨɝɪɚɦɦɵ. ɉɨɞ 
ɦɭɥɶɬɢɩɪɨɟɤɬɨɦ ɛɭɞɟɦ ɩɨɧɢɦɚɬɶ ɤɨɦɩɥɟɤɫɧɵɣ ɩɪɨɟɤɬ, ɫɨɫɬɨɹɳɢɣ ɢɡ ɪɹɞɚ ɜɡɚɢɦɨɫɜɹɡɚɧɧɵɯ 
ɦɨɧɨɩɪɨɟɤɬɨɜ, ɨɛɴɟɞɢɧɟɧɧɵɯ ɨɞɧɨɣ ɰɟɥɶɸ . ɋɨɜɪɟɦɟɧɧɵɦ ɩɪɟɞɩɪɢɹɬɢɹɦ, ɤɚɤ ɩɪɚɜɢɥɨ, 
ɩɪɢɯɨɞɢɬɫɹ ɭɩɪɚɜɥɹɬɶ ɧɟ ɨɞɧɢɦ, ɚ ɧɟɫɤɨɥɶɤɢɦ ɩɪɨɟɤɬɚɦɢ ɨɞɧɨɜɪɟɦɟɧɧɨ. ɂɧɨɝɞɚ ɷɬɢ ɩɪɨɟɤɬɵ 
ɜɡɚɢɦɨɫɜɹɡɚɧɵ ɦɟɠɞɭ ɫɨɛɨɣ, ɬɚɤɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ, ɰɟɥɟɫɨɨɛɪɚɡɧɨ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɨɩɵɬɚ ɪɚɧɟɟ 
ɪɟɚɥɢɡɨɜɚɧɧɵɯ ɩɪɨɟɤɬɨɜ ɜ ɬɟɤɭɳɟɦ ɩɪɨɟɤɬɟ. ȼ ɩɨɞɨɛɧɵɯ ɫɥɭɱɚɹɯ ɬɪɟɛɭɟɬɫɹ ɩɪɢɦɟɧɟɧɢɟ ɦɟɬɨɞɨɜ 
ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɡɧɚɧɢɹɦɢ. Ɍ.ɟ. ɜ ɨɪɝɚɧɢɡɚɰɢɹɯ, ɡɚɧɢɦɚɸɳɢɯɫɹ ɩɪɨɟɤɬɧɨɣ ɞɟɹɬɟɥɶɧɨɫɬɶɸ ɞɨɥɠɧɚ 
ɫɭɳɟɫɬɜɨɜɚɬɶ ɫɢɫɬɟɦɚ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɡɧɚɧɢɹɦɢ. ɋɢɫɬɟɦɚ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɡɧɚɧɢɹɦɢ ɩɥɚɧ ɪɚɛɨɬɵ 
ɩɪɟɞɩɪɢɹɬɢɹ, ɤɨɬɨɪɵɣ ɧɚɩɪɚɜɥɟɧ ɧɚ ɩɨɜɵɲɟɧɢɟ ɷɮɮɟɤɬɢɜɧɨɫɬɢ ɜɨɡɜɪɚɬɚ ɢɧɜɟɫɬɢɰɢɣ; ɫɧɢɠɟɧɢɟ 
ɡɚɬɪɚɬ ɩɪɟɞɩɪɢɹɬɢɹ ɡɚ ɫɱɟɬ ɡɚɤɪɟɩɥɟɧɢɹ ɢ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɹ ɭɠɟ ɢɦɟɸɳɟɝɨɫɹ ɨɩɵɬɚ; ɭɫɤɨɪɟɧɢɟ 
ɩɪɢɧɹɬɢɹ ɭɩɪɚɜɥɟɧɱɟɫɤɢɯ ɪɟɲɟɧɢɣ; ɭɫɬɪɚɧɟɧɢɟ ɩɨɬɟɪɶ ɜɚɠɧɨɣ ɞɥɹ ɛɢɡɧɟɫɚ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɢ; ɫɨɡɞɚɧɢɟ 
ɢɧɧɨɜɚɰɢɨɧɧɵɯ ɬɨɜɚɪɨɜ ɢ ɭɫɥɭɝ; ɩɪɢɨɛɪɟɬɟɧɢɟ ɭɫɬɨɣɱɢɜɨɝɨ ɤɨɧɤɭɪɟɧɬɧɨɝɨ ɩɪɟɢɦɭɳɟɫɬɜɚ; 
ɫɨɡɞɚɧɢɟ ɰɟɧɧɨɫɬɢ ɢ ɞɚɥɶɧɟɣɲɟɟ ɪɚɡɜɢɬɢɟ Д4Ж. 

ȼ ɧɚɫɬɨɹɳɟɣ ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɡɧɚɧɢɹɦɢ ɦɭɥɶɬɢɩɪɨɟɤɬɚ ɧɚ ɨɫɧɨɜɟ 
ɤɨɦɩɥɢɦɟɧɬɚɪɧɵɯ ɡɧɚɧɢɣ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ, ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɧɚɹ ɧɚ ɪɢɫɭɧɤɟ 1. ɇɚ ɪɢɫɭɧɤɟ 1 
ɩɪɟɞɫɬɚɜɥɟɧɨ ɩɟɪɟɫɟɱɟɧɢɟ ɨɛɥɚɫɬɟɣ ɡɧɚɧɢɣ, ɞɨɩɨɥɧɹɸɳɢɯ ɢ ɩɨɞɞɟɪɠɢɜɚɸɳɢɯ ɩɪɨɰɟɫɫ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ 
ɦɭɥɶɬɢɩɪɨɟɤɬɨɦ. 

Ʉɨɦɩɥɢɦɟɧɬɚɪɧɵɟ ɡɧɚɧɢɹ ɜɡɚɢɦɨɞɟɣɫɬɜɢɹ ɨɛɥɚɫɬɢ ɫɢɫɬɟɦɵ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɡɧɚɧɢɹɦɢ ɢ ɨɛɥɚɫɬɢ 
ɡɧɚɧɢɣ ɩɨ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɸ ɩɪɨɟɤɬɚɦɢ ɜɤɥɸɱɚɟɬ ɮɭɧɞɚɦɟɧɬɚɥɶɧɵɟ ɡɧɚɧɢɹ, ɨɧɬɨɥɨɝɢɢ, ɦɟɬɨɞɵ 
ɮɨɪɦɚɥɢɡɚɰɢɢ, ɨɩɵɬ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɩɪɨɟɤɬɨɜ, ɦɟɬɨɞɵ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɹ ɧɚɭɱɧɨ ɬɟɯɧɢɱɟɫɤɨɣ ɢɧɮɨɪɦɚɰɢɟɣ, 
ɤɨɦɦɟɪɱɟɫɤɨɟ ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟ ɡɧɚɧɢɣ, ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɢɧɬɟɥɥɟɤɬɭɚɥɶɧɨɣ ɫɨɛɫɬɜɟɧɧɨɫɬɶ ɢ ɞɪɭɝɢɟ 
ɩɭɧɤɬɵ, ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵɟ ɞɥɹ ɭɫɩɟɲɧɨɣ ɪɟɚɥɢɡɚɰɢɢ ɦɭɥɶɬɢɩɪɨɟɤɬɚ.

Ɂɧɚɧɢɹ ɩɨ ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɸ ɩɪɨɟɤɬɚɦɢ ɜɤɥɸɱɚɸɬ:
ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɢɧɬɟɝɪɚɰɢɟɣ;
ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɱɟɥɨɜɟɱɟɫɤɢɦɢ ɪɟɫɭɪɫɚɦɢ;
ɭɩɪɚɜɥɟɧɢɟ ɡɚɬɪɚɬɚɦɢ;


