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У статті розглянуті моделі календарного 
планування, за допомогою яких можна підвищи-
ти ефективність управління будівельними про-
ектами. На основі розроблених моделей плану-
вання оптимального розміщення об’ємів робіт в 
часі можна суттєво скоротити тривалість реа-
лізації будівельного проекту. Використання рів-
ності величин максимальних потіків у мережі 
дозволяє звести вирішення початкової задачі до 
методу мережевого програмування
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В статье рассмотрены модели календарного 
планирования, с помощью которых можно повы-
сить эффективность управления строитель-
ными проектами. На основании разработанных 
моделей планирования оптимального размеще-
ния объемов работ во времени можно существен-
но сократить сроки реализации строительно-
го проекта. Использование равенства величин 
максимальных потоков в сети позволяет свести 
решение начальной задачи к методу сетевого 
программирования
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1. Введение

Строительные проекты характеризуются времен-
ными границами, высокой затратностью и уникаль-
ностью. Поэтому процесс реализации проекта зани-
мает значительный промежуток времени. Основной 
задачей управляющего проектом на начальном этапе 
выполнения проекта является определение времен-
ных границ проекта. Такая задача в общей поста-
новке достаточно сложна, и ее решение разбивается 
на последовательность этапов реализации проекта, 
которые получили название фаз проекта. Все фазы 
суммарно составляют жизненный цикл проекта. На-
чальные этапы реализации проекта характеризуют-
ся высокой степенью неопределенности, которая с 
течением времени уменьшается за счет поступления 
новой информации. Естественно, что создавать ме-
ханизмы управления, учитывающие всю степень на-
чальной неопределенности и дающие универсальные 
рецепты на все возможные ситуации, невозможно, 
да и нецелесообразно. Следовательно, возникает не-
обходимость исследования динамики реализации 
проекта с учетом особенностей каждой фазы всего 
жизненного цикла проекта, что достигается путем 
постоянного контроля и анализа хода выполнения 
проекта, сбора и уточнения его параметров функ-
ционирования и оценки возможных результатов его 
реализации.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

Деятельность управляющего проектом на всех ста-
диях реализации проекта может быть существенно 
упрощена, если имеется модель календарного пла-
нирования, отражающая ход выполнения плановых 
работ и их отклонение [1, 2].

Высокая степень неопределенности и связанный с 
этим риск, сопровождающий реализацию строитель-
ных проектов, требуют разработки соответствующих 
моделей, направленных на снижение проектного ри-
ска.

Управление проектом представляет собой много-
кратное решение задачи синтеза оптимального меха-
низма управления с учетом всей имеющейся инфор-
мации.

Полноценное математическое описание задачи ка-
лендарного планирования возможно выполнить с по-
мощью сетевых моделей, представляющих из себя 
разновидность ориентированных графов. Такое пред-
ставление позволяет задействовать хорошо разрабо-
танный аппарат теории графов [2]. При этом сетевым 
графиком называют полное графическое отображение 
структуры сетевой модели на плоскости [3]. Суще-
ствует два способа изображения работ на сетевой мо-
дели [4]: вершины графа являются событиями, опреде-
ляющими начало и окончание отдельных работ, а дуги 
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соответствуют отдельным работам; вершины графа 
представляют собой работы, а дуги отображают за-
висимости между работами, то есть определяют тех-
нологическую последовательность выполнения работ. 
Любая последовательность непосредственно следу-
ющих друг за другом работ в сетевой модели называ-
ется путем. Сумма продолжительностей выполнения 
работ, составляющих тот или иной путь, называется 
продолжительностью этого пути [5]. Самый продол-
жительный из всех путей называется критическим 
путем сетевой модели.

Работы, лежащие на критическом пути, называют-
ся критическими работами, а события− критическими 
событиями.

Контролируя календарные сроки выполнения кри-
тических работ, можно оптимизировать сроки продол-
жительности проектов [6].

3. Цель и задачи исследования

Целью является повышение эффективности управ-
ления строительными проектами путем исследования 
и разработки моделей календарного планирования и 
механизмов их реализации.

Достижение цели возможно при решении следую-
щей задачи: получить модель сокращения продолжи-
тельности строительного проекта на основе модели ка-
лендарного планирования оптимального размещения 
объемов работ во времени [3].

4. Экспериментальные данные и их обработка

Примем, что проект состоит из n работ. Технология 
проектирования (необходимая очередность выполне-
ния работ) задана сетевым графиком, вершины кото-
рого соответствуют работам, а дуги - зависимостям 
между работами.

Для каждой работы определены ранние допусти-
мые сроки начала ai , поздние допустимые сроки окон-
чания bi  и продолжительность работы τi . Очевидно, 
τi i ib a≤ − .

Кроме того, для каждой работы задан график {q }ij
1  

потребности в ресурсах относительно начала работы, 
то есть t t ti

=
i
=

i≤ ≤ + τ . Предполагается также, что задан 
вектор наличия ресурсов { }, ,Q j mj

t = 1  (m - число видов 
ресурсов), определяемый на всем горизонте плани-
рования. Требуется определить календарный план 
выполнения проектных работ в заданные сроки так, 
чтобы минимизировать перегрузку ресурсов.

В такой постановке задача относится к классу  
NР-трудных задач и не имеет эффективных методов 
решения [4, 5].

Представим эту задачу в более простом виде, учи-
тывая определенную гибкость назначения исполните-
лей на работы.

А именно, примем, что плановый период разбит на 
Т интервалов определенной длины ∆  (недели, меся-
цы, кварталы и т.д.)

Обозначим Ri  - множество интервалов, в которых 
может выполняться работа i, Psj  - множество работ,  
j -го вида, которые могут выполняться в s-ом интерва-

ле. Заданы ограничения Q tj на объем проектных работ 

каждого вида в каждом интервале [6]. Для каждой 
проектной работы, в свою очередь, задан объем работ, 
выполняемый ресурсами каждого вида. Более того, 
примем, что каждая работа выполняется только одним 
видом ресурсов.

Таким образом, все работы разбиты на m подмно-
жеств, так что работы j -го подмножества выполняют-
ся ресурсами j -го вида.

Обозначим через xis  - объем i-ой работы, выполня-
емый в s-ом интервале. cis  - максимальный объем i-ой 
работы, который можно выполнить в s-ом интервале. 
Задача заключается в определении { }, , ,x i n s Tis = =1 1 , 
так, чтобы

x C i P s T

x W i n

is is s

is i
s R

≤ ∈ =

≤ =
∈
∑

, , ,

, , ,

     

    

1

1
1

 (1)

где Wi - объем i-ой работы, x Q j mis sj
s R

≤ =
∈
∑

1

1, ,     а суммар-

ный объем выполненных работ j-го вида xis
t Ps

T

sj∈=
∑∑

1

 был 

максимален.
Ограничимся случаем независимых работ [7]. Для 

решения задачи определим двудольный граф G(Х,Y). 
Вершины i X∈ соответствуют работам, а вершины s Y∈
соответствуют интервалам.

Пропускные способности вершин i X∈ равны объ-
ектам s Y∈ (соответствующих работ, а пропускные 
способности вершины s Y∈  равны объему работ, ко-
торый можно будет выполнить в соответствующем 
интервале, то есть Q s ).

Пропускные способности дуг (i, s), 1 i n s Ri i= ∈1,  
равны Cis .  Задача свелась к определению максималь-
ного потока в полученной сети, что соответствует 
минимальному объему работ, отдаваемых на субпо-
дряд [8]. Опишем алгоритм определения потока мак-
симальной величины, основанный на методе сетевого 
программирования.

Пусть в организации имеются l  подразделений, 
располагающих мощностями ресурсов одного вида. 
Обозначим Q i  объем проектных работ, который мо-
жет выполнить i-е подразделение, wi  объем 1-й ра-
боты, i n= 1, . Требуется распределить работы между 
подразделениями, так, чтобы загрузка подразделений 
(или их перегрузка) была максимально равномерной. 
Обозначим xij = 1 если i-я работа выполняется подраз-
делением j, xij = 0 в противном случае. Тогда уровень 
загрузки (перегрузки) подразделения 1 можно оце-
нить величиной

F w x Qi i
j

ij i= −∑ .  (2)

Задача заключается в распределении работ по под-
разделениям так, чтобы минимизировать

max
i i

j
ij iw x Q∑ −







. (3)

Рассмотрим снача ла частный слу чай, когда 
∑ =Q Qi для всех i.

Рассмотрим постановку задачи. Имеется n подраз-
делений разного функционального назначения. Требу-
ется разбить их на группы так, чтобы функциональные 
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свойства в группе были минимальными. Такая задача 
имеет многочисленные варианты [9] применения (рав-
номерное распределение работ между исполнителями, 
функций по подразделениям организационной струк-
туры и т. д.).

Дадим формальную постановку задачи.
Обозначим через аi – возможности структурного 

подразделения, xij = 1 если возможности совпали с не-
обходимостью в их потребностях i попал в j|-ю группу, 
xij = 0 в противном случае. Суммарные возможности в 
j-й группе равен

T a xj i
i

ij= ∑ . (4)

Максимальные возможности подразделения

T a x
j i

i
ij= →∑max min . (5)

Поскольку каждое подразделение должно быть по-
мещено только в одну группу, имеем ограничения:

x i nij
j

= =∑ 1 1, , . (6)

Задача заключается в минимизации (5) при огра-
ничениях (6). Рассмотрим вспомогательную задачу 
следующего вида:

Фиксируем допустимый вес каждой группы Т и 
сформулируем следующую задачу: максимизировать 
сумму работ между исполнителями:

Φ = →∑a xi
i j

ij
,

max,  (7)

при ограничениях (5) и (6):

a x T j mi ij
i

∑ ≤ =, ,1 . (8)

Связь между задачами (4) – (5) и (5) – (7) очевидна. 
Минимальное Т, при котором в оптимальном решении 
задачи 2 размещены все подразделения, определяет 
оптимальное решение задачи.

Получим сетевое представление задачи. Оно пред-
ставлено на рис. 1 для случая n = 3, m = 2.

Поскольку структура сетевого представления име-
ет вид сети, а не дерева, то для построения оценочной 
задачи разделяем каждую вершину нижнего уровня на 
две вершины. Преобразованная структура приведена 
на рис. 2.

Рис. 1. Сетевое предствление задачи

Рис. 2. Преобразованная структура

Все ai  также делим на 2 части uij  и vij для каждой 
вершины нижнего уровня так, что

u v aij ij i+ = для всех i, j. (9)

Рассмотрим следующие две задачи. 
Задача 1. Определить xij  так, чтобы максимизиро-

вать

u xij ij
i j,

,∑  (10)

при ограничениях (5).
Задача 2. Максимизировать

v xij ij
i j,

,∑  (11)

при ограничениях (8).
Обозначим S um ( )  и L vm ( )  оптимальные решения 

первой и второй задач при заданных u и v. Оценочная 
задача заключается в определении { }uij  и { }uij , мини-
мизирующих

F u v S u L vm m( , ) ( ) ( ) ,= +  (12)

при ограничении (8).
Заметим, во-первых, что в оптимальных решениях 

первой и второй задач можно принять

u y v a y j mij i ij i i= = − =, , , .1

Во-вторых, решение первой задачи очевидно:

S u ym i
i

( ) .= ∑  (13)

В третьих, решение m вторых задач при заданных  
{ yi } сводится к решению одной задачи [10]: опреде-
лить хi = 0,1, максимизирующие

x a yi
i

i i∑ −( ),  (14)

при ограничении

x a Ti i
i

∑ ≤ .  (15)

Решим задачу (12) и (13) при y i ni = =0 1, , . Обозна-
чим через Q Q j= { }  множество векторов х, удовлетво-
ряющих (15) и упорядоченных по убыванию

M a Y yj
i Q

i j i
i Qj j

= =
∈ ∈
∑ ∑, ,  а Z M Y

j j j= −max( ) .

Заметим, что при заданных {уi} Z определяет опти-
мальное решение каждой из приведенных задач. Оцен-
ка (11) при этом равна
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F y mZ yi
i

( ) = + ∑ , (16)

где yi ≥ 0  удовлетворяют неравенствам

y Z M j Ni
i Q

j

j∈
∑ + ≥ =, ,1 , (17)

где N - число различных решений неравенства (15). Та-
ким образом, оценочная задача свелась к определению 
0 1≤ ≤ =y a i ni i , , и 0 ≤ ≤Z Mj максимизирующих (16) 
при ограничениях (17). Это обычная задача линейного 
программирования.

Фиксируем величину Z и определяем максималь-
ный номер k такой, что Z Mk< .

Рассматриваем следующую задачу линейного про-
граммирования: определить 0 1≤ ≤ =y a i ni i , , , миними-
зирующие

Y Z yi
i

( ) = ∑ , (18)

при ограничениях (17), где j k= 1, .  Двойственная за-
дача имеет вид: определить u j kij ≥ =0 1, , ,  максимизи-
рующие

(  ) ,M Z uj j
j

k

=
∑

1

при ограничениях

u i nj
j Ri

≤ =
∈
∑ 1 1, , .

Обозначим через Y Z0( ) минимальное значение  
Y Z( ) . Оценочная задача сводится к минимизации 
функции одного переменного

Y Z mZ0( ) min+ → . (19)

Берем T A m0 = / , где A ai
i

= ∑ и решаем задачу 2. 

Если Φmax( )T A0 < , то увеличиваем Т0 до Т1 так, 
чтобы появился хотя бы один новый вектор Q j . Если 
Φmax( )T A1 < , то продолжаем увеличение Т до тех пор, 
пока не получим величину Тк такую, что Φmax( )T Ak ≥ . 
Величина Тк является нижней оценкой для задачи 
1. Далее можно применить метод ветвей и границ на 
основе полученной оценки.

Рассмотрим комплекс из n работ, необходимая по-
следовательность выполнения которых определяется 
сетью. Для выполнения этих работ выделены ресурсы 
m видов в количестве Ni(t), i=1,2,…m. Очевидно, что 
при изменении объемов работ меняется и минималь-
ная продолжительность комплекса. Так, если задан 
директивный срок завершения комплекса T0, то может 
оказаться, >что Tmin>T0, т. е. выполнить заданный объ-
ем работ, имеющимися ресурсами за время T0. невоз-
можно. В этом случае возникает задача уменьшения 
объемов работ, выполняемых выделенным количе-
ством ресурсов. Таким образом, возникает проблема 
определения оптимальных объемов работ при условии 
того, чтобы весь комплекс работ был завершен в срок и 
дополнительные потери были минимальными.

5. Выводы

Полученная модель построения календарного пла-
на по критерию максимума объема выполненных ра-
бот, отличается преобразованием исходного техноло-
гического графа в агрегируемую сеть.

Применение равенства величин максимальных по-
токов в исходной и преобразованной сети позволяет 
свести решение исходной задачи к последовательности 
задач о максимальном потоке и применить метод сете-
вого программирования.

Рассмотренные задачи сетевого планирования по-
зволяют управлять связями для минимизации про-
должительности комплекса работ при заданных огра-
ничениях на ресурсы.
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