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В ходе исследования выявилось следующее (см. рисунок). Установка стоек с проволокой 
в воду привела к снижению сопротивления, измеренного на клеммах измерительной ячейки 
до 4,1 Ом в дистиллированной воде и до 3,7 Ом в водопроводной воде. Нагрев воды в кювете 
приводил к падению электрического сопротивления на экспериментальной ячейке. Однако, 
если на дистиллированной воде падение сопротивления происходило вплоть до температуры 
кипения, то на водопроводной воде наблюдался минимум примерно при 85 °С, а далее сопро­
тивление росло, и при температурах около 97 °С сопротивление ячейки с дистиллированной 
водой и с водопроводной уравнивались. Полученный рост сопротивления при температурах 
выше 85 °С может быть объяснен активным выделением из воды растворенного воздуха, а 
т.к. выделение происходит в основном на поверхностях, то это приводит к повышению элек­
трического сопротивления цепочки стойка — корпус кюветы — стойка. Охлаждение ячейки с 
предварительно нагретой до 99,8 °С водопроводной водой шло по тому же графику, что и 
нагрев дистиллированной воды. Повторение процедуры нагрева водопроводной воды, про­
шедшей предварительный нагрев, а затем охлаждение привело к совпадению зависимости 
сопротивление-температура, полученной для указанного случая, с подобной зависимостью, 
полученной при нагреве ячейки в дистилляте.

Установка на стойки электроизоляции в виде термоусадочного пластика полностью уст­
ранило влияние перечисленных факторов: электрическое сопротивление как “сухой” так и 
погруженной в воду ячейки отличались не более чем на 1 %.

Проведенное исследование показало недопустимость применения неизолированных эле­
ментов крепления проволочных нагревателей при исследовании кипения на проволоке в объ­
еме воды с измерением температуры через электрическое сопротивление нагревателя.

Погрешность измерения температуры проволоки минимальна при электрически изоли­
рованных элементах крепления.
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ВТОРИЧНЫЕ ТЕЧЕНИЯ В КАНАЛАХ С КРУГЛЫМ И 

КОЛЬЦЕВЫМ ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ
С.В. Сурков. Вторинш течП в каналах 

i3 круглим та юльцевим поперечним пере- 
р1зом. Розроблено спрощену модель вторин- 
них течш для труб i3 круглим та шльцевим 
поперечним перер!зом. Побудовано лшп току 
та проанал13овано розподши швидкостей.

S.V. Surkov. Secondary flows in ducts 
with the round and circular cross-section. A
simplified model of secondary flows in round 
and circular ducts is developed. Stream-lines 
are build and velocity distributions are ana­
lysed.

Согласно классификации Прандтля вторичные течения второго рода возникают в кана­
лах некруглого поперечного сечения, видимо, из-за неравномерности распределения каса­
тельных напряжений на стенке [1].

Модель таких течений для случая установившегося, стабилизированного по длине трубы 
движения жидкости предложена ранее [2]. Показано, что если одновременно пренебречь вяз­
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ким трением, замедляющим вращение вихря, и растяжением вдоль оси, интенсифицирую­
щим это вращение, то уравнения движения жидкости сводятся к уравнению

V >  = Cvp, ( 1 )
где vp — функция тока, м2/с;

3̂  3̂ “ *V2 = — -  + —-  — оператор Лапласа; 
ду дг

С — константа.
Вторичные течения первого рода возникают в поперечных сечениях труб или каналов 

под действием массовых сил [1]. Их классическим примером является парный вихрь, возни­
кающий в изогнутой круглой трубе под действием центробежной силы.

В цилиндрической системе координат (г, е ) уравнение (1) принимает вид, 1 дц) , 
дг2 г дг г2

1 32V|/ , 2
=  f c > ,

дъ1
( 2 )

где к2 = С — постоянная, которая может быть как положительной, так и отрицательной. 
Это уравнение решается путем разделения переменных [3]

Ч> ( г , г )  = Л(г)/2(е),
где /j(r) — функция, зависящая только от радиуса;

/2(е) — функция, зависящая только от полярного угла.
Уравнение (2) тогда приводится к виду

/2(е)[г2/1"(г) + г//(г) ± / А 2Л(г)] = —/i(-r)/2"(e)
ИЛИ

г2/;(г) + гД'(г) ± к 2г2Д(г) = /2(£)
Л (г) /2(е)

Так как левая часть (3) зависит только от г, а правая — только от 
падается на два обыкновенных дифференциальных уравнения

г2Л"(г) + rf{(r) ± k2r2fx (г) _ ^2

flir)

= п2,

(3 )

е , уравнение (3) рас-

(4)

(5)

где п2 — некоторая постоянная. 
Из (5) следует

/ 2(e) = sin (nE  + s0).
Добавление к е угла, кратного 2л, не должно изменить значение функции /2(е), следо­

вательно, п может быть только целым числом.
Тогда из (4) следует, что

г2/Г(г) + гД'(г) ± fcV /itr) = п2/!(г) ,
или, в других обозначениях,

r2 ^ A  + r d A ± k 2r2f . 2f
dr dr

Переходя к безразмерной переменной г = кг , можно избавиться от множителя /с2 в ле­
вой части

= d2/i -  j.2 dVi ^
dr dr ’ dr2 dr2

r 2 + f  ̂  -  (n2 ± r 2)/x = 0.
dr2 dr

Это дифференциальное уравнение Бесселя. В общем случае его решение
Л (Г) = CjJn(r) + С2ДГП(Г) + С31п(г) + С4Кп(г ) , (6)

где Jn(f) — функции Бесселя первого рода;
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Nn(r) — функции Неймана (функции Бесселя второго рода);
1п(г) и Кп(г) — функции Бесселя от комплексного аргумента (модифицированные 

функции Бесселя);
C j, С2 , С3 , С4 — постоянные.
Поскольку бесконечные значения vp не имеют физического смысла, в решении (6) оста­

ется только первое слагаемое. Таким образом, окончательное решение имеет вид
V = C:Jn(kr)sm(ne + е0) , (7)

где Q  — амплитудное значение функции тока, м2/с; 
е0 — начальный угол, рад.
Без ущерба для дальнейшего анализа можно принять е0 = 0. Кроме того, можно исполь­

зовать безразмерную переменную

и выражение (7) принимает вид
V = Jn(F)sin(ns). (8)

В ходе гидромеханического анализа решений (8) при различных значениях п определя­
лись следующие параметры (в полярных координатах):

— проекции скорости
1 дц/ 
г дг 

Зу

иг =

uF = -  - ,
Е дг

(9)

(Ю)
скорость угловой деформации жидких частиц относительно продольной оси

е* = 2г
д(гиг

дг
Зи„
ог

— завихренность потока относительно продольной оси

Qx = 1  
г

д(ги ) дит
дг дг

Для упрощения выкладок использовались безразмерные переменные

( И )

( 1 2 )

С, к С,к' П, = п . в,
Сук*-1«- Сук

Во всех рассмотренных случаях из (12) вытекает
Qx = ф.

Этот результат позволяет утверждать, что полученные решения удовлетворяют уравнению 
(1). Выражения для параметров определены по формулам (9) — (11) (см. таблицу).

Основные параметры вторичных течений при п = 0... 3
п иг ие

0 0 Jl(f) Ь о(^ )

1 -J y (f) cose
Г ^ J y (f)-J Q(f)

Т
sin Е ( r ^ ) ;i(f)sinE

2 2 г— J2(r) cos 2е 
г 1

| j 2(r )-J !(r )
Г

sin 2е

3 3— J3(r) cos Зе 
г | j 3( r ) -J 2(f) 

г
sin Зе 7  72 13 1У . У36 2 \ г ,_Л . ч

"<гт

Методика построения линий тока ( vp = const) для течений жидкости описана ранее [2]. 
При построении значение ц/ изменялось с постоянным шагом A\\i. Особенность компьютер­
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ных расчетов в данном случае состояла в том, что функции J0(r) и J^r) вычислялись с по­
мощью дробно-рациональных приближений [4], а функции последующих порядков выража­
лись через них с помощью формул приведения

Г

W  = Z T - I - W b - ' W
4

и т.д.
Линии тока для случаев п = 1...3, а также эпюры скоростей отображают вторичные те­

чения (см. рисунки 1, 2, 3). Для наглядности вместо эпюр иг построены эпюры проекции ско­
рости на ось у

Г иг, г > 0, 
у | - u r> г < 0.

Из рисунков видно, что каждому решению уравнения (8) соответствует вторичное тече̂  
ние с 2п вихревыми ячейками, имеющими форму сектора круга.

Рис. 1. Картина течения, 
описываемого уравнением (8), 

при п = 1 и Ду = 0,1

Рис. 2. Картина течения, 
описываемого уравнением (8), 

при п = 2 и Avj7 = 0,1

Рис. 3. Картина течения, 
описываемого уравнением 
(8), при п = 3 и Д\р = 0,1

Экспериментально наиболее исследовано течение, возникающее в изогнутой трубе под 
действием центробежной силы. Полученное решение (см. рисунок 1) отличается от эксперимен­
та только в тонком пристенном слое, т.к. в вязкой жидкости скорость на стенке равна нулю.

Другие течения могут иметь место в каналах с поперечным сечением в форме сектора 
круга (см. рисунки 2 и 3). Кроме того, такие течения, видимо, появляются при переходе от 
ламинарного режима к турбулентному в круглой трубе. При переходе к турбулентности че­
рез каскад бифуркаций в потоке должны возникать все более сложные структуры [5], и, воз­
можно, найденные решения соответствуют этим структурам.

Во всех рассмотренных течениях границы вихревых ячеек позволяют легко определить 
положение границ канала. Линии тока, ограничивающие секторы круга, проходят через на­
чало координат, где \\i = 0. Следовательно, на стенке канала функция Бесселя соответствую­
щего порядка обращается в ноль, т.е.

Jn(r) = 0. (13)
Таким образом, безразмерные радиусы канала в рассмотренных случаях являются пер­

выми корнями функций Бесселя соответствующего порядка.
В случае п = 0 функция тока \р не зависит от е , и линии тока представляют собой се­

мейство концентрических окружностей (рис. 4). Поэтому выбор граничных условий не столь 
очевиден. По аналогии условие (13) можно применить и для этого случая.

Картина течения при п = 0 соответствует граничному условию (г>=0). Данное решение мо­
жет служить моделью известного вихря, возникающего при стоке воды из ванны: такой вихрь 
возникает под действием малых внешних возмущений и является чрезвычайно устойчивым.

Если рассмотреть течения в области между первым и вторым корнем функции Бесселя 
соответствующего порядка, можно получить картины течения в кольцевых каналах. Линии
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тока и распределения скоростей 
для течения, описываемого вы­
ражением (8) при п -  3 (рис. 5),
— это внешняя область вокруг 
течения, представленного на 
рисунке 3.

Результаты экспериментов 
говорят о том, что в кольцевых 
трубах возможны и
“многослойные” вихревые
структуры, соответствующие 
нескольким корням функций 
Бесселя [5].

Таким образом, уравнение 
(1), которое успешно использо­
валось для вторичных течений 
в призматических каналах [2], 
дает удовлетворительные ре­
шения и для круглых труб.
Существенные отличия от экс­
перимента проявляются только в тонкой пристенной области, т.к. в вязкой жидкости скорости 
на стенке всегда равны 0. Из эксперимента известно, что рассмотренные вторичные течения 
возникают в каналах под действием весьма малых внешних возмущений, но являются весьма 
устойчивыми.

Хорошее согласование с экспериментом дает основания предполагать, что похожие ре­
шения могут быть получены и при анализе течений вязкой жидкости.

Рис. 4. Картина течения в 
круглой трубе, описывае­
мого уравнением (8), при 

п = 0 и Д vjJ = 0,1

Рис. 5. Картина течения в 
кольцевом канале, описы­

ваемого уравнением (8), при 
п = 3 и Ац7 = 0,1
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