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ВСТУП 

 
Працюйте, працюйте –  

а розуміння прийде згодом. 

Жан Лєрон Даламбер 

 

Людство на всіх етапах свого розвитку свідомо чи ні у власних потребах 

використовувало рідини. Найпоширенішим представником рідин, з якими мали 

справу люди з давніх давен, була вода, оскільки без неї неможливе життя як 

самої людини, так і усього живого, що її оточує. Вода використовувалась не 

тільки для пиття, а й для зрошування сільськогосподарських угідь. Недарма 

першими гідравлічними системами, котрі створили і використовували люди, 

були зрошувальні канали, що будувались біля великих річок – Ніла, Тигра, 

Євфрата, Хуанхе тощо. Першими водопідйомниками були черпакові механізми, 

котрі приводились до дії людською силою або силою домашніх тварин. Ще до 

нашої ери у Римі був побудований, очевидно, перший міський водогін, залишки 

якого збереглися і досі. Його загальну довжину сучасні фахівці оцінюють 

приблизно у 400 км. 

Іншою сферою взаємин людини і води стало мореплавання. Невипадково 

міць і добробут багатьох давніх держав та врешті решт і розвиток всієї 

цивілізації великою мірою залежали від ступеня розвитку кораблебудування і 

мореплавання. 

Таким чином, очевидно, що розвиток давніх культур спонукав до 

осмислення тодішніми мислителями основ законів руху рідини, плавання тіл, 

винаходу перших гідравлічних машин. Ще у середині III ст. до н. е. великим 

давнім вченим Архімедом (287–212 до н. е.) у праці «Про тіла, що плавають» 

були сформульовані основи силової взаємодії рідини з твердими тілами, що у 

неї занурені. Справедливість поглядів Архімеда підтвердила вся історія 

розвитку гідравліки, невипадково закон про плавання тіл носить його ім’я. 

Архімед винайшов механізм для підйому води – архімедів гвинт. Його праці 

стали основою для подальшого розвитку у галузі гідравліки. 

Інший видатний вчений давнини – Аристотель (384–322 до н. е.) не тільки 

протягом всього середньовіччя був абсолютним авторитетом у філософії, а й 

став автором праці «Фізика». У ній він розглянув фізичну природу взаємодії 

рідини (газу) з твердими тілами, що в ній рухаються, і цілком слушно вважав, 

що швидкість падіння різних тіл в порожнечі однакова, а середовище, в якому 

рухається тіло, створює опір пропорціональний густині цього середовища. 

Аристотель також вважав, що усякий рух тіла потребує прикладення до нього 

рушійної сили, котра утворюється на поверхні дотикання тіла з рідиною. Таке, 

хоч і дещо спрощене, але вірне по суті уявлення проіснувало аж до створення 

ньютонівської механіки. 

У середньовіччя, а саме в епоху Відродження, чималий внесок у розвиток 

механіки в цілому, і гідромеханіки зокрема, зробили Леонардо да Вінчі (1452–

1519), який обґрунтував закон суцільності рідини та сталості добутку 



швидкості її течії та площі, вивчав закони механіки польоту; Сімон Стевін 

(1548–1620) – автор правила паралелограма сил та праць в галузі гідростатики; 

Еванджеліста Торрічеллі (1608–1647), який вивчав закономірності витікання 

рідини з отворів і довів існування атмосферного тиску; Блез Паскаль (1623–

1662), відомий своїми дослідами в галузі вивчення законів рівноваги рідини та 

механізму передачі тиску у рідині; Галілео Галілей (1565–1642), котрий вивчав 

закони гідростатики, падіння тіл та ввів поняття кількості руху; Отто фон 

Геріке (1602–1686) – винахідник поршневого насоса та автор класичних 

дослідів з вакуумом. Приблизно у ці часи були винайдені перші роторні, а 

згодом і відцентрові насоси, котрі, однак, знайшли широке використання 

значно пізніше.  

Новий етап у розвитку механіки, у т. ч. і механіки рідини, започаткував 

Ісаак Ньютон (1643–1727). Він не тільки заклав основи класичної механіки 

твердого тіла, але й сформулював закон про внутрішнє тертя в рідинах, котрий 

носить його ім’я. Михайло Ломоносов (1711–1765) встановив загальні закони 

збереження енергії та матерії. Можна вважати, що починаючи приблизно з 

XVIІІ ст. гідромеханіка почала формуватися у тому вигляді, який вона має і у 

наш час. Величезна заслуга у цьому належить математикам  Даниїлу Бернуллі 

(1700–1782) і Леонарду Ейлеру (1707–1783) – великим вченим, які розробили 

загальні засади теорії гідромеханіки на підставі уявлення про рідину як 

суцільне ідеальне середовище. З цього приводу Жозеф Луї Лагранж (1736–

1813) писав: «Ми зобов’язані Ейлерові першими загальними рівняннями, що 

описують рух рідин… Дякуючи цьому відкриттю вся механіка рідин звелася до 

аналізу, і якщо ці рівняння були б інтегрованими, можна було б повністю 

визначити рух рідин під дією довільних сил в будь-якому конкретному 

випадку». Але оптимізм Лагранжа був завчасним – теоретичні здобутки цих 

вчених виявилися практично не придатними для інженерних розрахунків, 

оскільки не враховували сили внутрішньої взаємодії між молекулами рідини. 

Системи дифрівнянь, котрі враховують ці взаємодії, запропоновані Луї Марі 

Анрі Навьє (1785–1836) і Джорджем Габріелем Стоксом (1819–1903) та 

Осборном Рейнольдсом (1842–1912) теж не могли задовольнити потреби 

інженерної гідравліки, оскільки через їх складність не могли були бути 

проінтегрованими для переважної більшості інженерних задач. Недарма ще 

Галілео Галілей слушно зауважував, що значно легше вивчати рух нескінченно 

віддалених від нас небесних тіл, ніж рух води у струмку біля наших ніг, а 

Шевальє де Борда (1733–1799) вважав, що реальні потоки рідини «значно більш 

складні за своєю природою, ніж характер самої капризної жінки». Леонардо да 

Вінчі вказував, що кожного разу, коли маєш справу з водою, перш за все треба 

звертатися до досвіду, а потім вже розмірковувати. Тому наступний етап 

розвитку науки про рух рідини був головним чином експериментальним. 

Важливі результати у цей час були отримані Осборном Рейнольдсом, Антуаном 

Шезі (1718–1798), Анрі Дарсі (1803–1858), Жозе Валентином Буссінеском 

(1842–1929), Іполитом Громекою (1851–1889), Жаном Луї Марі Пуазейлем 

(1799–1869), Іваном Нікурадзе (1894–1979), Миколою Петровим (1836–1920), 



Миколою Павловським (1884–1937), Теодором Карманом (1881–1963) та ін. У 

ці роки спостерігався великий розрив між теоретичною  

гідромеханікою і дослідною гідравлікою, хоч предметом їх вивчення були одні 

й ті самі закони. Певною мірою відносна самостійність цих напрямів збереглася 

і до нашого часу. Втім починаючи приблизно з кінця XIX – початку XX ст. 

завдяки фундаментальним працям перш за все Осборна Рейнольдса, який 

дослідним шляхом встановив факт існування двох режимів течії рідини, 

започаткував основи теорії подібності; Миколи Жуковського (1847–1921) – 

засновника сучасної гідро- і аеродинаміки та теорії гідроудару; Леонарда 

Прандтля (1875–1953) – автора напівемпіричної теорії турбулентності, теорії 

пограничного шару, в котрих органічно поєднуються здобутки експерименту і 

аналітичної гідромеханіки, відбулося зближення теоретичної гідромеханіки та 

експериментальної гідравліки. Тому, вживаючи надалі термін технічна 

гідромеханіка (технічна механіка рідини та газу), будемо мати на увазі єдину 

науку, в якій поєднуються теорія та експеримент, а гідравлікою називатимемо 

лише окремий розділ, в якому розглядається одновимірна течія нестисливої 

рідини. 

Отже, беручи свій початок від загальної механіки та часто 

використовуючи її найбільш загальні закони та принципи (перш за все закони 

збереження), гідромеханіка протягом свого розвитку поступово відокремилася і  

сформувалася в окрему науку. Цей цілком об’єктивний процес формування 

гідромеханіки як самостійної науки пов’язаний, головним чином, зі 

специфічними особливостями законів руху та рівноваги рідких тіл. Зрозуміло, 

що властивості рідин суттєво впливають на характер цих законів. Головна 

властивість, що якісно відрізняє рідину від твердих тіл, це слабкий зв’язок між 

молекулами, а отже, і її велика рухливість. Тому рідкі тіла під час руху легко 

деформуються, а гази, крім того, ще й можуть легко змінювати свій об’єм. Це 

суттєво ускладнює математичний опис течії та у більшості випадків, 

незважаючи на існування загальних математичних моделей у вигляді систем 

диференціальних рівнянь, що описують цю течію, не дозволяє дістати 

конкретних інженерних розв’язків. Тому переважна більшість інженерних 

розрахунків базується як на здобутках теоретичної гідромеханіки, так і на 

використанні емпіричних співвідношень та констант. Останнім часом, 

зважаючи на стрімкий розвиток обчислювальної техніки, все більшу роль 

починають відігравати числові методи розв’язання складних багатомірних 

задач. 

Таким чином, гідрогазодинаміка (технічна механіка рідини та газу) – 

наука, котра вивчає рух і рівновагу рідких тіл, а також силову взаємодію між 

рідинами і твердими тілами. Поєднуючи в собі теорію і експеримент, вона є 

одною з наук, що становлять фундамент інженерних знань. Гідрогазодинаміка 

знаходить застосування у більшості сфер технічної діяльності та для багатьох 

галузей техніки, зокрема авіа- і кораблебудування, енергетики, 

машинобудування, металургії, будівництва є одною з базових. 



1 ОСНОВНI ФIЗИЧНI ВЛАСТИВОСТI 

 ТА МОДЕЛI РIДИНИ 
 

1.1 Поняття рiдини. Модель суцiльного середовища 
 

Рiдина − фiзичне тiло, у якому зв’язок мiж окремими сусiднiми 

частинками дуже слабкий внаслiдок невеликих сил тертя i зчеплення, що 

дiють мiж ними. Цим пояснюються властивостi великої рухливостi рiдини, 

слабкого опору розтягуючим i дотичним зусиллям, малої стисливостi. Не 

маючи власної форми, рiдина завжди набирає форми тих посудин, у котрих 

знаходиться. 

Термiн «рідина» у гiдромеханіцi вживається, як правило, у широкому 

розумінні, тобто поєднує в собi як малостисливі (краплинні) рiдини, так i стисливі 

(гази). 

Якщо з точки зору фiзики краплинна рiдина i газ суттєво вiдрiзняються 

мiж собою, то з позицiї гiдромеханiки рiзниця мiж ними не така вже й велика. 

Досить часто закони, справедливi для краплинної рiдини, можуть бути з 

успiхом застосованi й до газiв (у тих випадках, коли стисливiстю останнiх 

можна знехтувати). 

У зв’язку з вiдсутнiстю спецiального термiна, який позначав би рiдину в 

широкому розумінні слова, крiм термiна «рідина», вживатимемо його, маючи 

на увазi й краплинні рiдини, i гази. Тiльки у тих випадках, коли це важливо, 

будемо акцентувати увагу на тому, про яку саме рідину йдеться. 

I краплинні рiдини, i гази досить легко змiнюють свою форму. Однак 

якщо для змiни об’єму першої треба докласти досить великих зусиль, то газ 

змiнює його порівняно легко, тобто якщо об’єм краплинної рiдини менший за 

об’єм посудини, в якiй вона знаходиться, то ця рiдина займає нижню частину 

останнього, при цьому з’являється границя мiж рiдиною i газом (наприклад 

повiтрям), котру називають вiльною поверхнею. Газ за цих умов легко 

збiльшиться в об’ємi й займе всю посудину. 

Зрозумiло, що навiть дуже невеликий об’єм рiдини складається з досить 

великої кiлькостi молекул (так, вiдомо, що в 10−6 м3 повiтря мiститься 

приблизно 2,71019 молекул). Для опису таких середовищ у фiзицi широко 

використовують два пiдходи: феноменологiчний (континуальнi моделi) та 

статистичний (корпускулярнi моделi). Оскiльки гiдромеханiка розглядає 

макроскопiчний рух рiдини, то розмiри її об’ємiв незмірно бiльшi за розмiри 

окремих молекул i мiжмолекулярних вiдстаней (для краплинних рiдин вони 

мають порядок 10−9...10−10 м). Це дозволяє розглядати рiдину як таку, що 

складається з достатньо малих частинок, якi неперервно заповнюють простiр, i 

яка може дiлитися до нескiнченностi. Iншими словами, рiдина − це суцiльне 

середовище, маса i фiзичнi властивостi котрого розподiляються у просторi 

безперервно. 

Такий пiдхiд отримав назву гiпотези суцiльного середовища, яка хоч i є 

iдеалiзацiєю реальної рiдини, але дає змогу використовувати добре 



розроблений математичний апарат обчислювання нескiнченно малих i 

неперервних функцiй. Усi закони гiдромеханiки будуть отриманi далi в межах 

цiєї гіпотези. Тому вони справедливі, поки справедлива гіпотеза. Кiлькiсно це 

можна оцiнити за критерiєм Кнудсена, що являє собою відношення довжини 

вільного пробiгу молекул l до характерного розмiру потоку L 
 

Kn .
L

l
=                                                    (1.1) 

Гiпотеза суцiльностi справедлива, якщо Kn  0,01. Зауважимо, що 

правомiрнiсть її використовування у досить широкому дiапазонi параметрiв 

рiдини (окрiм розряджених газiв) пiдтверджується. 

Надалi будемо оперувати поняттям «рiдка частинка», пiд якою 

розумiють малий об’єм суцiльного середовища, котрий пiд час руху може 

деформуватися, але маса якого не змiшується з навколишньою масою. Рiдка 

частинка має кiнцевi розмiри, якi незмiрно меншi за розмiри усього рiдкого 

тiла. Але в об’ємі рiдкої частинки настiльки багато молекул, що її властивостi 

та параметри є сталими вiдносно до всiєї рiдини. При вивченнi рiвноваги чи 

руху рiдини рiдку частинку розглядають як матерiальний об’єкт, до якого 

можуть бути застосованi усi закони механiки. Рiдину при цьому розглядають як 

сукупнiсть неперервно розподiлених по об’єму рiдких частинок. 

Оскiльки властивостi та параметри рiдини вiдповiдно до гiпотези 

суцiльного середовища розподiляються неперервно, то в гiдромеханiцi досить 

часто використовують поняття поля фiзичної величини. 

Полем фiзичної величини є простiр, у кожнiй  точцi котрого ця величина 

цiлком визначена. Якщо величина скалярна (густина, температура тощо), тобто 

характеризується лише числом, то таке поле називають скалярним. Векторним є 

поле, яке характеризується в кожнiй точцi простору величиною i напрямом 

(прискорення, швидкість тощо). Крiм того, векторнi величини повиннi 

складатися за правилом паралелограма. 

У теорiї поля розглядаються 3 так званi операцiї першого порядку, якi 

дозволяють, виконавши деякi математичнi операції, перетворити скалярну 

величину на векторну (градiєнт); векторну − на скалярну (дивергенцiя); 

векторну − на iншу векторну (ротор або вихор). 

Градiєнтом деякої скалярної функцiї  (x, y, z) є вектор, який утворю-

ється в результатi виконання таких дій: 
 

                            grad .i j k
x y z

  
 = + +

  
                                    (1.2) 

 

Фiзично градiєнт − це вектор, у напрямку якого функцiя у данiй точцi 

поля змiнюється з максимальною швидкiстю. Дивергенцiєю вектора u  

називають скаляр  

div .
yx z

uu u
u

x y z

 
= + +

  
                                    (1.3) 



Отже, будь-яке векторне поле може дати деяке скалярне, а саме − поле 

своєї дивергенцiї. Якщо udiv


= 0, то таке поле є соленоїдальним. 

Вихор поля (ротор) − це вектор, що утворюється при виконаннi операції 
 

.
y yz x z x

u uu u u u
rotu i j k

y z z x x y

       
= − + − + −               

             (1.4) 

Якщо urot


= 0, то поле називають безвихровим. 

Кожна з трьох операцiй має гiдродинамiчну iнтерпретацiю, яка 

наводиться у вiдповiдних роздiлах курсу. 

 

1.2 Основнi фiзичнi властивостi рiдин 
 

Фiзичнi властивостi рiдини впливають на характер багатьох законiв 

гiдромеханiки і виявляються в особливостях поведiнки рідини за тих чи iнших 

умов. Цей вплив на рiзнi явища i процеси неоднаковий: за одних умов 

властивість може визначати хід процесу, а за інших − взагалі не впливати на 

нього. 

З фiзичної точки зору, рiдина має велику рiзноманiтність властивостей. 

Але далеко не всi з них впливають на закони руху та рiвноваги. Тому 

зупинимося лише на тих, якi є важливими з точки зору гiдромеханiки. 

 

1.2.1 Густина i питома вага 

Густина − це основна гiдродинамiчна характеристика рiдини, пiд якою 

розумiють масу, що приходиться на одиницю об’єму. 

Згiдно з гiпотезою суцiльного середовища густина розподiляється у 

всьому об’ємi рiдини неперервно i у загальному випадку нерiвномiрно. У 

довiльнiй точцi А густина визначається спiввiдношенням 
 

0
lim ,
V

M

V →


 =


                                            (1.5) 

 

де M − маса рiдкої частинки об’ємом V , що мiстить у собi точку А. 

Для однорідної рiдини, густина якої по об’єму розподiлена рiвномiрно, 
 

M

V
 = ,                                                    (1.6) 

де M i V − маса i об’єм рiдини. 

В одиницях мiжнародної системи вимiрювань густина виражається в 

кiлограмах на кубiчний метр (кг/м3). 

Вага одиницi об’єму рiдини називається питомою вагою (H/м3) 
 

,
G

V
 =                                                      (1.7) 

де G − вага об’єму рiдини, Н. 



Оскiльки вага тiла 

G = Mg,                                                     (1.8) 
 

де g − прискорення вільного падiння (м/c2), то 
 

 = g .                                                     (1.9) 
 

Точно кажучи, питома вага, на вiдмiну вiд густини, не є фiзичною 

властивiстю тiєї чи iншої рідини, тому що залежить вiд географiчної широти та 

висоти над рiвнем моря. Однак враховуючи, що прискорення вiльного падiння 

змiнюється на земнiй кулi лише в межах приблизно 0,5 , а прийнятна точнiсть 

iнженерних розрахункiв становить 3–5 , то значення g = 9,81 м/с2 вважають 

сталим i фактом мінливості цієї величини нехтують. 

Густина i питома вага газiв залежать як вiд тиску, так i вiд температури, 

а для краплинних рiдин − практично тiльки вiд температури. Як приклад у 

таблиці 1.1 наведенi густина i питома вага води при рiзних температурах. 

Таблиця 1.1 – Густина i питома вага води при рiзних температурах 
 

t, оC 0 4 20 50 100 

, кг/м3 999,9 1000 998,2 988,1 959 

, Н/м3 9809 9810 9792 9694 9407 
 

Для досконалого (ідеального) газу густина може бути розрахована за 

рівнянням Клайперона    

P

RT
 = ,                                                     (1.10) 

де P − абсолютний тиск, Па;  

     T − абсолютна температура, К; 

     R − газова стала, Дж/(кгК). 

Пiд час деяких розрахункiв зручно використовувати так звану вiдносну 

питому вагу (густину) , пiд якою розумiють відношення питомої ваги 

(густини) даної рiдини до питомої ваги (густини) води при 4 оС 
 

4 4

.
в в

 
 = =

 
                                              (1.11) 

 

На вiдмiну вiд  i  вiдносна питома вага (густина) є безрозмiрною 

величиною, числове значення якої не залежить вiд одиниць системи 

вимiрювання. Зрозумiло, що для води при t = 4 оС 4в = 1. 

 

1.2.2 Стисливість і температурне розширення 

Стисливiсть − здатність до зворотної змiни об’єму рiдини пiд дiєю 

всебічного тиску. 



Краплинна рiдина при стисненнi поводить себе як пружне тiло, тобто 

пiдпорядковується закону Гука 
 

,
dV d dP

V E


− = =


                                             (1.12) 

 

де dV − зменшення первiсного об’єму рiдини V при зростаннi тиску на dP; 

      Е − модуль об’ємної пружностi, Па.  

Величину, обернену модулю об’ємної пружностi, називають 

коефiцiєнтом об’ємного стиснення, Па-1, 
 

    
1 1

.P

dV

E V dP
 = = −                                          (1.13) 

 

Вiн чисельно дорiвнює вiдноснiй змiнi об’єму рiдини при змiнi тиску на 

одиницю. Знак мінус вказує на те, що додатному приросту тиску dP вiдповiдає 

вiд’ємний прирiст об’єму dV, тобто об’єм зменшується. 

Коефiцiєнт P мало змiнюється при змiнi тиску i температури. Для води у 

середньому можна приймати P = 0,510−9 Па−1, а Е = 2109 Па. 

Температурне розширення − здатність рідини змінювати свій об’єм при 

зміні температури − характеризуєтьcя коефiцiєнтом температурного 

розширення t (К−1), який вказує на вiдносне зростання об’єму рiдини при 

зростаннi температури на один градус, тобто 
 

        
1

.t

dV

V dT
 =                                                (1.14) 

 

Для краплинних рiдин вiн незначний i залежить вiд температури та тиску. 

Так, у воді при t = 10...20 оС i тиску P = 100 кПа t = 1,510−4 К−1. 

При розв’язуванні багатьох iнженерних задач гiдродинамiки 

стисливiстю i температурним розширенням краплинних рiдин можна 

нехтувати. 

На вiдмiну вiд краплинних рiдин гази характеризуються значною 

стисливiстю i високим значенням коефiцiєнта температурного розширення. Для 

iдеального газу (взаємодiю молекул якого можна не враховувати) густину, а 

отже, i об’єм можна визначити за формулою (1.10). 

Поведiнка реальних газiв лише незначною мiрою вiдрiзняється вiд 

поведiнки iдеального газу, i тому для них у широких межах можна 

користуватися спiввiдношенням Клайперона. Так, для повiтря у стандартних 

умовах (атмосферному тиску і температурі t = 20 оС) 
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Мiцнiсть на розрив краплинних рiдин у деяких умовах, а саме − коли 

на неї діє рівномірне і всебічне розтягуюче зусилля, при якому не виникає 

дотичних напружень, − може сягати досить великих значень. Але реально 

навiть незначна кiлькiсть твердих частинок або розчиненого газу в них 

зводить цю величину до нуля. Тому при розв’язанні iнженерних задач майже 

завжди вважається, що рідина не здатна чинити опiр розтягуючим зусиллям. 

 

          1.2.3 Капілярність 

Молекули рiдини, якi розташованi бiля поверхнi контакту з іншою 

рiдиною, газом чи твердим тiлом, знаходяться в умовах, вiдмiнних вiд умов 

всерединi. Всерединi об’єму молекули оточенi з усiх бокiв такими самими 

молекулами, а поблизу границь (поверхнi) − лише з одного боку. Тому енергiя 

молекул на поверхнi вiдрiзняється вiд енергiї внутрiшнiх молекул на деяку 

величину, що називають поверхневою енергiєю. Ця енергiя пропорцiйна площi 

поверхнi А 
 

    ,пE A=                                                    (1.16) 
 

де  − коефiцiєнт поверхневого натягу (Дж/м2), який залежить вiд природи 

середовищ, котрi стикаються (для границi «вода − повітря» при t = 20 оС 

  0,075 Дж/м2, а для границi «ртуть − повітря»   0,52 Дж/м2). 

Поверхневий натяг рiдини чутливий до її чистоти та температури. Рiдини, яким 

властива значна змiна сили поверхневого натягу, називають поверхнево-активними 

речовинами. Пiдвищення температури веде до зниження поверхневого натягу. 

На поверхнi подiлу трьох фаз, наприклад твердої стiнки 1, краплинної 

рiдини 2 i газу 3 (рисунок 1.1), виникає так званий краєвий кут , його 

величина залежить вiд природи речовин, що стикаються i не залежить вiд 

форми  посудини та дiї сил тяжiння. Рiдина є змочувальною, якщо краєвий кут 

гострий, i незмочувальною, якщо   90о. 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

Рисунок 1.1 – Прояв капілярності рідини 
 

Вiд явища змочування залежить поведiнка рiдини в тонких капiлярних 

трубках. Якщо рiдина змочує стiнки, то вона пiднiмається над рiвнем вiльної 

поверхнi та навпаки. 

Висоту капiлярного пiдняття (опускання) можна знайти за формулою 
 



4
h

d


 =


cos,                                         (1.17) 

де d − дiаметр трубки. 

Отже, капілярність − це явище підняття або опускання краплинної рідини в 

тонких трубках (в дрібнопористому твердому тілі, наприклад ґрунті) на деяку 

висоту з утворенням випуклого або увігнутого меніску. Саме завдяки властивостi 

капiлярностi, тобто властивостi створювати краплини, звичайнi рiдини називають 

краплинними. Цю властивiсть слiд враховувати при вiдлiку показань у 

вимірювальних приладах, в яких використовуються склянi трубки з рiдиною типу 

скляних дифманометрiв. Найчастiше в них використовується вода, для якої при t = 

20 оC 
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=                                                    (1.19) 

(h i d в міліметрах). 

 

          1.2.4 Текучість і в’язкість. Закон в’язкого тертя Ньютона 

Оскiльки молекули рiдини не так жорстко пов’язанi мiж собою, як у 

твердих речовинах, то рiдина має таку властивість, як текучість − здатнiсть 

необмежено деформуватися пiд впливом дуже незначних зусиль. З iншого боку, 

навiть невеликий вiдносний рух сусiднiх шарiв рiдини породжує ефект опору 

цьому вiдносному руху. Властивiсть рiдини чинити опір зсуваючим зусиллям 

називають в’язкiстю. 

Iснування сили опору зсу-

ваючим зусиллям можливо виявити 

дослiдним шляхом. На нерухомiй 

нижнiй поверхнi (рисунок 1.2) знахо-

диться шар рiдини завтовшки y0, на 

вiльнiй поверхнi якого невагома 

пластина, площа котрої А. Якщо до 

пластини прикласти силу F, то вона 

почне перемiщуватися i пiсля 

деякого iнтервалу часу встановиться 

її рiвномiрний рух з деякою 

швидкiстю u0 вiдносно нижньої 

поверхні. Це озна- 

чає, що за час розгону виникла деяка сила F= − F. Вона може бути тiльки 

силою опору рiдини (опiр повiтря малий i до уваги не береться). 

Механiзм виникнення F можна пояснити таким чином. Шар рiдини, що 

безпосередньо контактує з рухомою пластиною, рухається разом з нею зi 

Рисунок 1.2 – Прояв сил в'язкості 



швидкiстю u0 (ефект прилипання). Внаслiдок молекулярних зв’язкiв цей шар 

«тягне» за собою наcтупний і так далі. Оскiльки нижнiй шар рiдини контактує з 

нерухомою поверхнею, то його швидкiсть дорiвнює нулю. Отже, мiж 

поверхнями виникає рух рiдини з деяким розподілом швидкостей u = f(y). У 

нашому випадку він лiнiйний. Внаслiдок дiї мiжмолекулярних зв’язкiв мiж 

шарами рiдини, що рухаються один вiдносно одного, виникає сила в’язкостi, 

або сила в’язкого (внутрішнього) тертя F. Першим вказав на тi параметри, вiд 

яких вона залежить, I. Ньютон1. Пiзнiше М. П. Петров2, здiйснивши дослiди, 

схожi на описаний вище, пiдтвердив гіпотезу Ньютона. 

Для випадку рiвномiрного розподiлу швидкостей 
 

                                                 0

0

,
u

F A
y

 = −                                               (1.20) 

а у загальному випадку 

          ,
dy

du
AF =                                               (1.21) 

де 
dy

du
 − градiєнт швидкостi, який характеризує iнтенсивнiсть змiни швидкостi 

по нормалi до напряму руху; 

       − динамічний коефiцiєнт в’язкостi, Пас. 

Якщо формулу (1.21) роздiлити на площу, то отримаємо вираз для 

дотичних напружень, який має назву закону в’язкого тертя Ньютона 
 

    .
dy

du
=                                                  (1.22) 

 

Вiдповiдно до правил механiки прийнято вважати дотичнi напруження 

завжди додатною величиною. Тому у правiй частинi беруть знак плюс, якщо 

градiєнт додатний, i мінус, якщо вiд’ємний. 

 
1 Ньютон Ісаак (1643−1727) − видатний англійський математик, фізик, астроном, автор 

фундаментальної наукової праці «Математичні основи натуральної філософії» (1686), в якій 

були вперше визначені базові поняття механіки, сформульовані три закони механіки. 

Паралельно з Г. Лейбніцом розробив основи диференціального та інтегрального обчислення. 

З 1703 р. президент Лондонської королівської спілки. Окрім видатних робіт у галузі 

математики («Універсальна арифметика», 1707), класичної механіки і оптики («Оптика», 

1704), встановив закон внутрішнього тертя рідини, вивчав витікання рідини з отворів, а 

також припливно-відливні явища. На честь Ньютона названа одиниця вимірювання сили. 
2 Петров Микола Павлович (1836–1920) – видатний російський механік та інженер, інженер-

генерал, професор, почесний член Петербурзької академії наук, голова Російського 

технічного товариства. У своїх наукових працях «Тертя в машинах і вплив на нього 

змащувальних масел» (1883), «Опис і результати дослідів над тертям рідин і машин» (1886) і 

«Тертя в машинах і вплив на нього змащувальної рідини. Практичні результати дослідів» 

(1887), «Тертя в машинах» (1900) заснував гідродинамічну теорію змащування. 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B8%D1%81%D0%BA


Окрiм динамiчного коефiцiєнта в’язкостi, часто використовують 

кiнематичний коефiцiєнт в’язкостi , який може бути визначений iз 

спiввiдношення 


 =


.                                                    (1.23) 

 

Одиниця вимiрювання кінематичного коефіцієнта в’язкостi − м2/с. 

Слiд мати на увазi, що в’язкiсть як фiзичну властивiсть рiдини краще 

характеризує динамiчний коефiцiєнт . Так, при t = 20 оС для повiтря п =1,5110-5 

м2/c,  

а для води в = 1,0110-6 м2/с. Але зрозумiло, що в’язкiсть води більша, нiж у 

повітря, i це видно з величин коефiцiєнтiв динамiчної в'язкостi: п = 1,8210-5 Пас,  

в = 1,0110-3 Пас. 

На величину в’язкостi тиск впливає мало, а температура − досить суттєво. 

Причому зростання температури знижує в’язкiсть краплинних рiдин i пiдвищує 

в’язкiсть газiв (рисунок 1.3). Причина цього полягає у фiзичнiй природi 

в’язкостi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Рисунок 1.3 – Залежність кінематичного коефіцієнта в’язкостi  

від температури: 

1 − машинне масло; 2 − повітря; 3 − вода 
 

У краплинних рiдин в’язкiсть − це прояв сил внутрiшнього зчеплення мiж 

молекулами. Зростання температури приводить до збiльшення кiнетичної енергiї 

молекул i таким чином до послаблення зчеплення та зниження в’язкостi. 

У газах в’язкiсть обумовлена хаотичним рухом молекул, завдяки якому 

здiйснюється обмiн кiлькiстю руху. При вiдносному зсувi шарiв цей обмiн 

створює тенденцiю до вирiвнювання швидкостi, тобто породжує силу 

внутрiшнього тертя, а отже, i в’язкiсть. Зростання температури пiдвищує 

кiнетичну енергiю молекул, а отже, їх рухливiсть. В’язкiсть газiв зростає.  



Динамiчну в’язкiсть води можна визначити за формулою Пуазейля3 
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де 0 = 17,910−4 Пас − коефiцiєнт динамiчної в’язкості води при t = 0 оС; 

повiтря − за формулою Сазерленда 
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де 0= 18,27мкПас − коефiцiєнт динамiчної в’язкості повітря при T0; 

     T0 − контрольна температура (для повітря T0 = 291,15 К);  

     С – стала Сазерленда (для повітря С = 120 К) 

Властивостi деяких рiдин при t = 20 оС наведенi у таблиці 1.2. 
 

Таблиця 1.2 – Властивостi деяких рідин 
 

Найменування рiдини 105, Паc 108, м2/с , кг/м3 

Вода прісна 101 101 998 

Глiцерин безводний 51200 41000 1250 

Масло касторове 97200 100200 960 

Ртуть 155 11,4 13547 

Спирт етиловий безводний 119 154 789 
 

Рiдини, що задовольняють закон в’язкого тертя Ньютона, називають 

ньютонiвськими. До них належать як краплиннi рiдини (вода, керосин, спирт 

тощо), так i гази (повiтря, метан, природний газ тощо). 

До рiдин, якi не задовольняють формулу (1.22) i називаються 

неньютонiвськими (аномальними), належать колоїди, глинистий розчин, 

нафтопродукти при температурi, близькiй до температури застигання, та деякi 

iнші. 

Дослiдами встановлено, що рух неньютонiвських рiдин починається, 

тiльки пiсля того як дотичнi напруження набудуть деякого критичного значення 

(так зване початкове напруження зсуву); при менших напруженнях вони не 

течуть, а тiльки вiдчувають пружнi деформацii (рисунок 1.4). 

Для аномальних рiдин застосовують формулу Бiнгема 
 

                          ,гр

du

dy
 =  +                                                (1.26) 

 

де гр − граничне напруження зсуву, Па. 
 

3 Пуазейль Жан Луї Марі (1799−1869) − французький лікар і фізик, котрий, зокрема, вивчав 

в’язкість рідин і процеси циркуляції крові. Автор трактату «Рух рідин в трубах малого 

діаметра». З 1842 р. член Французької медичної академії. 



Вважають, що першi експериментальнi дослiдження аномальних рiдин 

здiйснив Ф. М. Шведов у 1889 р., який визначив гр для розчину желатину в водi. 

Детальне вивчення закономiрностей руху аномальних рiдин виходить за 

межi даного курсу. Тому далі розглядатимемо тільки ньютонiвські рiдини. 

Розглянемо рух довiльнoї рiдкої частинки ньютонiвської рiдини (рисунок 

1.5) завтовшки dy. Оскiльки розподiл швидкостей у в’язких рiдинах завжди 

нерiвномiрний, то грань ВС буде рухатись зi швидкiстю, бiльшою за швидкiсть 

гранi АD, на величину du. Внаслiдок цього рiдка частинка зазнаватиме 

деформацiї та за час dt перетвориться на паралелепiпед АВ’C’D. 

Вiдрiзок dl характеризує величину деформацiї рiдкої частинки за час dt, 

тобто dl = du dt. З цього випливає, що du/dy = dl/(dt dy), але dl/dy = tg. Тодi 

du/dy = tg/dt. Таким чином, поперечний градiєнт швидкостi являє собою 

швидкiсть вiдносної деформацiї зсуву. Тому дотичнi напруження в рiдинi 

лiнiйно залежать вiд швидкостi вiдносної деформацiї. У цьому полягає одна з 

принципових вiдмiнностей рiдких тiл вiд твердих, напруження яких залежать 

не вiд швидкостi деформацiї, а вiд її величини. 

I ще одне важливе зауваження: у ньютонівських рiдинах, якi знаходяться у 

нерухомому станi, дотичнi напруження вiдсутнi та в’язкiсть не виявляється. Це 

пояснюється тим, що рiдкi частинки не рухаються одна вiдносно одної та du/dy=0. 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 
 

 

            Рисунок 1.4 – Залежності                        Рисунок 1.5 – Деформація  

          для ньютонiвської рiдини (1)                            рідкої частинки 

          і неньютонiвської рiдини (2)                                    

 

1.3 МОДЕЛІ ТА МЕТОДИ ГІДРОМЕХАНІКИ 

 

Математичний опис руху рiдини, як буде показано далi, базується на 

системах диференцiальних рiвнянь. Навiть якщо обмежитися властивостями 

текучості, в’язкостi та стисливостi, то i тодi цi рiвняння можуть бути розв’язаними 

для дуже обмеженого кола задач. У бiльшостi ж випадкiв через поки що нездоланi 

математичнi труднощi вони не можуть бути проiнтегрованими. Тому в 

гiдромеханiцi пiшли шляхом застосування моделей рiдини, якi враховують не всi 

її властивостi, а лише деякi − тi, що важливi для конкретного класу задач. Iншими 

властивостями, котрi не мають суттєвого впливу на характер процесу, нехтують. 



Першою такою моделлю можна вважати модель суцiльного середовища, 

яку вже розглядали. У даному випадку знехтували молекулярною будовою 

рiдини. У рамках моделi суцiльного середовища діють ще деякi інші моделi. 

Найбiльшому ступеню iдеалiзацiї вiдповiдає так звана iдеальна (нев’язка) 

рiдина. Пiд моделлю iдеальної рiдини розумiють гіпотетичне суцiльне 

середовище, яке має властивiсть текучості, але позбавлене в’язкостi та 

абсолютно нестисливе. Така досить груба iдеалiзацiя суттєво спрощує 

математичне розв’язання багатьох задач. Отриманi розв’язання у деяких 

випадках добре вiдповiдають дослiдним даним для реальної рiдини не тiльки 

якiсно, а й кiлькiсно. Але нехтування в’язкicтю в більшості випадків 

призводить до суттєвих помилок, а iнколи i результатiв, якi цiлком 

спростовуються дослiдами. У цих випадках слiд застосовувати модель 

нестисливої в’язкої рiдини. Теорiя такої рiдини лише у деяких випадках 

дозволяє отримати точнi математичнi розв’язання, частiше вона має справу з 

приблизними розв’язаннями. 

Модель в’язкої нестисливої рiдини можна вважати найбiльш 

продуктивною для гiдромеханiки, тому що на її базi отриманi найважливiшi 

результати, якi добре спiввiдносяться з дослiдними даними. I це зрозумiло, 

оскiльки у краплинних рiдинах стисливiсть дається взнаки дуже рiдко 

(винятком є хiба що гiдроудар). Гази значно бiльш стисливiшi, але в багатьох 

випадках ця властивiсть не виявляється (під час руху повiтря в умовах, 

близьких до стандартних, зi швидкістю, меншою за 68 м/с). Тому ця модель 

ефективна i для газових середовищ. Необхiднiсть врахування стисливостi газiв 

значно ускладнює задачу. Такi задачi розглядає окремий роздiл гiдромеханiки – 

газова динамiка. 

Iснують й iншi моделi рiдини, але вони не розглядатимуться. 

Основними методами, якi досить часто застосовуватимуться впродовж 

вивчення даного курсу, є аналiтичний i експериментальний. 

Аналiтичний метод полягає у розглядi тiєї чи iншої задачi в межах тiєї 

чи iншої моделi з отриманням i розв’язанням диференцiальних чи 

iнтегральних рiвнянь. Це потребує застосування вiдповiдного математичного 

апарату. Але важливу, а iнколи i вирiшальну роль тут вiдiграє правильний 

вибiр системи координат, що разом з аналiзом дослiджуваного процесу 

дозволяє визначити граничнi та початковi умови. Це, в свою чергу, може 

значно спростити пошук правильного розв’язання. Iнколи від вмiння вiрно 

обрати систему координат i сформулювати початкові та граничнi умови 

залежить те, чи буде розв’язана отримана аналiтичним шляхом система 

рiвнянь. 

Складнiсть явищ i процесiв, що вивчає гiдромеханiка, не завжди дозволяє 

отримати точне теоретичне розв’язання. У цих випадках єдиною можливiстю 

розв’язати поставлену задачу є експеримент. Сучасний гiдравлiчний 

експеримент базується на так званiй теорiї подiбностi. Ця теорiя встановлює тi 



умови i правила, якi дозволяють результати, отриманi на окремому дослiдному 

макетi, поширювати на натурнi об’єкти. 

Поєднання аналiтичних i експериментальних методiв у деяких випадках 

дозволяє будувати досить ефективнi (з точки зору простоти i адекватностi 

реальним процесам) напiвемпiричнi теорiї. Саме цi методи залежно вiд їх 

ефективностi застосовуватимемо при вивченні того чи iншого роздiлу курса. 
 

1.4 ПРИКЛАДИ ЗАДАЧ ДО РОЗДІЛУ 1 

1. Визначити, на скільки відсотків густина морської води на глибині H = 10 км більша 

за густину на поверхні, якщо густина на поверхні 0 = 1030 кг/м3. 

Якщо на поверхні густина води дорівнює 0, то на глибині dh внаслідок збільшення 

тиску  = 0 + d. Як буде показано у наступному розділі, тиск у точці, що занурена на 

глибину dh, dP = 0gdh (для спрощення у цій формулі вважатимемо густину незмінною, що, 

природньо, призведе до невеличкої похибки). Тоді, відповідно до формули (1.12), густина на 

глибині H 
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Отже, густина морської води на глибині 10 км більша за густину на поверхні на 5,1 . 

 

2. Між двох нерухомих поверхонь під дією сили F з незмінною швидкістю                                    

u = 1,5 м/с рухається тонка пластина, площа поверхні якої A = 0,5 м2. Між нерухомими 

поверхнями знаходиться касторове масло з температурою t = 20 оС. Відстані між 

пластинкою і поверхнями (рисунок 1.6) h1 = 2 мм, h2 = 4 мм. Нехтуючи товщиною пластинки 

та вважаючи розподіл швидкостей лінійним, визначити силу F. 

З боку касторового масла, динамічна 

в’язкість якого при t = 20 оС  = 97,210−2 Пас, 

на обидва боки пластини діють сили в’язкого 

тертя 
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Сумарна сила опору, яку необхідно 

подолати, 

     Рисунок 1.6 – До задачі 2 
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Отже, необхідно прикласти силу F = 546,8 Н. 



2 РIВНОВАГА РIДИНИ 
 

Роздiл гiдромеханiки, який вивчає закони рiвноваги рiдини та її силової 

взаємодiї у цьому станi з твердими тiлами, називається гiдростатикою. 

Коли в рiдинi вiдсутнє перемiщення одних рiдких частинок вiдносно 

iнших, то такий стан називають вiдносним спокоєм, а якщо, крiм цього, 

посудина з рiдиною не рухається вiдносно Землi, − то абсолютним спокоєм. 

Основна задача гiдростатики – вивчення розподiлу тиску в нерухомiй 

рiдинi та на основi цього визначення сил та моментів сил, що дiють з боку 

рiдин на твердi тiла.  

 

2.1 КЛАСИФІКАЦІЯ СИЛ, ЩО ДIЮТЬ У РIДИНАХ 

 

Як i в механiцi твердого тiла, в гiдромеханiцi дiючi сили класифiкують за 

рiзними ознаками: внутрiшнi та зовнiшнi, зосередженi та розподiленi, масовi та 

поверхневi. На вiдмiну вiд класичної механiки сили, що дiють на рiдке тiло, 

практично завжди розподiленi. Причому оскільки рідина не здатна чинити опір 

розтягуючим зусиллям, ці розподілені сили мають бути спрямованими від 

інших фізичних тіл та полів у бік рідини. Зосередженi сили можуть 

розглядатися лише як крайнiй випадок розподiлених, коли площа, на яку вони 

діють, наближається до нуля. 

Зовнiшніми називають сили, якi прикладенi до рiдких частинок з боку 

iнших тiл або фiзичних полiв. Внутрiшнi − це сили взаємодiї мiж собою рiдких 

частинок, котрi знаходяться в межах одного рiдкого тiла. Переведення 

внутрiшніх сил у категорiю зовнiшніх може бути здiйснене методом перерiзiв 

або «заморожування». Його суть полягає у тому, що в рiдкому середовищi 

видiляється («заморожується») замкнутий об’єм (рiдка частинка), зовнiшнє 

середовище уявно вiдкидається, а його дiя замiняється дiєю розподiлених сил, 

якi з рангу внутрiшнiх відносно видiленого об’єму переходять у ранг зовнiшніх. 

Цей метод часто використовують, оскiльки вiн є досить показовим i 

ефективним. 

Масовими є сили, величина котрих пропорцiйна масi рiдкого тiла. Цi сили 

дiють на всi рідкі частинки об’єму i підпорядковуються другому закону 

Ньютона. До них належать, наприклад, сили тяжіння та інерції. Проекції 

масових сил на осi декартової системи координат Fx = max, Fy = may, Fz = maz. 

У гiдромеханiцi замiсть проекцій прискорень ax, ay i az використовують 

позначення X, Y i Z. Тодi X = Fx /m, Y = Fy /m i Z = Fz /m. X, Y i Z є проекцiями 

одиничних масових сил на вiдповiднi осi координат. 

Поверхневими називають такi розподiленi сили, якi діють з боку інших тіл 

тiльки на тi рiдкi частинки, котрi знаходяться на поверхнi рiдкого об’єму. 

Величина цих сил пропорцiйна площi поверхнi дії. Для якiсної та кiлькiсної 

характеристик поверхневих сил застосовуються поняття про напруження та 

тензор напруження. 



2.2 НАПРУЖЕНИЙ СТАН РIДИНИ. ТЕНЗОР НАПРУЖЕНЬ. 

ГIДРОСТАТИЧНИЙ ТИСК 

 

У рiдкому тiлi об’ємом V, яке рухається або знаходиться у станi спокою, 

проведемо довiльну поверхню А i уявно вiдкинемо праву частину. Для того щоб 

рух або спокiй частини рiдини, що залишилась, зберiгався, накладемо на 

поверхню А розподiлену силу, яка еквiвалентна дiї вiдкинутої частини рiдини 

(рисунок 2.1). Якщо на елементарну площу А, орiєнтацiю в просторi якої задає 

нормальn


, дiє сила F


 , то величина 

    n
A

P
A

F 


=




→ 0
lim                                               (2.1) 

 

називається напруженням поверхнi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2.1 – До поняття про напруження поверхні 

 

Таким чином, пiд впливом зовнiшніх сил у рiдинi виникають напруження. 

nP


 не є звичайним вектором. Його величина залежить вiд орiєнтацiї площадки 

А у просторi. Це означає, що коли через дану точку провести однаковi за 

величиною, але рiзно орiєнтованi площадки, то i дiючi на них напруження 

будуть рiзними. Iндекс n означає не проекцiю напруження нa нормаль, а 

орiєнтацiю площадки, якiй вiдповiдає nP


. Оскiльки напруження nP


 у 

загальному випадку за вiдношенням до площадки може бути орiєнтованим як 

завгодно, то воно має нормальну Рnn i дотичну A складові (рисунок 2.1). 

Видiлимо у рiдкому тiлi, що рухається, частинку в формi тетраедра 

об’ємом dV (рисунок 2.2). Нехай n


 − зовнiшня нормаль до гранi АВС, площа 

якої dА. Площi iнших граней dАx, dАy, dАz (iндекс вказує, до якої осi 

перпендикулярна кожна грань). Їх можна розглядати як проекцiї гранi АВС на 

координатнi осi. Тобто dАx= dАcos(n


; x) = dAnx, dAy= dAcos(n


; y) = dAny i dAz =  

= dAcos(n


; z) = dAnz (величини nx, ny i nz означають напрямні косинуси). 

Масова сила, яка дiє на тетраедр, дорiвнює dVF

 (де F


 − одинична 

масова сила). Сила iнерцiї тетраедра dVa


  (де a


 − прискорення рiдкої 

частинки). З урахуванням знакiв на кожну грань дiють поверхневi сили: на АВС 



nP


dА; на iншi три x xP n dA− ; y yP n dA− ; 

z zP n dA− . Таким чином, вiдповiдно до 

загальних законiв механiки  
 

 adV  = dVF

  + nP


dА − 

       x xP n dA− y yP n dA− z zP n dA− .     (2.2) 
 

Складовими dVa


  i dVF

  

можна знехтувати, оскільки вони є 

величинами третього порядку малості, 

у той час як iншi − другого. Таким 

чином, рівняння (2.2) перетворюється у 

спiв-вiдношення Кошi4 
 

nP


= zzyyxx PnPnPn


++ .        (2.3) 
 

Фiзична величина, яка характеризується у данiй точцi вектором nP


, що 

набуває нескiнченної кiлькості значень залежно вiд орiєнтацiї площадки, є тен-

зором напружень. Рiвняння (2.3) вказує на те, що nP


 при вiльнiй орiєнтацiї нор-

малi n


 може бути визначене, якщо вiдомi напруження у тiй самій точцi для 

площадок, зовнiшнi нормалi яких паралельнi осям ox, oy, oz. У проекцiях на осi 

координат формула (2.3) набирає вигляду 
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Перший iндекс вказує на вiсь, яка перпендикулярна до площадки дiї 

напруження; другий − вiсь, на яку спроектоване це напруження (рисунок 2.3). 

Сукупнiсть дев’яти складових створює тензор напружень, який у матричній 

формi має вигляд 
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4 Коші Огюстен Луі (1789−1857) − видатний французький математик і механік, член 

Паризької та Петербурзької академій наук, Лондонської королівської спілки. Автор понад 

800 наукових праць з арифметики та теорії чисел, математичного аналізу, диференціального 

обчислення, математичної фізики, зокрема сформував математичний апарат механіки 

суцільного середовища. Найбільш значущі праці: «Курс аналізу» (1821), «Резюме лекцій 

обчислення нескінченно малих» (1823).  

Рисунок 2.2 – До виводу  

співвідношення Коші 

http://uk.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9F%D0%B5%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%B1%D1%83%D1%80%D0%B7%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%B0%D0%BA%D0%B0%D0%B4%D0%B5%D0%BC%D1%96%D1%8F_%D0%BD%D0%B0%D1%83%D0%BA&action=edit&redlink=1


У рiдинi, яка знаходиться у станi рiвноваги, дотичнi напруження xy = xy= ...= 

 = zy = 0. Отже, тензор напружень для гiдростатики набирає вигляду 
 

.

P

P

P

zz

yy

xx

00

00

00

              (2.6) 

 

Оскiльки, як зазначалося раніше, 

рiдина не здатна чинити опiр 

розтягуючим зусиллям, то очевидно, 

що нормальнi напруження можуть бути 

тiльки стискаючими. 

У тензорному аналiзi доведено, 

що, по-перше,  тензор напружень (2.5) є  

симетричним. Це означає, що величини, розташованi симетрично головній 

дiагоналi, дорiвнюють одна однiй (yx = xy тощо). Тому у загальному випадку 

для визначення тензора напружень достатньо не дев’ять, а шiсть складових. 
По-друге, за вiдсутностi дотичних напружень нормальнi напруження у точцi рiдини 

не залежать вiд орiєнтацiї площадки дiї. Тобто 

   xx yy zzP P P P= = = − ,                                                   (2.7) 

де P − гiдростатичний тиск, Па. 

З формули (2.7) випливають важливi властивостi гiдростатичного тиску: 

−  будучи скалярною величиною (як компонент тензора), вiн не залежить 

вiд орiєнтацiї площадки, на яку дiє; 

−  гiдростатичний тиск вважають позитивним при стискаючiй дiї 

нормального напруження. Iншими словами, гiдростатичний тиск спрямований 

по внутрiшнiй нормалi до площадки, на яку дiє. 

Хоча мова i йде про напрям дiї гiдростатичного тиску (далi − просто тиску), 

вiн є величиною скалярною. Його перша властивiсть втрачається у випадку появи 

в рiдинi дотичних напружень. Крiм того, у переважнiй бiльшостi випадкiв тиск є 

неперервною функцiєю координат P = f(x; y; z), а iнколи i часу. Таким чином, у 

рiдкому середовищi тиск створює скалярне поле. Сила, що виникає внаслiдок дiї 

тиску, наприклад на елементарну площадку dА, є величиною векторною 
 

              dF PndA= − ,                                              (2.8) 
 

де n


− зовнiшня нормаль до площадки dА. 

Так склалося, що у технiцi для характеристики напруженого стану рiдини 

використовують не поняття напруження, а поняття тиску. 

Рисунок 2.3 – Напруження                    

на поверхні рідкої частинки 



Використовуються двi системи вiдлiку тиску: вiд так званого 

абсолютного нуля − абсолютний тиск Pабс i вiд деякого постiйного значення 

тиску, за який приймають атмосферний Pа (рисунок 2.4).  

Якщо деякий тиск P1 бiльший за атмосферний, то рiзниця (Pабс1 − Pа) є 

надлишковим тиском Pн. У випадку коли тиск P2  менший за атмосферний, то 

(Pa − Pабс2) зветься вакуумметричним 

тиском Pв, тобто надлишковий вказує, 

наскiльки даний тиск бiльший за 

атмосферний, а вакуумметричний − на 

нестачу до атмосферного. 

Iснує чимало одиниць вимiру тиску. 

У мiжнароднiй системi вимiрювань − це   

Па = Н/м2. Зв’язок мiж iншими такий: 

фiзична атмосфера = 760 мм ртутного 

стовпа = 1,033 кгс/см2 (технiчна атмосфе-

ра) = 1,013 бар = 1,01 105 Па  10 м 

водяного стовпа. 

 

2.3 РІВНЯННЯ РУХУ РІДИНИ В НАПРУЖЕННЯХ 

 

Розглянемо рідке тіло об’ємом V, плоша поверхні якого A. Для рідкої 

частинки масою dV і площею поверхні dA, котра міститься у цьому рідкому 

тілі і рухається зі швидкістю u


, аналогічно тому, як це було зроблено у 

попередньому розділі, можна записати рівняння руху у такому вигляді: 
 

dAPdV'FdV
dt

ud
n


+= .                                         (2.9) 

 

Для усього рідкого тіла 
 

  +=
V V A

ndAPdV'FdV
dt

ud 
,                                (2.10) 

 

або з урахуванням співвідношення Коші 
 

( ) .dAPnPnPndV'FdV
dt

ud

V V A

zzyyxx   +++=


              (2.11) 

 

Скориставшись формулою 

Гауса-Остроградського, маємо 
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,              (2.12) 

Рисунок 2.4 – Системи відліку 

тиску 



або 

' 0
yx z

V

Pdu P P
F dV

dt x y z

   
 −  − + + =  

      
 .                      (2.13) 

Оскільки це рівняння повинно бути справедливим для будь-якого 

довільного об’єму V, то рівність нулю інтеграла приводить до рівності нулю 

підінтегральної функції. Отже, дістаємо рівняння руху рідини в напруженнях 

(векторна форма запису) 

1
'

yx z
Pdu P P

F
dt x y z

  
= + + + 

     

.                             (2.14) 

 

У проекціях на осі декартової системи координат 
 

1

1

1

yxx xx zx

y xy yy zy

yzz xz zz
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   
= + + +  

    
   

= + + +  
    

  
= + + + 

      

.                        (2.15) 

 

У загальному випадку система (2.15) для нестисливої рідини містить 

дев’ять шуканих величин: три проекції швидкості ux, uy, uz і шість складових 

тензора напружень Pxx, Pyy, Pzz, yx = xy, zx = xz, yz = zy (проекції масових сил X, 

Y, Z практично завжди відомі з умов задачі). Для стисливої рідини шуканою 

величиною є ще й густина , що вимагає завдання додаткових рівнянь, котрі 

встановлювали б зв’язок між густиною та іншими величинами з формули 

(2.15). Тому для багатьох задач гідромеханіки ця система залишається 

незамкнутою. Найбільш просто рівняння руху рідини в напруженнях може бути 

замкнутим і проінтегрованим для випадку нерухомої рідини. 

 

2.4 СИСТЕМА ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ РIВНОВАГИ РIДИНИ 

  

Систему диференціальних рівнянь рівноваги рідини досить легко 

отримати з рівняння руху рідини в напруженнях, якщо пригадати, що в 

нерухомій рідині (ux = uy = uz = 0) згідно до закону в’язкого тертя Ньютона 

дотичні напруження не виникають (yx = xy = zx = xz = yz = zy = 0) і 

справедливе рівняння (2.7). Тому система (2.15) для нерухомої рідини 

набирає вигляду 
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,                                       (2.16) 

яка i є основним дифрiвнянням гiдростатики. Оскiльки вперше система (2.16) 

була виведена Леонардом Ейлером5, то вона носить його iм’я. 

X, Y i Z є проекцiями одиничної масової сили F

  на вiдповiднi осi.  

Тому 

kZjYiXF


++= .                                       (2.17) 

Крiм того, 
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
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


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


= .                             (2.18) 

 

Таким чином, система дифрiвнянь Ейлера (2.16) може бути подана у 

векторнiй формi 

 
1

0F gradP − =


.                                       (2.19) 

 

Якщо кожне з рiвнянь системи (2.16) вiдповiдно помножити на dx, dy i dz, 

а потiм їх скласти, то дістанемо 
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Права частина формули (2.20) є повним диференцiалом тиску 
 

dPdz
z

P
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y

P
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x

P
=




+




+




.                                 (2.21) 

Тому 

dP)ZdzYdyXdx( =++ .                                  (2.22) 
 

 
5 Ейлер Леонард (1707−1783) − видатний швейцарський математик та фізик, який більшу 

частину життя працював у Німеччині та Росії, член Петербурзької, Берлінської, Туринської, 

Лісабонської, Базельської та Паризької академій наук, автор більш ніж 850 наукових робіт, 

зокрема «Вступ до аналізу нескінченно малих» (1748), «Диференціальне обчислення» (1755), 

«Інтегральне обчислення» (три томи, 1668–1770), «Дослідження кривизни поверхонь» (1760), 

«Механіка, або наука про рух, у аналітичному викладенні» (1726) та ін. У роботі «Загальні 

принципи руху рідини» (1755) Ейлер застосував свої рівняння динаміки елементарного 

матеріального об’єму до ідеальної рідини, отримавши рівняння руху і нерозривності. У праці 

«Загальні принципи стану рівноваги рідини» (1757) він вивів рівняння рівноваги рідини. 



Отже, i лiва частина формули (2.22) повинна бути повним диференцiалом 

деякої функцiї. При умовi  = const   
 

ФXdx Ydy Zdz d+ + = .                                  (2.23) 
 

З цього випливає, що масовi сили, пiд впливом яких рiдина може 

знаходитися у станi рiвноваги (земного тяжiння, iнерцiї), можна виразити так: 
 

         X = Ф/x,       Y = Ф/y,       Z = Ф/z.                     (2.24) 

Таким чином, рiдина може перебувати у станi рiвноваги тiльки у тому 

випадку, якщо масовi сили, що дiють у нiй, мають потенцiал, тобто проекцiї 

одиничної масової сили задовольняють рівняння (2.24) (функцiя Ф називається 

силовою, або потенцiальною). 

Враховуючи формули (2.17) i (2.24), одиничну масову силу можна 

представити так: 

F

= gradФ.                                                  (2.25) 

 

Таким чином, рiвняння (2.19) набирає вигляду 
 



1
gradP = gradФ.                                           (2.26) 

 

Воно справедливе як для краплинних рiдин, так i для газiв. 

У випадку коли рiдина нестислива ( = const) 
 

grad Ф
P 

− + 
 

 = 0.                                      (2.27) 

 

Рiвнiсть нулю градiєнта означає рiвнiсть нулю усiх його проекцiй 
 

x


Ф

P 
− + 

 
= 0;   

y


Ф

P 
− + 

 
= 0;    

z


Ф

P 
− + 

 
= 0.       (2.28) 

 

Тому 

−Ф +


P
= const.                                              (2.29) 

 

Вираз (2.29) є загальним iнтегралом дифрiвнянь Ейлера для нестисливих 

рiдин. 

Поверхня, в кожнiй точцi якої Ф = const, тобто 
 

 Xdx + Ydy + Zdz = dФ = 0,                                        (2.30) 
 

є еквiпотенцiальною, або поверхнею рiвня. З формули (2.29) випливає, що у 

кожнiй точцi поверхнi рiвня P = const. Фiзично поверхню рiвня можна уявити 



як вiльну поверхню рiдини, що знаходиться у посудинi чи резервуарi. Хвильова 

поверхня водоймища також може вважатися еквiпотенцiальною (рухомою 

поверхнею рiвня).  

Поверхня рiвня має двi властивостi:  

− еквiпотенцiальнi поверхнi не перетинаються мiж собою;  

− зовнiшнi масовi сили до них завжди спрямованi нормально. 

 

2.5 РIВНОВАГА РIДИНИ У ПОЛI СИЛ ЗЕМНОГО ТЯЖIННЯ. 

ГІДРОСТАТИЧНИЙ ЗАКОН РОЗПОДІЛУ ТИСКУ 

 

Розглянемо нестисливу рiдину, яка знаходиться у станi абсолютного 

спокою в полi сил земного тяжiння. Осi координат спрямуємо так, щоб oz була 

вертикальною, а ox i oy лежали у горизонтальнiй площинi. Оскiльки з масових 

сил дiє тiльки сила тяжiння, то X = Y = 0, Z =− g. Iнтегрування формули (2.23) 

дає 
 

Ф = − gz + C’,                                                (2.31) 

де С’ − стала iнтегрування. 

З урахуванням цього загальний iнтеграл дифрiвнянь Ейлера (2.29) 

набирає вигляду 
 

      gz + P = C.            (2.32) 
 

Ця формула виражає гiдро-

статичний закон розподiлу тиску, який 

встановлює, що у нестисливiй рiдинi у 

полi земного тяжiння тиск лiнiйно 

залежить вiд вертикальної координати. 

Для визначення С використаємо таку 

граничну умову (рисунок 2.5) при z = z0 

P = P0. 

 

 

Тодi  

C = P0 + gz0.                                         (2.33) 
 

Пiсля пiдстановки до формули (2.32) 
 

P + gz = P0 +gz0,                                      (2.34) 
 

або тиск у довiльнiй точцi М з координатою z 
 

P = P0 + g( z0 − z).                                       (2.35) 
 

Рисунок 2.5 – До визначення  

граничних умов 



З рисунка 2.5 видно, що (z − z0 ) є глибиною занурення точки М, тому 

дістаємо результат, який називають основним рівнянням гідростатики 
 

Р = P0 + gh.                                              (2.36) 
 

Легко пересвiдчитись, що складова gh має розмiрнiсть тиску (Па), i 

оскiльки вона залежить вiд питомої ваги рiдини, то називається ваговим 

тиском. 

Таким чином, тиск у будь-якій точцi рiдини, що знаходиться у станi 

спокою, дорiвнює сумi зовнiшнього тиску Р0 i вагового тиску gh. Гiдро- 

статичний закон у такому формулюваннi справедливий як для стисливої, так i 

нестисливої рiдини. Крiм того, формула (2.36) пiдтверджує закон Паскаля6, 

згiдно з яким зовнiшнiй тиск (тобто тиск на вiльнiй поверхнi рiдини) 

передається однаково у всi точки рiдини. 

Якщо складовi рiвняння (2.34) роздiлити на питому вагу, то всi його члени 
 

0
0 z
g

P
z

g

P
+


=+


                                          (2.37) 

 

мають розмiрнiсть довжини (м) i називаються напорами. 

На рисунку 2.6 зображена посудина з рiдиною, зовнiшнiй тиск для якої Рн 

Запишемо (2.37) для двох довiльних точок А i В 
 

B
B

A
A z

g

P
z

g

P
+


=+


 .       (2.38) 

 

Величини zА i zВ характеризують 

положення точок А i В над довiльною 

горизонтальною площею вiдлiку 0 – 0 i 

називаються геометричними напорами 

(висотами). 

PА/g i РВ/g характеризують 

висоти стовпа рiдини, якi урiвноважують 

тиск у вiдповiдних точках i є 

п’єзометричними напорами (висотами). 

Сума (z + P/g) − гiдростатичний напiр, 

котрий, як випливає з формули (2.38), для 

всіх   точок   даного   рiдкого   об’єму   є  

 
6 Паскаль Блєз (1623−1662) − видатний французький математик, фізик, філософ, письменник, 

автор праць у галузі математичного аналізу, гідравліки. Автор, можливо, першої механічної 

лічильної машини. 1647 року надрукував наукову працю «Нові досліди, що стосуються 

порожнечі», в якій сформулював основний закон гідростатики. На честь Паскаля названа 

одиниця вимірювання тиску. 

Рисунок 2.6 – Гідростатичні  

напори в різних точках рідини 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B8%D1%81%D0%BA


величиною незмiнною. Тому рiвнi у обох 

п’єзометричних трубках, пiдведених до 

точок А i В, однаковi. 

Таким чином, кожному тиску Р 

вiдповiдає лiнiйна величина Р/g, яка 

називається напором i є висотою стовпа 

рiдини, що врiвноважує цей тиск. 

У тому випадку, коли деякий об’єм 

рiдини знаходиться пiд вакуумметричним 

тиском Рв (рисунок 2.7), величина Рв/g 

називається вакуумметричним напором 

(висотою) hв. 

 

2.6 СИЛИ ТИСКУ РIДИНИ НА ТВЕРДУ ПОВЕРХНЮ 
 

У загальному випадку сила тиску, з якою рiдина дiє на тверду поверхню 

площею А, дорiвнює сумi елементарних сил Fd


, дiючих на елементарнi 

площадки dA, що складають цю поверхню, 

=
A

dAnPF


,                                            (2.39) 

де n


 − внутрішня нормаль до елементарної площадки dA. 

Розглянемо такі випадки. 

1. Рiвномiрний тиск на плоску стiнку (P = const, n


= const). 

У цьому випадку вектори Fd


 складають систему паралельних сил, яка 

легко зводиться до рiвнодiючої F


 

F = PA.                                                   (2.40) 

Лiнiя дiї F


 проходить через центр мас площi А. 

У технiцi рiвномiрний тиск може виникати у закритих резервуарах, в яких 

знаходиться газ з надлишковим тиском Рн. Оскiльки ваговим тиском газу через 

його невелику густину у багатьох випадках можна знехтувати, то вважається, 

що тиск однаковий у всiх точках. Графiк зображення закону розподiлу тиску 

називають епюрою тиску.  

На рисунку 2.8 зображенi 

епюри для випадку, що розглядаємо. 

Довжина стрiлок пропорцiйна 

величинi тиску у данiй точцi та 

розраховується за (2.36); напрям 

завжди нормальний до поверхнi у 

данiй точцi. Рiвно-мiрний тиск може 

виникати i пiд дiєю краплинних 

рiдин, наприклад на пло-скi 

горизонтальнi стiнки у випадку 

абсолютного спокою або руху з 

прискоренням угору чи вниз.  

Рисунок 2.7 – Вакуумметрична 

висота 

Рисунок 2.8 – Епюра  

рівномірного тиску 
 



Оскiльки тиск на днi кожної посудини рiзної форми, але рiвної площi 

дна А (рисунок 2.9) однаковий P = P0 + gh, то i сила, що  діє на  днища  цих  

посудин 

F = PА, однакова. Таким чином, сила тиску на дно не залежить вiд форми 

посудини, а залежить вiд глибини h, густини рiдини  i площi А. Так, у 

посудинi, що розширюється (рисунок 2.9,а), F менша за вагу рiдини, у 

цилiндричнiй (рисунок 2.9,б) − дорiвнює вазi рiдини, а у посудині, що 

звужується (рисунок  2.9,в), − більша за неї. Це парадоксальне з точки зору 

життєвих уявлень явище має назву гiдростатичного парадокса. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

а                                           б                                     в 

Рисунок 2.9 – До пояснення гідростатичного парадокса 
 

2. Рівномiрний тиск на криволiнiйну стiнку (P = const, n


 const). 

У цьому випадку рiвнодiючу F


доцiльно розрахувати через проекцiї на 

координатнi осi. Будемо вважати, що криволiнiйна поверхня ON має 

цилiндричну форму та її твiрна паралельна оу (рисунок 2.10).  

Оскiльки 
 

dFx = PdAnx = Pcos(n;x)dA= PdAx,                           (2.41) 

то 

x

A

xx PAPdAF ==  ,                                       (2.42) 

 

де Аx − проекцiя криволiнiйної поверхнi ON на площину, перпендикулярну до ох. 

Аналогiчно 

Fz = PAz.                                                 (2.43) 
 

Лiнiї дiї Fx i Fz проходять через центри мас Аx i Аz вiдповiдно. 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Рисунок 2.10 – Рівномірний тиск на криволінійну стінку 

Окремим випадком такої задачi є визначення напружень, що виникають у 

матерiалi круглої напiрної труби. Зауважимо, що труба є напiрною, якщо тиск у 

нiй вiдрiзняється вiд атмосферного. У переважнiй бiльшостi таких труб 

надлишковий тиск значно бiльший за ваговий. Тому останнiм при розв’язанні 

подiбних задач нехтують. 

Уявно роздiлимо трубу, в якiй пiдтримується тиск Рн, дiаметральною 

площиною 1−1 (рисунок 2.11), визначимо силу дiї рiдини на праву половину 

труби з довжиною l. Згiдно з формулою (2.42) 

F= PнDl.                  (2.44) 
 

Ця сила врiвноважується двома 

силами 
 

Fр= G l,                  (2.45) 
 

де G − розтягуюче напруження, що 

виникає у матерiалi труби, Па. 

Таким чином, 
 

F = 2 Fр,                 (2.46) 
 

а отже, 

 PнDl = 2Gl               (2.47) 
 

i нарештi 
 


=

2

DP
G н .                  (2.48) 

 

Ця формула при заданiй величинi допустимих напружень Gдоп дозволяє 

розрахувати необхiдну товщину стiнок труби 
 

Рисунок 2.11 – Сили тиску, 

що діють в круглій трубі 



доп

н

G

DP

2
= ,                                               (2.49) 

 

або для даної труби, коли D i  заданi, допустимий надлишковий тиск, який 

здатна витримати ця труба, 

D

G
P доп
н


=

2
.                                           (2.50) 

 

3. Нерiвномiрний тиск на плоску стiнку (P  const, n


= const). 

Розглянемо посудину, бокова стiнка якої плоска i нахилена до обрію пiд 

кутом . У межах стiнки видiлимо плоску фiгуру довiльної форми площею А i 

визначимо силу тиску на неї з боку рiдини. Для наочностi розвернемо плоску 

фiгуру навколо осi оу на 90о i сумiстимо її з площиною рисунка (рисунок 2.12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

Рисунок 2.12 – Нерівномірний тиск на плоску стінку 
 

На елементарну площадку dA дiє сила dF = PdA. 

Відповідно до гiдростатичного закону розподiлу тиску P=Pн+gh. 

У загальному випадку сила, що дiє на плоску фiгуру, складається з сили, 

обумовленої зовнiшнiм (надлишковим) тиском Pн i ваговим gh. Але якщо дiю 

надлишкового тиску замiнити дiєю еквiвалентного умовного шару рiдини 

завтовшки Pн/g, то можна вважати, що на плоску фiгуру дiє лише ваговий тиск 

gh’. 

На всю фiгуру дiє сила 
 

.sinsin   ===
A A A

dAlgdAlgdAhgF                (2.51) 

 

З теоретичної механiки вiдомо, що  

A

dAl  − це статичний момент 

плоскої фiгури вiдносно осi ox i 



 

                          

A

dAl  = l’цА = h’цА/sin,                                  (2.52) 

де l’ц − вiдстань від зануреного центра ваги до осi ox;  

     h’ц − умовна глибина його занурення (якщо Pн = 0, то h’ц = hц). 

Таким чином, сила тиску рiдини на занурену в неї плоску фiгуру дорiвнює 

добутку її площi А на тиск у центрi її ваги gh’ц 
 

                 F= gh’цA = (gh + Pн)A.                                   (2.53) 
 

Точка прикладення рiвнодiючої сили називається центром тиску. 

Визначимо його координату lт’. 

Елементарний момент вiдносно осi ох 
 

dM = dFl’ = gl’2dA sin.                                 (2.54) 

Сумарний момент, що дiє на плоску фiгуру, 
 

                 .sinsin 22 dAlgdAlgM
AA

 ==                             (2.55) 

Вiдомо, що 

                      x

A

IdAl =
2 ,                                            (2.56) 

 

є моментом iнерцiї плоскої фiгури вiдносно осi ox. 

З iншого боку, 
 

M = Fl’т.                                              (2.57) 
 

Таким чином, порiвнюючи формули (2.55) i (2.57), з урахуванням 

рівняння (2.53) i (2.56) маємо 

                     gsin Ix = gl’цsin A l’т                                (2.58) 
 

i 

   l’т = Ix/(l’цA).                                          (2.59) 
 

Вiдповiдно до теореми Штейнера 
 

                                   Ix = Iц + l’2
ц A,                                          (2.60) 

 

де Iц − момент iнерцiї плоскої фiгури вiдносно горизонтальної осi, яка 

проходить через центр ваги фiгури. 

Пiдставляючи формулу (2.60) до (2.59), дістаємо 
 

                    l’т = l’ц+Iц/(l’ц A).                                  (2.61) 
 

Таким чином, центр тиску лежить нижче від центра ваги плоскої фiгури 

на величину Iц /(l’ц A). 



Центр ваги i центр тиску можуть збігатися у випадку горизонтальної 

фiгури (тодi Iц = 0) i коли ваговий тиск дорiвнює нулю (рiвномiрний тиск на 

плоску стiнку). 

Зауважимо, що для квадрата зi стороною a 
 

                                 Iц = a4/12;                                             (2.62) 
 

для прямокутника з шириною b i висотою H 
 

                                   Iц= bH3/12;                                            (2.63) 
 

для круга з діаметром d 
 

                         Iц= d4/64.                                            (2.64) 

 

4. Нерiвномiрний тиск на криволiнiйну стiнку (P  const, n


  const). 

Розглянемо цилiндричну криволiнiйну поверхню ВО площею А, яка 

знаходиться пiд дiєю вагового тиску gh i надлишкового тиску Pн. Задачу 

визначення рiвнодiючої цих тискiв можна звести до визначення тiльки сили 

вагового тиску, замiнивши надлишковий тиск дiєю еквiвалентного шару рiдини 

завтовшки Pн /g (рисунок 2.13). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2.13 – Нерiвномiрний тиск на криволiнiйну стiнку 
 

Горизонтальна проекцiя рiвнодiючої 
 

            .);cos(   ===
A

x

A A

xx dAhgdAhgdAxnPF              (2.65) 

 

Останнiй iнтеграл − статичний момент площi Аx. Тобто 
 

                                 Fx = gh’цxAx,                                          (2.66) 
 

де h’цx − глибина занурення (з урахуванням еквiвалентного шару рiдини Pн/g) 

центра мас вертикальної проекцiї криволiнiйної стiнки Аx.  



Таким чином, для того щоб визначити горизонтальну складову сили 

тиску на криволiнiйну поверхню, слiд площу її вертикальної проекцiї 

помножити на тиск у центрi мас цiєї проекцiї 
 

                                 Fx = (ghцx+Pн) Ax.                                   (2.67) 
 

Проекцiя рiвнодiючої на вертикальну вiсь 
 

        .);cos(   ===
A

z

A A

zz dAhgdAhgdAznPF           (2.68) 

       

Останнiй iнтеграл являє собою об’єм Vт тiла, що називається тiлом тиску. 

Тiло тиску − це об'єм, утворений криволiнiйною стiнкою, її проекцiєю на  

п’єзометричну поверхню або вiльну поверхню рiдини (чи її продовження), якщо 

зовнішній тиск Pн = 0, i вертикальними проекцiйними площинами. 

Отже, вертикальна складова сили тиску на криволiнiйну стiнку дорiвнює 

вазi рiдини в об’ємi тiла тиску 

Fz = gVт.                                            (2.69) 
 

Можливi два випадки взаємного розташування криволiнiйної поверхнi та 

рiдини: а) рiдина знаходиться над поверхнею, тiло тиску заповнене рiдиною, 

його умовно називають позитивним (дiйсним). Fz у цьому випадку спрямована 

вниз (рисунок 2.14, а); б) тiло тиску не заповнене рiдиною i є негативним 

(фіктивним), а Fz спрямована угору (рисунок 2.14,б). 

Лiнiя дiї Fz проходить 

через центр об’єму тiла тиску. 

Лiнiю дiї Fх можна визначити 

за допомогою формули (2.61). 

Крiм того, з формули (2.66) 

випливає важлива особливiсть 

горизонтальної складової: її 

величина не залежить нi вiд 

форми, нi вiд загальних 

розмiрiв криволiнiйної стін-

ки, а залежить вiд величини 

її вертикальної проекцiї. 

Розглянемо довiльну замкнуту криволiнiйну поверхню, яка повнiстю 

занурена в рiдину (рисунок 2.15). Нехай площина DКСМD нормальна до осi ox, 

а сили Fx1 i Fx2 − проекцiї горизонтальної складової рiвнодiючої на цю вiсь. 

Оскiльки вертикальнi проекцiї криволiнiйних поверхонь, на якi вони дiють, 

однаковi, то Fx1 i Fx2 взаємокомпенсуються, а отже, Fx = 0. Аналогiчно Fy = 0. 

Таким чином, на занурене тiло дiє тiльки вертикальна сила Fz = Fz1 − Fz2.  

Для того щоб її визначити, спроектуємо поверхню тiла на вiльну поверхню 

рiдини. Проектуючі вертикалi вiдмiтять на поверхнi тiла лiнiю АКВМ, яка дiлить 

поверхню на нижчу, що сприймає силу Fz2, i верхню, що сприймає Fz1. 

     а                                     б                       

Рисунок 2.14 – Дійсне (а) і фіктивне (б) 

тіла тиску 



Згiдно  з  формулою  (2.69)  Fz1 = gVт1  i 

Fz = gVт2. 

Об’єм тiла тиску Vт1, яке є позитивним, 

дорiвнює об’єму фiгури АМВКСА’М’В’К’.  

Vт2 − негативне тiло тиску, якому вiдповiдає 

об'єм фiгури  АМВКDА’М’В’К’. 
 

Fz = g (Vт1 − Vт2).         (2.70) 
 

Очевидно, що (Vт1 − Vт2) є об’ємом 

зануреного тiла V. Тому 
 

Fz = gV.                   (2.71) 

 

Отже, сила дiї нерухомої рiдини на занурене в неї тiло спрямована 

вертикально угору i дорiвнює вазi рiдини у об'ємi тiла. Цей результат є законом 

Архімеда7, а сила Fz − архімедовою. Плавучість тiла визначається 

співвідношенням архімедової сили i ваги тiла тgV. При тgV  Fz  тiло тоне, при 

т gV Fz − спливає, а при тgV = Fz плаває у так званому станi байдужої 

рiвноваги. 

2.7 ВIДНОСНИЙ СПОКIЙ РIДИНИ 

 

Стан рiдини, при якому вона не перемiщується вiдносно стiнок резервуара, 

що рухається з постiйним прискоренням, називають вiдносним спокоєм. У 

координатнiй системi, яка жорстко пов’язана з резервуаром, рiдина буде 

нерухомою. 

Оскiльки з визначення вiдносного спокою випливає, що рiдкi частинки не 

перемiщуються одна вiдносно одної (тобто рiдина рухається як тверде тiло), то 

дотичнi напруження не виникають i для таких випадкiв можуть застосовуватися 

рiвняння Ейлера для гiдростатики (2.16). 

Розглянемо декiлька найбiльш цiкавих випадкiв вiдносного спокою 

рiдини. 

 

 

 

 

 

 

 
7 Архімед (287 до н. е. − 212 до н. е.) − видатний давньогрецький математик, фізик, астроном 

і винахідник. Його наукові праці стосувалися практично всіх галузей математики того часу, 

зокрема геометрії, арифметики, математичного аналізу. Архімед – автор закону про плавання 

тіл, котрий носить його ім’я. 

Рисунок 2.15 – Тіло,  

занурене в рідину  



1. Нехай вiдкритий резервуар з рiди-

ною рухається у вертикальному напрямі зго-

ри вниз з деяким постiйним прискоренням 
a


, меншим або рiвним прискоренню вiльного 

падiння g


 (рисунок 2.16). Визначимо вигляд 

поверхнi рiвня i закон розподiлу тиску. 

Згiдно з принципом Даламбера8 будь-

яку систему, що рухається, можна 

розглядати як статичну, якщо до усiх 

дiючих сил додати сили iнерцiї j. Вони 

спрямованi у бiк, протилежний напряму 

руху (a j= − ). 

Для сформульованої вище задачi 

проекції одиничної масової сили у формулі 

(2.30) дорiвнюють X = Y = 0, Z = j − g =  

= − g (1 − j/g). Таким чином, рiвняння 

поверхнi рiвня набирає вигляду 

 1
j

g dz
g

 
− − 

 
= 0.                                            (2.72) 

Якщо ga


 , то dz = 0, тобто еквiпотенцiальна поверхня є 

горизонтальною площиною z = const. 

У випадку, коли ga


= , j/g = 1. Тому dz може i не дорівнювати нулю, а 

поверхня рiвня може бути довiльною.  

Визначимо тепер закон розподiлу тиску. Для нашої задачi рiвняння (2.22) 

набирає вигляду 

( ) 1
j

dP j g dz g dz
g

 
=  − = − − 

 
,                                (2.73) 

 

або враховуючи, що g = , 
 

0.

1

dP
dz

j

g

+ =
 

 − 
 

                                       (2.74) 

 

Позначивши ’=  (1 − j/g) i проiнтегрувавши рівняння (2.74), маємо 
 

 
8 Даламбер Жан Лєрон (1717–1773) – французький вчений-енциклопедист, математик, фізик і 

філософ. Основні праці у галузі математики стосувалися теорії рядів, диференціальних 

рівнянь. Даламбер розв’язав дифрівняння еліптичного типу, що описувало обтікання 

рідиною твердого тіла (пізніше отриманий результат був названий парадоксом Даламбера). У 

філософській праці «Походження і розвиток наук» (1751) дав класифікацію наук. Є автором 

терміну «гуманітарні науки». 

Рисунок 2.16 – Резервуар  

з рідиною, що рухається  

вертикально вниз 



.Cz
'

P
=+


                                                    (2.75) 

 

При z = z0  P = P0, тоді  С = z0 + P0/’. Звідки 
 

0
0 z
'

P
z

'

P
+


=+


,                                             (2.76) 

або 

Р = Р0 + ’h = Р0 + (g − j)h.                                     (2.77) 
 

Оскiльки величина (1 − j/g) є безрозмiрною, то ’ має розмiрнiсть питомої 

ваги. Таким чином, ’ в умовах вертикального руху рiдини з прискоренням         

a


 = const  g


 є її питомою вагою. 

Отже, в цих умовах закон розподiлу тиску буде таким, як i в полi сил 

земного тяжiння, але з iншою питомою вагою. При a


 = g


, тобто при вiльному 

падiннi ’ = 0 i рiдина стає «невагомою». Цим можна пояснити довiльнiсть 

поверхнi рiвня при a


 = g


. 

Розрахунок силової взаємодії рідини зі стінками посудини слід робити за 

правилами, наведеними у попередньому підрозділі, пам’ятаючи, що замість g у 

формулі слід підставляти (g − j). 

2. Розглянемо цилiндричну посудину з рiдиною, яка обертається з 

постiйною кутовою швидкiстю 


 навколо власної осi, що збігається з вiссю oz 

(рисунок 2.17). 

Рух стiнок посудини приведе до того, що завдяки силам в’язкостi 

почне рухатися вся рiдина. Через певний час усi рiдкi частинки будуть  

обертатися  з 

рівною кутовою швидкiстю. При 

такому становищi сили в’язкостi 

не будуть дiяти i до рiдини 

можуть бути застосованi закони 

гiдростатики. 

Як i в попереднiй задачi, 

питомими масовими силами тут 

будуть сили земного тяжiння g


 

та інерції j


. Остання являє 

собою одиничну вiдцентрову 

силу, що лежить в площинi осей 

ox i oy. Таким чином, X = 2x,    

Y = 2y, Z = − g, а рiвняння 

(2.22) пiсля iнтегрування 

набирає вигляду 

 

Рисунок 2.17 – Обертання  

круглого резервуару навколо своєї осі 



( )
2

2 2 .
2

P x y gz C


= + −  +                                   (2.78) 

 

Сталу iнтегрування визначимо з умови, що при z = z0  x = y = 0   P = P0. 

Тому С = P0 + gz0. Абсолютний гiдростатичний тиск у довiльнiй точцi М з 

координатами (x; y; z) 

( ) ( )
2

2 2
0 0

2
P P g z z x y


= +  − + + ,                        (2.79) 

або 

Р = Р0 + gh.                                        (2.80) 
 

Отже, розподiл тиску вздовж вертикальної координати під порядко-

вується лiнiйному закону (глибину h при цьому вiдлiковують вiд криволiнiйної 

вiльної поверхнi), а по радіусу, як видно з формули (2.79), − за параболічним 

законом (х2 + у2 = r2). 

Рiвняння еквiпотенцiальних поверхонь  
 

( )
2

2 20
0

2

P P
z z x y

g g

− 
− = − + +


,                      (2.81) 

 

тобто вони мають вигляд конгруентних парабол з вiссю обертання oz. Одним з 

таких параболоїдiв є вiльна поверхня, для якої Р = Р0 i 
 

( )22
2

0
2

yx
g

zzв +


+=− .                                (2.82) 

Сила, що діє на дно резервуара, 
 

( )  +=+=
AA

z .ghdAAPdAghPF 00                   (2.83) 

Зважаючи, що 0

2
2

2
z

g

r
h +=  і для кола  =

R

A

rdrdA
0

2 , маємо 

 
2 2 4 2 2 2

2
0 0 0 0 0 0

0

2 2 .
2 2 4 2 4

R

z

r R R R
F P A g z rdr P A g z P g z A

g g g

       
= +   + = +  + = +  +      

       
   (2.84) 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 



3. Розглянемо рiвновагу 

рiдини у посудинi, що рухається 

з постiйним прискоренням а


 

вздовж прямої MN, яка 

знаходиться пiд кутом  до 

обрiю (рисунок 2.18). 

Разом з силою тяжiння дiє 

сила iнерцiї (a j= − ). Для обраної 

системи координат X = j − g sin,  

Y = 0, Z= − g cos. Таким чином, 

iнтегруючи рівняння (2.22), дістаємо 
 

P =(j − g sin)x − 

     − gzcos + C.          (2.85) 
 

При x = 0 i z = z0 P = P0, а 

отже, C = P0 + gz0cos. Тому 

закон розподiлу тиску 
 

  P = P0+(j − gsin) x + g(z0 − z)cos.                    (2.86) 
 

Еквіпотенціальними будуть поверхні, що розраховуються за 

співвідношенням 

0
0

sin
-

cos cos

P P j g
z z x

g g

− − 
= − +

  
.                     (2.87) 

 

Для вiльної поверхнi рiвня Р = Р0, тому  
 

0

sin

cos
в

j g
z z x

g

− 
− =


,                                     (2.88) 

а кут 

sin

cos

j g
arctg

g

− 
 =


.                                     (2.89) 

Як видно з формули (2.86), тиск лінійно залежить від координат x і z.  

Сила, з якою рідина діє на дно резервуара, ширина котрого b, а довжина l, 
 

    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

2

0 0

0 0

sin cos

sin cos
2

sin cos .
2

l l

z

A

F PdA b Pdx b P j g x g z z dx

l
b P l j g l g z z

l
A P j g g z z

 = = = +  −  +  −  = 

 
= +  −  +  −  = 

 

 
= +  −  +  −  

 

  

      (2.90) 

Рисунок 2.18 – Рух резервуара                         

під кутом до обрію 



 

Сили, що діють на стінки резервуара, можна розрахувати за співвідно-

шеннями попереднього підрозділу (P  const, n


= const). 

 

2.8 ПРИКЛАДИ ЗАДАЧ ДО РОЗДІЛУ 2 

1. Запобіжний клапан налаштований на тиск 

відкриття P = 3 МПа. Визначити попередній натяг 

пружини x, якщо її жорсткість С = 8 Н/мм, а діаметри 

d1 = 22 мм і d2 = 20 мм. 

 

На рухомий елемент клапана діють відкриваюча 

сила ( )2 2
1 1

4
штF P d d−


=  та сили, що утримують рухомий 

елемент у закритому стані ( )2 2
2 2

4
штF P d d−


=  і прF Cx= . 

Умовою відкриття клапана є рівність  

2 1прF F F+ = , 

або 

( )2 2
1

4
штP d d−


 = ( )2 2

2
4

штP d d


− +Cx . 

Звідки 

( ) ( )
2 2 6 2 2
1 2

3

3 10 0,785 0,022 0,02
4 0,0247

8 10

P d d

x
C


 

=
−

= =


−
м. 

 

Отже, попередній натяг пружини становить 24,7 мм. 
 

2. Призматичний резервуар з шириною b = 1,5 м, довжиною l = 4 м і висотою H = 2 м 

заповнений водою до рівня h = 1,2 м. Визначити, яке граничне горизонтальне прискорення a  

можна надати резервуару, щоб вода не перелилася через край, та сили, котрі при цьому 

прискоренні діють на передню та задню стінки. 

У випадку прискореного руху резервуару на рідину, окрім сил земного тяжіння, діє сила 

інерції. Зважаючи, що резервуар горизонтальний, формула (2.88) скорочується до вигляду 
 

0в

j
z z x

g
− = , 

де zв − z0 = H − h, а x = l/2. 

Таким чином,  
 

 

 

Рисунок 2.19 – До задачі 1 



2

j l
H h

g
− = . 

 

Звідки граничне значення 

прискорення ( a j= − ) 
 

2 1,2
2 2 9,81 3,92

4

H h
a g

l

− −
= =  =  м/с2. 

 

Оскільки тиск по висоті передньої та 

задньої стінок резервуара розподіляються за 

лінійним законом, то сили можна визначити 

як добуток тиску в центрах ваги занурених 

поверхонь на площі цих поверхонь       
 

2 3 2 1,5
10 9,81 2 29,4

2 2
AB

b
F gH=  =   =  кН, 

 

( ) ( )
2 23 1,5 1

10 9,81 1,2 2 1,2 1,18
2 2 2

CD

b
F g h H h=  − − =  − − =        кН. 

 

Такий результат можна дістати дещо іншим шляхом, скориставшись формулою (2.86). 

 

3. Циліндрична посудина діаметром d = 0,4 м з нижньою 

напівсферичною кришкою, до нижньої точки котрої підключено 

вакуумметр, заповнена водою до рівня h = 0,5 м. Визначити силу, з 

якою діє вода на нижню кришку при русі посудини вгору з 

прискоренням a 2g= − , якщо до початку руху вакуумметр 

показував Pв =  

= 5 кПа. 
 

Тиск над вільною поверхнею рідини є вакуумметричним. 

Його величина може бути розрахованою за допомогою 

гідростатичного закону розподілу тиску 
 

0
2

в

d
P P g h

 
= +  + = 

 
 5103 +1039,81

0,4
0,5

2

 
+ 

 
=11,9 кПа. 

 

Нижня кришка сприймає ваговий тиск рідини і зовнішній 

вакуумметричний тиск. Тому сила, яка на неї діє, 
 

( )
32 2 2

0 0

4
( )

4 4 3 2 2 4
z

d d d d
F V g a P h g a P

   
=  + −  =  +  + −  =  

   

 

32 2
3 30,4 4 3,14 0,4 0,4

3,14 0,5 10 3 9,81 11,9 10 3,14 850
4 3 2 2 4

  
= +   −   =  

   

 Н. 

Отже, сила, з якою вода діє на нижню кришку, дорівнює 850 Н. 

 

4. Визначити початкове прискорення і напрям руху металевої кульки з густиною           

к = 5000 кг/м3 відносно води, якщо її звільнити при кутовій швидкості обертання 

резервуара навколо своєї осі = 10 рад/с. Початкові координати кульки x = 0,1 м, y = 0. 

Рисунок 2.20 – До задачі 2 

Рисунок 2.21 –  

До задачі 3 



Згідно з другим законом Ньютона 
 

ma F G J= + + , 
 

де m = кV − маса кульки (V − об’єм кульки); 

F  − архімедова сила; 

G  − вага кульки; 

J  − переносна сила інерції кульки. 

Проекція цих сил на вісь oz  
 

z вF gV=  , z кG gV= − , 0zJ = . 
 

Отже, 
 

к z в кVa gV gV  −=  , 

або 

1000
1 9,81 1 7,85

5000

в
z

к

a g
   

= − = − = −   
   

 м/с2. 

 

Проекції сил на вісь ox: 0x xF G= = , 2 2
x к вJ x V x V=   −   . Звідки 

 

2 2
x к к вa V x V x V =   −   , 

або 

2 2 1000
1 10 0,1 1 8

5000

в
x

к

a x
   

=  − =  − =   
   

 м/с2. 

Оскільки y = 0, то 

2 1 0в
y

к

a y
 

=  − = 
 

. 

 

Таким чином, прискорення кульки 
 

2 2 2 27,85 8 11,2x za a a= + = − + =  м/с2. 

 

Напрям руху кульки визначає кут 
 

o7,85
arctg arctg 44

8

z

x

a

a
 = = = . 

 

Таким чином, початкове прискорення металевої кульки дорівнює 11,2 м/с2, а напрям її 

руху визначається кутом 
o44 = . 

 

Рисунок 2.22 – До задачі 4 

 



3 ОСНОВИ КIНЕМАТИКИ РIДИНИ 
 

Кiнематикою називається роздiл гiдромеханiки, в якому рух рiдини 

вивчається без розгляду причин, що його спричинили. За образним висловом 

М. Є. Жуковського9, кiнематика вивчає «геометрiю руху». 

 

3.1 ДВА МЕТОДИ ОПИСУ РУХУ РIДИНИ 

  

Завдяки текучостi загальний характер руху рiдини є бiльш складним, нiж 

твердих тiл. Оскiльки рiдкi частинки у загальному випадку рухаються з рiзними 

швидкостями, то вживається термiн «швидкiсть рiдкої частинки». Але з 

визначення рiдкої частинки (підрозділ 1.1) випливає, що вона являє собою 

сукупнiсть матерiальних точок i тому такий термiн не є достатньо конкретним. 

У зв’язку з цим умовимось, що пiд швидкiстю рiдкої частинки будемо розумiти 

швидкiсть деякої її точки, що обрана умовно i називається полюсом. 

Iснує два методи вивчення руху рiдини. Перший − метод Лагранжа10 − 

полягає у спостереженнi за рухом окремих рiдких частинок, тобто якщо у 

момент часу t0 положення частинки характеризувалось координатами x0, y0, z0 i 

для будь-якого iншого моменту часу t можна визначити координати цiєї рiдкої 

частинки 

( )

( )

( )

1 0 0 0

2 0 0 0

3 0 0 0

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ,

x f t x y z

y f t x y z

z f t x y z

=

=

=

                                              (3.1) 

 

то вважається, що рух описано. Параметри x0, y0, z0  є змiнними Лагранжа. 

Користуючись методом Лагранжа, можна простежити за будь-якою рід-

кою частинкою i цим визначити траєкторiю її руху. 

Незважаючи на досить повну iнформацiю про рух рiдини, котру дає цей 

метод, вiн не отримав широкого використання. Це пов’язане з тим, що рiвняння 

руху, складенi на основi методу Лагранжа, складнi та їх важко розв’язувати. 

У даному курсi метод Лагранжа не застосовується, а все вивчення 

побудоване за методом Ейлера. Вiн полягає у визначеннi швидкостi у кожнiй 

точцi простору, який зайнятий рiдиною, що рухається, тобто поля швидкостей. 

Головне поняття методу Ейлера − мiсцева швидкiсть, пiд якою розумiють 

 
9 Жуковський Микола Єгорович (1847–1921) – видатний російський механік, член – 

кореспондент Імператорської академії наук. Став засновником сучасної аеродинаміки, 

зокрема встановив закон, за яким розраховують підйомну силу крила. Встановив фізичну 

природу гідравлічного удару. 
10 Лагранж Жозеф Луі (1736–1813) – видатний французький математик, механік і астроном, 

член Паризької академії наук. Зробив величезний внесок у розвиток теорії чисел, теорії 

ймовірності, числові методи. Самою видатною працею Лагранжа стала «Аналітична 

механіка» (1788), яку пізніше Уільям Роуен Гамільтон назвав «науковою поемою». 



швид-кiсть рiдкої частинки, що знаходиться у данiй точцi у даний момент 

часу. Рух рiдини вважають описаним, якщо задане поле мiсцевих швидкостей 

 

  

1

2

3

( ; ; ; );

( ; ; ; );

( ; ; ; ),

x

y

z

u f t x y z

u f t x y z

u f t x y z

=

=

=

                                            (3.2) 

де x, y, z − змiнні Ейлера. 

Таким чином, спостерiгають не за перемiщенням рiдких частинок, а за 

змiною параметрiв у фiксованих точках поростору. Це досить повно 

характеризує течiю рiдини. Крiм того, при застосуваннi методу Ейлера може 

широко використовуватися теорiя поля, що визначає його перевагу над методом 

Лагранжа. 

Якщо функцiї у формулах (3.2) вiдомi, то можна не тiльки скласти 

уявлення про характер руху рiдкої маси, а й визначити кiнематичнi 

характеристики, необхiднi для складення динамiчних рiвнянь руху. Основною 

кiнематичною характеристикою, яка використовується в законах механiки, є 

прискорення 
 

.
dt

du
a =                                                     (3.3) 

 

Для його представлення в змiнних Ейлера врахуємо, що координати 

рiдкої частинки, яка рухається, є функцiями часу: x = x(t), y = y(t), z = z(t). 

Отже, проекцiї швидкостi ux, uy, uz є складними функцiями часу. За правилом 

диференцiювання складних функцiй для проекцiй повного прискорення маємо 
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Оскiльки dx/dt = ux, dy/dt = uy, dz/dt = uz, то 
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Для представлення прискорення 
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a zyx
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++==                                  (3.6) 

у компактному виглядi застосовують оператор Гамiльтона11 
 

                   .i j k
x y z

  
 = + +

  
                                                (3.7) 

 

Розглядаючи величину  формально як вектор з проекцiями /x, /y,     

/z, представимо систему (3.5) у виглядi 
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                              (3.8) 

 

Враховуючи, що вирази у дужках мають структуру скалярного добутку 

u i представляючи прискорення kajaiaa zyx


++= , дістаємо 

                        ( ) .
u

a u u
t


= + 


                                               (3.9) 

Таким чином, прискорення складається з двох частин. Перша u/t є 

локальною складовою i вiдображає змiну в часi вектора швидкостi у фiксованiй 

точцi. Друга частина (u)u називається конвективною складовою i характеризує 

змiну швидкостi рiдкої частинки при її перемiщеннi у просторi. 

Якщо поле швидкостей є незмiнним у часi, тобто у кожнiй фiксованiй 

точцi простору швидкiсть є величиною незмiнною, то такий рух рiдини 

називають стацiонарним, або усталеним. Якщо мiсцева швидкiсть змiнюється 

у часi, то такий рух є нестацiонарним, або неусталеним. 

Зрозумiло, що локальна складова прискорення для усталеного руху 

завжди дорiвнює нулю. При нестацiонарнiй течiї вона може перетворюватися у 

нуль лише тоді, коли швидкiсть у точцi сягає максимального або мiнiмального 

значення у часi. 

 
11 Гамільтон Уільям Роуен (1805–1865) – видатний ірландський математик, механік, член 

Ірландської королівської академії, Національної академії США, Королівський астроном Ірландії. 

У науковій роботі «Теорія алгебраїчних пар» (1835) вперше точно обґрунтував теорії 

комплексних чисел і дав їй геометричну інтерпретацію. Довгий час працював над теорією 

кватерніонів (система гіперкомплексних чисел). Основні результати цієї праці викладені в 

монографіях «Лекції про кватерніони» та «Елементи кватерніонів». У даний час ця теорія 

використовується у комп’ютерній графіці, програмуванні ігор, обчислювальній механіці, теорії 

управління. У двох статтях «Про загальний метод динаміки» (1834–1835) Гамільтон 

сформулював принцип стаціонарної дії, який носить його ім’я. Роботи Гамільтона у галузі 

механіки на багато років визначили напрямок розвитку цієї науки. 



3.2 ЛIНIЯ I ТРУБКА ТЕЧIЇ. ТРАЄКТОРIЯ 

 

Поля фізичних величин важко спостерігати безпосередньо. Тому при 

розгляді полів скалярних величин будують так звані поверхні рівня (наприклад 

для температури − це ізотерми, для тиску − еквіпотенціальні поверхні тощо). У 

векторних полях розглядають векторні лінії, у кожній точці яких вектор 

спрямований по дотичній. Таким чином, наочне уявлення про поле швидкостей 

рiдини, що рухається, можна отримати, якщо побудувати векторнi лiнiї цього 

поля, якi в гiдромеханiцi називають лiнiями течiї. Отже, лiнiя течiї − це крива, у 

кожнiй точцi якої вектор швидкостi у даний момент часу спрямований по 

дотичнiй. Під час усталеного руху лiнiї течiї з часом не змiнюються, а при 

неусталеному у рiзнi моменти часу вони мають рiзну форму (за деяким 

виключенням). 

Якщо за елементарний проміжок часу рiдка частинка у напрямі лiнiї течiї 

пройде шлях dS, проекцiї якого на осi координат dx, dy, dz (рисунок 3.1,а), то 

компоненти швидкостi 

  , , .x y z

dx dy dz
u u u

dt dt dt
= = =                                (3.10) 
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Рисунок 3.1 – Лінії течії 

Звідки 

                  .
zyx u
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u
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u
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==                                              (3.11) 

 

Рiвність (3.11) є диференцiальним рiвнянням лiнiї течiї. Її можна отримати 

i з iнших мiркувань. Відповідно до визначення лiнiї течiї вектор u


 i 

напрямлений вiдрiзок Sd


 колiнеарнi, а оскiльки однойменнi проекцiї 

колiнеарних векторiв пропорцiйнi, то для них справедливе рiвняння (3.11). 

Через одну точку простору у даний момент часу не можуть проходити двi 

або бiльше лiнiй течiї. Дiйсно, якби двi лiнiї течiї перетинались у однiй точцi, то 

це означало б, що частинка, яка вмiщує в собi цю точку, у один i той самий 

момент часу мала б двi рiзнi швидкостi. Фiзично це неможливо. Виключенням є 

так звані особливі точки − точки, через які проходять декілька або навіть 

нескінченно багато ліній течії. Такі точки спостерігатимемо далі, у пункті 

3.6.4, коли розглядатимемо найпростіші потенціальні течії.  



Спробуємо визначити взаємозв’язок лiнiї течiї та траєкторiї. Для цього 

припустимо, що у деякий момент часу t0 швидкiсть у точцi М0 дорiвнює u


0. 

Вiдкладемо на векторi u


0 невеличкий вiдрiзок l1 (рисунок 3.1,б) i в точцi М1 

накреслимо вiдповiдний їй вектор швидкостi u


1. Потiм на цьому векторi 

вiдкладемо вiдрiзок l2  i аналогiчно побудуємо вектор u


2. Якщо таким чином 

дiяти i надалi, то отримаємо «криву», яка задовольняє визначення лiнiї течiї. 

Зауважимо, що усi побудови здiйснюються для одного фiксованого моменту часу 

t0. Тому не має значення, рух рiдини усталений чи нi. Зрозумiло також, що 

отримана «крива» буде тим бiльше вiдповiдати лiнiї течiї, чим меншими будуть  

вiдрiзки l. 

Спробуємо тепер аналогiчним чином побудувати траєкторiю тiєї самої 

рiдкої частинки (рисунок 3.1,в). Нехай за невеличкий проміжок часу t1 вона 

пройде шлях вiд точки М0 (t0) до М1 (t1). У лiнiйному наближеннi цей шлях мож-

на вважати збіжним з напрямом u


0. Якщо рух усталений, то швидкiсть у точцi 

М1 буде такою, як i в момент часу t0. У цьому випадку частинка 

пересуватиметься у напрямі вектора u


1 до точки М2 тощо, тобто траєкторiя 

збігатиметься з лiнiєю течiї. Якщо рух неусталений, то за час  t1 вектор u


1 

змiниться до моменту перемiщення частинки у точку М1; її швидкiсть буде 1u


. 

Отже, iз точки М1 частинка буде спрямована вздовж вектора 1u


 i не потрапить у 

точку М2. Тому траєкторiя i лiнiя течiї не збігатимуться. 

Таким чином, лiнiя течiї та траєкторiя збігаються тiльки під час 

усталеного руху. Тому траєкторію рідкої частинки при усталеному русі можна 

розраховувати за рівнянням (3.11), а при неусталеному, зважаючи, що у цьому 

випадку час t стає такою самою незалежною змінною, як і координати, за 

співвідношенням 
 

.dt
u
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u
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u
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zyx

===         (3.12) 

 

Виберемо у рiдинi елементарний 

замкнутий контур  dl площею dA i 

проведемо через кожну його точку 

лiнiю течiї (рисунок 3.2). Отримана 

трубчаста 

поверхня  називається  елементарною  

трубкою  течiї.  Рiдина, яка протiкає у  

серединi елементарної трубки течiї, є елементарною струминкою. Оскiльки 

вона має невеликi розмiри, то нерiвномiрнiстю розподiлу швидкостей в ній 

можна знехтувати.   

Отже, вважають, що в межах елементарної струминки швидкостi 

розподiленi рiвномiрно (перша властивiсть елементарної струминки). Оскiльки 

у кожнiй точцi трубки течiї у даний момент часу вектор швидкостi рiдкої 

Рисунок 3.2 – Елементарна 

трубка течії 



частинки збігається з дотичною, то зрозумiло, що жодна частинка не може 

проникнути в елементарну струминку ззовнi та жодна частинка не може 

вийти через її бокову поверхню (друга властивiсть). 

Уявлення, згiдно з яким потiк рiдини кiнцевих розмiрiв розглядають як 

сукупнiсть елементарних струминок, називається струминною моделлю потоку. 

 

3.3 РIВНЯННЯ НЕРОЗРИВНОСТI 

 

Рiвняння нерозривностi (суцiльностi) 

вiдображає один з фундаментальних законiв 

природи − закон збереження маси стосовно 

рiдкого середовища. Розглянемо рiдину  

об'ємом V, який обмежує поверхня А. Ви-

дiлимо на нiй елементарну поверхню dA із 

зовнiшньою нормаллю n


 (рисунок 3.3). 

Добуток undA є масою рiдини, яка втiкає 

або витiкає з об’єму (залежно вiд напряму 

швид-костi u


) за одиницю часу. Оскiльки  

n


 − нормаль зовнiшня, то un  0 вiдповiдає 

витiканню рiдини, а un  0 − втiканню.  Тодi  

інтеграл 
A

ndAu  − рiзниця між масою ріди- 

ни, що витікла та надійшла в об’єм. Якщо об’єм, що розглядається, незмiнний, 

то змiна маси у ньому може відбуватися лише за рахунок змiни густини зi 

швидкiстю /t. Тодi змiна маси у об’ємi V дорiвнює iнтегралу .dV
t

V





 

Очевидно, що змiна маси всерединi рiдкого тiла повинна дорiвнювати масi, яка 

в нього надійшла, 

                  dV
t

V





= − .n

A

u dA                                      (3.13) 

 

Таким чином, додатному прирощенню густини вiдповiдає un  0, тобто 

втiкання маси та навпаки. 

Згiдно з формулою Гауса12-Остроградського13 
 

 
12 Гаусс Йоганн Карл Фридріх (1777–1855) – видатний німецький математик, фізик, 

астроном, член Шведської та Петербурзької академій наук та Лондонської королівської 

спілки. Праці Гаусса мали великий вплив на розвиток алгебри, теорії чисел, диференціальної 

геометрії, класичної теорії електрики і магнетизму, геодезії, теоретичної астрономії. 
13 Остроградський Михайло Васильович (1801–1862) – видатний український математик 

(виходець з роду козацьких старшин). Працював у Франції та Росії. Автор численних праць з 

математичного аналізу, математичної фізики, теоретичної механіки, теорії чисел, алгебри. 

Автор формули перетворення об’ємного інтегралу в інтеграл по поверхні.  

Рисунок 3.3 – До 

виведення рівняння 

нерозривності 
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а враховуючи рiвняння (1.3), 

                               
A

ndAu  = ( ) .
V

div u dV                                         (3.15) 

Тодi формула (3.13) набирає вигляду 
 

                      ( ) ,0=
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або 

                         ( ) .0=+



udiv

t


                                            (3.17) 

Отриманий результат є рiвнянням нерозривностi в диференцiальнiй 

формi. Оскiльки при його виводi нiяких обмежень не робилось, то воно 

розповсюджується як на краплиннi рiдини, так i на гази під час як усталеного, 

так i неусталеного руху. 

Якщо рух усталений, то /t = 0 i з формули (3.17) дістаємо 
 

 ( ) 0=udiv


,                                               (3.18) 

а якщо, крiм того, рiдина нестислива ( = const), то 
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                              (3.19) 

Оскiльки кожна складова формули (3.19) характеризує швидкiсть від-

носного подовження (укорочення) рiдкої частинки, то ясно, що, подовжуючись, 

наприклад, у напрямі осей ox i oy, нестислива рiдка частинка повинна 

укорочуватись у напрямі осi oz, тобто не може бути, щоб усi три складовi були 

одного знака. 

Розглянемо елементарну струминку стисливої рiдини (рисунок 3.4). Її 

сумарна поверхня dA = dA1 + dA2 + dAб (де dAб − площа бічної поверхнi). Якщо 

рух вважати усталеним, то згiдно з формулою (3.13) 
 

    undA = 1un1dA1 + 2un2dA2 + 3unбdAб = 0.                        (3.20) 
 

Вiдповiдно до другої властивостi 

елементарної струминки 3unбdAб = 0 i 
 

1un1dA1 = − 2un2dA2 .       (3.21) 
 

Беручи до уваги, що 1n


 i 2n


 − 

нормалi зовнiшнi та un = − u-n, де u-n − 

проекцiя швидкостi на внутрiшню 

нормаль, запишемо   
 

  1u-n1dA1 =  2un2dA2.   (3.22) 
Рисунок 3.4 – Елементарна 

струминка  



Якщо елементарнi площi dA1 i dA2 нормальнi до напряму течiї, то un1 = u1 i 

un2 = u2. Тобто 

  1u1dA1 = 2u2dA2 .                                          (3.23) 
 

Отриманий результат є рiвнянням нерозривностi для елементарної 

струминки. Вiн вказує на рiвнiсть секундних мас, що проходять крiзь довiльно 

обранi перерiзи елементарної струминки. Для нестисливої рiдини 1 = 2 i 
 

                                        u1dA1 = u2dA2.                                          (3.24) 
 

Дамо декiлька визначень. Масовою витратою називають масу рiдини, 

яка протiкає через деякий перерiз за одиницю часу: Qm = uA (вимiрюється у 

кг/с). Об'ємною витратою називають об'єм рiдини, який протiкає через деякий 

перерiз за одиницю часу: Q = uA (вимiрюється у м3/с). Таким чином, рiвняння 

(3.23) i (3.24) можуть бути записані у такому виглядi: 
 

                                      dQm1 = dQm2                                               (3.25) 

i 

                                         dQ1 = dQ2 .                                                                        (3.26) 
 

Отже, масова витрата вздовж елементарної струминки є величиною 

незмiнною. Цей висновок добре узгоджується з другою властивiстю 

елементарної струминки (дійсно, як маса вздовж струминки може змінюватися, 

якщо нормальна складова швидкості на стінці дорівнює нулю, тобто її стінки 

непроникні?). Якщо рiдина нестислива, то замiсть незмiнностi масової витрати 

достатньо казати про незмiннiсть її об’ємної витрати. 

У технiчних розрахунках важливе значення має рiвняння нерозривностi 

для потоку кiнцевих розмiрiв. Згiдно зi струминною моделлю рiвняння (3.23) i 

(3.24) для потоку мають вигляд 
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A A

u dA u dA =                                         (3.27) 
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                      .2211
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dAudAu
AA

 =                                         (3.28) 

 

3.4 АНАЛIЗ РУХУ РIДКОЇ ЧАСТИНКИ. 

ТЕОРЕМА КОШI-ГЕЛЬМГОЛЬЦА 

Вiдомо, що рух твердого тiла у загальному випадку може бути 

розкладений на поступальну i обертальну складовi. Характерною особливiстю 

рiдини є її легка деформованiсть. Тому пiд час течії рідке тіло може 

деформуватися, що, природньо, значно ускладнює математичний опис такого 

руху. 

Видiлимо в рiдинi, що рухається, рiдку частинку у формi паралелепiпеда зi 

сторонами dx, dy, dz (рисунок 3.5). Якщо у точцi A швидкiсть дорiвнює u, то у точцi C1 

вона буде складати u + du. Тодi для проекцiй швидкостi у точцi C1 можна записати 
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Перетворимо перше рiвняння (3.29) з урахуванням того, що  
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Якщо лiва грань паралелепiпеда в напрямку осі ox перемiстилась  за 

одиницю часу на ux, то права − на величину ux+ (ux/x)dx (рисунок 3.6). Тому 

(ux/x)dx являє собою швидкiсть лiнiйної деформацiї рiдкої частинки. Коли 

процес йде одночасно вздовж усiх осей, то це повинно приводити до об’ємного 

розширення або стиснення частинки i початковий об’єм dV=dxdydz змiнюється 

на величину V=Vx+Vy+Vz за рахунок розтягнення або стиснення граней. При 

цьому Vx =(DD’ − AA’)dydz = (ux/x)dxdydzdt = (ux/x)dVdt. Аналогiчно  

Vy = (uy/y)dVdt  i  Vz = (uz/z)dVdt.  

Таким чином, 
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       Рисунок 3.5 –                                                       Рисунок 3.6 –  

  Рідка частинка                                 Лінійна деформація рідкої частинки 



Для нестисливої рiдини 0=udiv


. 

Тому деформацiя рiдкої нестисливої частин-

ки вiдбувається без змiни її об’єму (V =  

= 0). У цьому полягає гiдромеханiчний 

змiст рiвності нулю дивергенцiї. 

Оскiльки у точках А i В  швидкостi 

рiзнi (рисунок 3.7), то перемiщення точки 

В вздовж осi ox буде вiдрiзнятися вiд 

перемiщення точки A на величину 

(ux/z)dzdt. Тому грань AB повернеться 

на кут d, який через його малiсть  
 

tg .x xu dz u
d d dt dt

z dz z

 
   = =
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      (3.33) 

 

За аналогiєю кут повороту гранi AD  
 

.dt
x

u
d z




                                                  (3.34) 

 

Таким чином, кутовi швидкостi граней AB i AD становитимуть d/dt = 

= ux/z i d/dt = uz/x, а сумарна швидкiсть кутової деформацiї частинки в 

площинi xz дорiвнює (ux/z + uz/x). Оскiльки деформація вiдбувається 

внаслiдок повороту відразу двох граней та їх швидкості у загальному випадку 

неоднакові, то в гідромеханіці як міру швидкості кутової деформації 

приймають середнє арифметичне, тобто вважають, що на кожну грань припадає 

половина її величини  
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Отже, друга і третя складовi рівнянь (3.31) характеризують кутову 

деформацiю рiдкої частинки. 

У загальному випадку дiагоналi AC i AC’ не збігаються, тобто частинка 

обертається навколо осi oy з кутовою швидкiстю y. 

Оскiльки (ux/z)dzdt = ydzdt i (uz/x)dxdt = − ydxdt, то для y, а за 

аналогiєю i для двох iнших проекцiй кутової швидкостi рідкої частинки можна 

записати 

Рисунок 3.7 – Кутова  

деформація рідкої частинки 
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                                           (3.38) 

 

Обертання вважається позитивним, якщо воно вiдбувається у напрямі вiд 

осi oz до ox, від oy до oz i вiд ox до oy. 

Таким чином, рiвняння (3.29) з урахуванням отриманих вище результатiв 

можна записати у такому виглядi: 
 

    

( )

( )

( )

1

1

1

;

;

.

x
x x z y y z

y

y y z x z x

z
z z x y x y

u
u u dx dy dz dz dy

x

u
u u dy dx dz dx dz

y

u
u u dz dy dx dy dx

z

 
= + +  +  +  −   

 
= + +  +  +  −  

 

 
= + +  +  +  −   

             (3.39) 

У цiй системi складовi ux, uy i uz є компонентами поступальної швидкостi; 

складовi у квадратних дужках − компонентами деформацiйної швидкостi, а 

складовi у круглих дужках − компоненти кутової (вихрової) швидкостi. 

Отже, у загальному випадку рух рiдкого тіла можна розкласти на 

поступальний разом з деяким полюсом, обертальний навколо миттєвої осi, що 

проходить через цей полюс, i деформацiйний, який складається з лiнiйних та 

кутових деформацiй. Це положення становить теорему Коші-Гельмгольца14 

про рух рiдких тiл (інколи її називають першою теоремою Гельмгольца).        

Слід зауважити, що ця теорема вказує лише на один з можливих способів 

розкладання складного руху рідкого тіла на прості складові. Проте перевагами 

цього способу є те, що він найбільш фізично обґрунтований, оскільки визначає 

основні характерні особливості руху рідини та чітко встановлює різницю у її 

русі від руху твердого тіла. Ця різниця полягає в існуванні деформаційної 

складової, що є наслідком відмінності у фізичних властивостях рідкого і 

 
14 Гельмгольц Герман Людвиг Фердинанд (1821–1894) – німецький фізик, фізіолог, психолог. 

У праці «Про збереження сили» (1847) дав найточніше для свого часу формулювання закону 

збереження енергії. Встановив закономірності поведінки вихорів в ідеальній рідині, розробив 

теорію акустичного резонансу. В праці «Вчення про слухові відчуття як фізіологічна основа 

для теорії музики» (1863) вивчив натуральний звукоряд і розробив резонансну теорію слуха. 

Нагороджений найвищою нагородою Франції – зіркою ордена Почесного легіона. 



твердого тіл, а саме у тому, що через слабкість міжмолекулярних зв’язків під 

час руху рідина, як правило, не здатна зберігати свою форму незмінною.  

У векторнiй формi для кутової швидкостi можна записати 
 

x y zi j k =  +  +  ,                                        (3.40) 
 

а з урахуванням формули (3.38)  
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Беручи до уваги формулу для вихору (1.4), 
 

                             ,
2

1
urot


=                                              (3.42) 

або 

        .2 urot


=                                               (3.43) 
 

Отже, якщо розподiлення швидкостi u


 є полем швидкостей рiдини, то 
urot


 є полем подвоєних кутових швидкостей частинок рiдини. У цьому полягає 

гiдромеханiчний змiст вихору (ротора). 

Рух рiдини, при якому вiдсутня обертальна складова, називається 

потенцiальним, або безвихровим. Якщо 


  0, рух називається вихровим. У 

переважнiй бiльшостi випадкiв течiя в природi та технiцi є вихровою. 

 

3.5 ВИХРОВИЙ РУХ РIДИНИ 
 

          3.5.1 Вихровi лiнiя i трубка. Друга теорема Гельмгольца 

В основу кiнематики вихрового руху покладене уявлення про вихрову 

лiнiю i вихрову трубку. Цi поняття аналогiчнi лiнiї течiї та трубці течiї. 

Вихровою називається лiнiя, у кожнiй точцi якої у даний момент часу вектор 

вихору швидкостi збігається з дотичною (рисунок 3.8). Iншими словами, 

вихрова лiнiя − це миттєва вiсь обертання частинок рiдини, якi в даний 

момент часу розташованi на нiй. 

Диференцiальне рiвняння вихрової лiнiї можна отримати з умови 

колiнеарностi вектора кутової швидкостi 


 (x; y; z) i елементарного 

напрямленого вiдрiзка Sd


 (dx; dy; dz) вихрової лiнiї 
 

        .
zyx

dzdydx


=


=


                                            (3.44) 

 

Знаючи функцiї x (x; y; z), y (x; y; z), z (x; y; z), з формули (3.44) можна 

знайти конфiгурацiю вихрових лiнiй, як це буде зроблено у підрозділі 6.5. 

Якщо через усi точки замкнутого малого контура dl провести вихровi 

лiнiї, то отриману елементарну трубчасту поверхню називають 



елементарною вихровою трубкою, а сукупнiсть обмежених нею рiдких 

частинок − вихровим шнуром (рисунок 3.9). У випадку, коли площа dA 

поперечного перерiзу вихрового шнура досить мала, то можна вважати, що в 

його межах вектор 


 має незмiнне значення. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 3.8 – Вихрова  лінія                Рисунок 3.9 – Вихровий шнур 

 

Iнтеграл вигляду 
A

dAnurot


 називають потоком вектора вихору. Вiн 

характеризує вихрову трубку i його ще називають iнтенсивнiстю вихору 
 

                 .=
A

dAnuroti


                                              (3.45) 

 

Враховуючи формулу (3.43), 
 

    .22  ==
A

n

A

dAdAni


                                     (3.46) 

 

Видiлимо об’єм V, обмежений біч- 

ною поверхнею вихрової трубки dAб i 

двома поперечними перерiзами dA1 i dA2 

(рисунок 3.10). Потiк вихору через 

поверхню dA = dAб + dA1 + dA2  можна 

подати у виглядi 
 

.22

22

21

2211 

 

++

+=

A

n

A

n

A A

nn

dAdA

dAdA

б

бб

     (3.47) 

 

 

Оскiльки вектор кутової швидкостi спрямований по дотичнiй у кожнiй 

точцi бічної поверхнi, то 

Рисунок 3.10 – До виводу 

другої теореми Гельмгольца 



.0 =
A

n бб
dA                                         (3.48) 

 

Використовуючи теорему Гауса − Остроградського, можемо записати 

 

 .22  =
A V

n dVdivdA


                                (3.49) 

 

Розкриємо другий iнтеграл  
 

2 22 2 2 2

2 2

.

yx z
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y yz x z x

V

y yz x z x

V

div dV dV
x y z

u uu u u u
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u uu u u u
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             
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             
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             

 





        (3.50) 

 

Оскiльки вираз у квадратних дужках дорiвнює нулю, то i 
 

                .0 =
A

ndA                                                     (3.51) 

Таким чином, 
 

,0
21

2211  =+
A

n

A

n dAdA                                              (3.52) 

або 

.
21

2211  =−

A

n

A

n dAdA                                               (3.53) 

 

Якщо вихрова трубка елементарна, то n = const i 
 

            −n1dA1 = n2 dA2 = const.                                          (3.54) 
 

Отже, доведена друга теорема Гельмгольца: потiк вихорiв через поперечний 

перерiз вихрової трубки у даний момент часу є незмiнним по її довжинi (iнтенсивнiсть 

вихрового шнура у даний момент часу по всiй його довжинi є незмiнною). 

Рiвняння (3.54) є своєрiдним «рiвнянням нерозривностi» для вихрового шнура. 

З теореми Гельмгольца випливають важливi властивостi вихрової трубки:  

− оскiльки A − величина незмiнна, то зменшення площi веде до збiль-

шення ;  

− при A = 0  = , що фiзично неможливо, тому вихор не може 

зароджуватися або закiнчуватися всерединi рiдини.  



Вихровi трубки повиннi або бути замкнутими, створюючи вихрове кiльце 

(рисунок 3.11,а), або замикатися на тверду поверхню чи вiльну поверхню 

рiдини (рисунок 3.11,б). 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

а                                                                              б 

Рисунок 3.11 – Приклади вихрових трубок 

 

Структура вихрової течiї реальних рiдин рiзноманiтна. У деяких випадках 

крупнi вихори можна спостерiгати вiзуально, наприклад атмосфернi смерчi. 

Але вихровий рух далеко не завжди супроводжується виникненням крупних 

вихрових шнурiв, які можна бачити візуально. Наприклад, при прямолiнiйному 

перемiщеннi в’язкої рiдини мiж двома нерухомими плоскими паралельними 

стiнками (рисунок 3.12). Для такої течiї можна вважати, що uy = uz = 0, а 

оскiльки дiє ефект прилипання, то ux = f(y). Таким чином, користуючись 

формулою (3.38), легко показати, що x = y = 0, z = − 1/2 ux/y. Отже, 

вектор 


, абсолютна величина котрого 
 

,222
zyx ++=          (3.55) 

 

у всiх точках паралельний осi oz, а 

вихровi лiнiї є прямими нормальними 

лiнiями течiї. 

Тому такий рух рiдини є 

вихровим, хоч вiзуально вихорiв не 

спостерiгаємо. Течiя такого типу може 

бути потен-цiйною лише за умов 

рiвномiрного розподiлення швидкостей 

(ux = const, тобто не залежить вiд 

координати y). Але в реальних умовах 

завдяки дiї сил в’язкостi швидкості 

розподiляються нерiвномiрно, тому течiя 

в’язких рiдин біля твердих поверхонь 

завжди вихрова.   

 

 

Рисунок 3.12 – Вихрова течія 

між плоскими стінками 



3.5.2 Циркуляцiя швидкостi. Теорема Стокса 

Iнтенсивнiсть вихору є досить важливою характеристикою вихрової течiї, 

але i дуже незручною, оскiльки не може бути визначена експериментально. Спроби 

розповсюдити її на вихори кiнцевих розмiрiв призвели б до необхiдностi введення 

поняття про середню кутову швидкiсть, що пов’язано з труднощами суто 

математичного характеру. Крiм того, у деяких розрахунках зручнiше оперувати 

такою мiрою вихрового руху, яка виражалась би через поступальну швидкiсть i 

величину якої було б можливо визначити експериментально. Таким вимогам 

вiдповiдає поняття циркуляцiї швидкостi Г (грецька лiтера гамма). 

Уявлення про фiзичну сутнiсть циркуляцiї отримаємо, використавши 

методику введення цього поняття М. Я. Фабриканта. Відомо, що на криловий 

профiль, що знаходиться в потоцi, дiє пiдйомна сила F. Фiзично її виникнення 

можна пояснити тiльки тим, що тиск пiд профiлем P1 бiльший, а тиск над 

профiлем P2 менший за тиск на деякiй вiдстанi вiд нього P  (рисунок 3.13). 

Тому навколо профiля виникає так званий потiк збудження, який є своєрiдною 

реакцiєю потоку на внесення в нього стороннього тiла. Напрям цього 

циркуляцiйного потоку збудження показано на рисунку 3.13. Кiлькiсно його 

характеризує циркуляцiя швидкостi по замкнутому контуру L (рисунок 3.14). 

Формально циркуляцією  вектора швидкості u


 по деякому контуру L є 

криволінійний інтеграл скалярного добутку цієї швидкості на елементарний 

напрямлений відрізок контура ld


 
 

,=
L

ldu


                                                (3.56) 

 

де ld


(dx; dy; dz) − напрямлений елемент дуги контура. 

 

 

 

 

 

 

 

 
   Рисунок 3.13 – Циркуляційне                    Рисунок 3.14 – До введення 

           обтікання крилового профілю                         поняття циркуляції 
 

Циркуляцiю можна представити в іншому виглядi 
 

( ) ,;cos=
L

dlulu


                                             (3.57) 

або 

        ( ). ++=
L

zyx dzudyudxu                                      (3.58) 

 



З визначення циркуляцiї як криволiнiйного iнтеграла випливає її двi 

властивостi: 

− циркуляцiя швидкостi по усьому контуру дорiвнює сумi циркуляцiй по її 

окремих дiлянках;  

− при змiнi напряму обходу контуру знак циркуляцiї змiнюється на 

обернений (як правило, циркуляцiю вважають позитивною, якщо контур 

обходять так, щоб обмежена ним область залишалася лiворуч). 

Розглянемо плоский контур L, який знаходиться в рідині, що рухається 

(рисунок 3.15). Виділимо в ньому довільний елементарний прямокутний контур 

OABC зі сторонами dx і dy (рисунок 3.16). Якщо в точці O проекції швидкості 

дорівнюють ux і uy, то в точці A 
 

y

u
uu x

xxA



+= ,                                             (3.59) 

 

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 

  Рисунок  3.15 – Плоский контур                        Рисунок 3.16 – Елементарний  

                                                                        прямокутний  контур 

а в точці C 

x

u
uu

y

yyC



+= .                                           (3.60) 

 

Тоді циркуляція швидкості по елементарному контуру 
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yx
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y x
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       (3.61) 

 

або для довільно орієнтованого у просторі контуру 
 

dAd n= 2 .                                               (3.62) 
 



Якщо контур L розбити на елементарні контури, як це показано на          

рисунку 3.15, і скласти циркуляції, зберігаючи незмінним напрям обходу, 

то 
 

dAd n= 2 .                                              (3.63) 

Однак, як видно з рисунка, циркуляції по всім внутрішнім лініям 

взаємокомпенсуються і загальна циркуляція дорівнює сумі циркуляцій по 

зовнішній лінії контуру 

dAn= 2                                                (3.64) 
 

або, збільшуючи число контурів k до нескінченності, 
 

 ===
AA

n idAnurotdA .2


                              (3.65) 

Таким чином, циркуляція швидкості по довільному замкнутому контуру 

дорівнює потоку вектора вихору, що пронизує цей контур. У цьому полягає 

теорема Стокса15. Цю теорему легко довести, скориставшись відомою з 

векторного аналізу формулою Стокса 
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  
 

  
dA ( ) ++=

L

adzbdycdx ,                     (3.66) 

 

якщо замість довільних неперервних деференційованих функцій a, b, c 

підставити проекції швидкості. 

У наведеному вище формулюванні 

теорема стосується однозв’язної області. 

Однозв’язною називають область, в 

котрій будь-який замкнутий контур може 

бути неперервним чином стягнутий у 

точку. Якщо в області можна виділити 

контури, котрі неможливо неперервним 

чином стяг-нути у точку, то така область є 

багатозв’язною. 

При розгляді багатозв’язної області (рисунок 3.17) її можна розбити на 

елементарні контури, як це зроблено раніше 3 ОСНОВИ 

КIНЕМАТИКИ РIДИНИ 

 
15 Стокс Джордж Габріель (1819–1903) – видатний британський математик і фізик. Був 

секретарем, а пізніше президентом Лондонської королівської спілки. Має значні наукові 

здобутки у галузі гідродинаміки, теоретичної механіки, математичного аналізу і 

математичної фізики. У роботі «Про теорію внутрішнього тертя у рухомих рідинах та про 

рівновагу і рух пружних твердих тіл» (1849) вивів диференціальне рівняння течії в'язких 

рідин, зараз це рівняння має назву рівняння Нав'є-Стокса. 

Рисунок 3.17 – Багатозв’язна 

область 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%84%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%BD%D1%86%D1%96%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B5_%D1%80%D1%96%D0%B2%D0%BD%D1%8F%D0%BD%D0%BD%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%96%D0%B2%D0%BD%D1%8F%D0%BD%D0%BD%D1%8F_%D0%9D%D0%B0%D0%B2%27%D1%94_%E2%80%94_%D0%A1%D1%82%D0%BE%D0%BA%D1%81%D0%B0


 

Кiнематикою називається роздiл гiдромеханiки, в якому рух рiдини 

вивчається без розгляду причин, що його спричинили. За образним висловом 

М. Є. Жуковського16, кiнематика вивчає «геометрiю руху». 

 

3.1 ДВА МЕТОДИ ОПИСУ РУХУ РIДИНИ 

  

Завдяки текучостi загальний характер руху рiдини є бiльш складним, нiж 

твердих тiл. Оскiльки рiдкi частинки у загальному випадку рухаються з рiзними 

швидкостями, то вживається термiн «швидкiсть рiдкої частинки». Але з 

визначення рiдкої частинки (підрозділ 1.1) випливає, що вона являє собою 

сукупнiсть матерiальних точок i тому такий термiн не є достатньо конкретним. 

У зв’язку з цим умовимось, що пiд швидкiстю рiдкої частинки будемо розумiти 

швидкiсть деякої її точки, що обрана умовно i називається полюсом. 

Iснує два методи вивчення руху рiдини. Перший − метод Лагранжа17 − 

полягає у спостереженнi за рухом окремих рiдких частинок, тобто якщо у 

момент часу t0 положення частинки характеризувалось координатами x0, y0, z0 i 

для будь-якого iншого моменту часу t можна визначити координати цiєї рiдкої 

частинки 

( )
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( )

1 0 0 0

2 0 0 0

3 0 0 0

; ; ; ;

; ; ; ;

; ; ; ,

x f t x y z

y f t x y z

z f t x y z

=

=

=

                                              (3.1) 

 

то вважається, що рух описано. Параметри x0, y0, z0  є змiнними Лагранжа. 

Користуючись методом Лагранжа, можна простежити за будь-якою рід-

кою частинкою i цим визначити траєкторiю її руху. 

Незважаючи на досить повну iнформацiю про рух рiдини, котру дає цей 

метод, вiн не отримав широкого використання. Це пов’язане з тим, що рiвняння 

руху, складенi на основi методу Лагранжа, складнi та їх важко розв’язувати. 

У даному курсi метод Лагранжа не застосовується, а все вивчення 

побудоване за методом Ейлера. Вiн полягає у визначеннi швидкостi у кожнiй 

точцi простору, який зайнятий рiдиною, що рухається, тобто поля швидкостей. 

Головне поняття методу Ейлера − мiсцева швидкiсть, пiд якою розумiють 

швид-кiсть рiдкої частинки, що знаходиться у данiй точцi у даний момент 

часу. Рух рiдини вважають описаним, якщо задане поле мiсцевих швидкостей 

 
16 Жуковський Микола Єгорович (1847–1921) – видатний російський механік, член – 

кореспондент Імператорської академії наук. Став засновником сучасної аеродинаміки, 

зокрема встановив закон, за яким розраховують підйомну силу крила. Встановив фізичну 

природу гідравлічного удару. 
17 Лагранж Жозеф Луі (1736–1813) – видатний французький математик, механік і астроном, 

член Паризької академії наук. Зробив величезний внесок у розвиток теорії чисел, теорії 

ймовірності, числові методи. Самою видатною працею Лагранжа стала «Аналітична 

механіка» (1788), яку пізніше Уільям Роуен Гамільтон назвав «науковою поемою». 
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де x, y, z − змiнні Ейлера. 

Таким чином, спостерiгають не за перемiщенням рiдких частинок, а за 

змiною параметрiв у фiксованих точках поростору. Це досить повно 

характеризує течiю рiдини. Крiм того, при застосуваннi методу Ейлера може 

широко використовуватися теорiя поля, що визначає його перевагу над методом 

Лагранжа. 

Якщо функцiї у формулах (3.2) вiдомi, то можна не тiльки скласти 

уявлення про характер руху рiдкої маси, а й визначити кiнематичнi 

характеристики, необхiднi для складення динамiчних рiвнянь руху. Основною 

кiнематичною характеристикою, яка використовується в законах механiки, є 

прискорення 
 

.
dt

du
a =                                                     (3.3) 

 

Для його представлення в змiнних Ейлера врахуємо, що координати 

рiдкої частинки, яка рухається, є функцiями часу: x = x(t), y = y(t), z = z(t). 

Отже, проекцiї швидкостi ux, uy, uz є складними функцiями часу. За правилом 

диференцiювання складних функцiй для проекцiй повного прискорення маємо 
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Оскiльки dx/dt = ux, dy/dt = uy, dz/dt = uz, то 
 

      

.

;

;

z
z

y
z

x
zz

z

z
y

y
y

x
yy

y

z
x

y
x

x
xx

x

u
z

u
u

y

u
u

x

u

t

u
a

u
z

u
u

y

u
u

x

u

t

u
a

u
z

u
u

y

u
u

x

u

t

u
a




+




+




+




=




+




+




+




=




+




+




+




=

                        (3.5) 

 

Для представлення прискорення 
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у компактному виглядi застосовують оператор Гамiльтона18 
 

                   .i j k
x y z

  
 = + +

  
                                                (3.7) 

 

Розглядаючи величину  формально як вектор з проекцiями /x, /y,     

/z, представимо систему (3.5) у виглядi 
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Враховуючи, що вирази у дужках мають структуру скалярного добутку 

u i представляючи прискорення kajaiaa zyx


++= , дістаємо 
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                                               (3.9) 

 

Таким чином, прискорення складається з двох частин. Перша u/t є 

локальною складовою i вiдображає змiну в часi вектора швидкостi у фiксованiй 

точцi. Друга частина (u)u називається конвективною складовою i характеризує 

змiну швидкостi рiдкої частинки при її перемiщеннi у просторi. 

Якщо поле швидкостей є незмiнним у часi, тобто у кожнiй фiксованiй 

точцi простору швидкiсть є величиною незмiнною, то такий рух рiдини 

називають стацiонарним, або усталеним. Якщо мiсцева швидкiсть змiнюється 

у часi, то такий рух є нестацiонарним, або неусталеним. 

Зрозумiло, що локальна складова прискорення для усталеного руху 

завжди дорiвнює нулю. При нестацiонарнiй течiї вона може перетворюватися у 

нуль лише тоді, коли швидкiсть у точцi сягає максимального або мiнiмального 

значення у часi. 

 
18 Гамільтон Уільям Роуен (1805–1865) – видатний ірландський математик, механік, член 

Ірландської королівської академії, Національної академії США, Королівський астроном Ірландії. 

У науковій роботі «Теорія алгебраїчних пар» (1835) вперше точно обґрунтував теорії 

комплексних чисел і дав їй геометричну інтерпретацію. Довгий час працював над теорією 

кватерніонів (система гіперкомплексних чисел). Основні результати цієї праці викладені в 

монографіях «Лекції про кватерніони» та «Елементи кватерніонів». У даний час ця теорія 

використовується у комп’ютерній графіці, програмуванні ігор, обчислювальній механіці, теорії 

управління. У двох статтях «Про загальний метод динаміки» (1834–1835) Гамільтон 

сформулював принцип стаціонарної дії, який носить його ім’я. Роботи Гамільтона у галузі 

механіки на багато років визначили напрямок розвитку цієї науки. 



3.2 ЛIНIЯ I ТРУБКА ТЕЧIЇ. ТРАЄКТОРIЯ 

 

Поля фізичних величин важко спостерігати безпосередньо. Тому при 

розгляді полів скалярних величин будують так звані поверхні рівня (наприклад 

для температури − це ізотерми, для тиску − еквіпотенціальні поверхні тощо). У 

векторних полях розглядають векторні лінії, у кожній точці яких вектор 

спрямований по дотичній. Таким чином, наочне уявлення про поле швидкостей 

рiдини, що рухається, можна отримати, якщо побудувати векторнi лiнiї цього 

поля, якi в гiдромеханiцi називають лiнiями течiї. Отже, лiнiя течiї − це крива, у 

кожнiй точцi якої вектор швидкостi у даний момент часу спрямований по 

дотичнiй. Під час усталеного руху лiнiї течiї з часом не змiнюються, а при 

неусталеному у рiзнi моменти часу вони мають рiзну форму (за деяким 

виключенням). 

Якщо за елементарний проміжок часу рiдка частинка у напрямі лiнiї течiї 

пройде шлях dS, проекцiї якого на осi координат dx, dy, dz (рисунок 3.1,а), то 

компоненти швидкостi 

  , , .x y z

dx dy dz
u u u

dt dt dt
= = =                                (3.10) 
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Рисунок 3.1 – Лінії течії 

Звідки 

                  .
zyx u

dz

u
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u
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==                                              (3.11) 

 

Рiвність (3.11) є диференцiальним рiвнянням лiнiї течiї. Її можна отримати 

i з iнших мiркувань. Відповідно до визначення лiнiї течiї вектор u


 i 

напрямлений вiдрiзок Sd


 колiнеарнi, а оскiльки однойменнi проекцiї 

колiнеарних векторiв пропорцiйнi, то для них справедливе рiвняння (3.11). 

Через одну точку простору у даний момент часу не можуть проходити двi 

або бiльше лiнiй течiї. Дiйсно, якби двi лiнiї течiї перетинались у однiй точцi, то 

це означало б, що частинка, яка вмiщує в собi цю точку, у один i той самий 

момент часу мала б двi рiзнi швидкостi. Фiзично це неможливо. Виключенням є 

так звані особливі точки − точки, через які проходять декілька або навіть 

нескінченно багато ліній течії. Такі точки спостерігатимемо далі, у пункті 

3.6.4, коли розглядатимемо найпростіші потенціальні течії.  



Спробуємо визначити взаємозв’язок лiнiї течiї та траєкторiї. Для цього 

припустимо, що у деякий момент часу t0 швидкiсть у точцi М0 дорiвнює u


0. 

Вiдкладемо на векторi u


0 невеличкий вiдрiзок l1 (рисунок 3.1,б) i в точцi М1 

накреслимо вiдповiдний їй вектор швидкостi u


1. Потiм на цьому векторi 

вiдкладемо вiдрiзок l2  i аналогiчно побудуємо вектор u


2. Якщо таким чином 

дiяти i надалi, то отримаємо «криву», яка задовольняє визначення лiнiї течiї. 

Зауважимо, що усi побудови здiйснюються для одного фiксованого моменту часу 

t0. Тому не має значення, рух рiдини усталений чи нi. Зрозумiло також, що 

отримана «крива» буде тим бiльше вiдповiдати лiнiї течiї, чим меншими будуть  

вiдрiзки l. 

Спробуємо тепер аналогiчним чином побудувати траєкторiю тiєї самої 

рiдкої частинки (рисунок 3.1,в). Нехай за невеличкий проміжок часу t1 вона 

пройде шлях вiд точки М0 (t0) до М1 (t1). У лiнiйному наближеннi цей шлях мож-

на вважати збіжним з напрямом u


0. Якщо рух усталений, то швидкiсть у точцi 

М1 буде такою, як i в момент часу t0. У цьому випадку частинка 

пересуватиметься у напрямі вектора u


1 до точки М2 тощо, тобто траєкторiя 

збігатиметься з лiнiєю течiї. Якщо рух неусталений, то за час  t1 вектор u


1 

змiниться до моменту перемiщення частинки у точку М1; її швидкiсть буде 1u


. 

Отже, iз точки М1 частинка буде спрямована вздовж вектора 1u


 i не потрапить у 

точку М2. Тому траєкторiя i лiнiя течiї не збігатимуться. 

Таким чином, лiнiя течiї та траєкторiя збігаються тiльки під час 

усталеного руху. Тому траєкторію рідкої частинки при усталеному русі можна 

розраховувати за рівнянням (3.11), а при неусталеному, зважаючи, що у цьому 

випадку час t стає такою самою незалежною змінною, як і координати, за 

співвідношенням 
 

.dt
u

dz

u

dy

u

dx

zyx

===         (3.12) 

 

Виберемо у рiдинi елементарний 

замкнутий контур  dl площею dA i 

проведемо через кожну його точку 

лiнiю течiї (рисунок 3.2). Отримана 

трубчаста 

поверхня  називається  елементарною  

трубкою  течiї.  Рiдина, яка протiкає у  

серединi елементарної трубки течiї, є елементарною струминкою. Оскiльки 

вона має невеликi розмiри, то нерiвномiрнiстю розподiлу швидкостей в ній 

можна знехтувати.   

Отже, вважають, що в межах елементарної струминки швидкостi 

розподiленi рiвномiрно (перша властивiсть елементарної струминки). Оскiльки 

у кожнiй точцi трубки течiї у даний момент часу вектор швидкостi рiдкої 

Рисунок 3.2 – Елементарна 

трубка течії 



частинки збігається з дотичною, то зрозумiло, що жодна частинка не може 

проникнути в елементарну струминку ззовнi та жодна частинка не може 

вийти через її бокову поверхню (друга властивiсть). 

Уявлення, згiдно з яким потiк рiдини кiнцевих розмiрiв розглядають як 

сукупнiсть елементарних струминок, називається струминною моделлю потоку. 

 

3.3 РIВНЯННЯ НЕРОЗРИВНОСТI 

 

Рiвняння нерозривностi (суцiльностi) 

вiдображає один з фундаментальних законiв 

природи − закон збереження маси стосовно 

рiдкого середовища. Розглянемо рiдину  

об'ємом V, який обмежує поверхня А. Ви-

дiлимо на нiй елементарну поверхню dA із 

зовнiшньою нормаллю n


 (рисунок 3.3). 

Добуток undA є масою рiдини, яка втiкає 

або витiкає з об’єму (залежно вiд напряму 

швид-костi u


) за одиницю часу. Оскiльки  

n


 − нормаль зовнiшня, то un  0 вiдповiдає 

витiканню рiдини, а un  0 − втiканню.  Тодi  

інтеграл 
A

ndAu  − рiзниця між масою ріди- 

ни, що витікла та надійшла в об’єм. Якщо об’єм, що розглядається, незмiнний, 

то змiна маси у ньому може відбуватися лише за рахунок змiни густини зi 

швидкiстю /t. Тодi змiна маси у об’ємi V дорiвнює iнтегралу .dV
t

V





 

Очевидно, що змiна маси всерединi рiдкого тiла повинна дорiвнювати масi, яка 

в нього надійшла, 

                  dV
t

V





= − .n

A

u dA                                      (3.13) 

 

Таким чином, додатному прирощенню густини вiдповiдає un  0, тобто 

втiкання маси та навпаки. 

Згiдно з формулою Гауса19-Остроградського20 
 

 
19 Гаусс Йоганн Карл Фридріх (1777–1855) – видатний німецький математик, фізик, 

астроном, член Шведської та Петербурзької академій наук та Лондонської королівської 

спілки. Праці Гаусса мали великий вплив на розвиток алгебри, теорії чисел, диференціальної 

геометрії, класичної теорії електрики і магнетизму, геодезії, теоретичної астрономії. 
20 Остроградський Михайло Васильович (1801–1862) – видатний український математик 

(виходець з роду козацьких старшин). Працював у Франції та Росії. Автор численних праць з 

математичного аналізу, математичної фізики, теоретичної механіки, теорії чисел, алгебри. 

Автор формули перетворення об’ємного інтегралу в інтеграл по поверхні.  

Рисунок 3.3 – До 

виведення рівняння 

нерозривності 
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а враховуючи рiвняння (1.3), 
 

                               
A

ndAu  = ( ) .
V

div u dV                                         (3.15) 

 

Тодi формула (3.13) набирає вигляду 
 

                      ( ) ,0=







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або 

                         ( ) .0=+



udiv

t


                                            (3.17) 

 

Отриманий результат є рiвнянням нерозривностi в диференцiальнiй 

формi. Оскiльки при його виводi нiяких обмежень не робилось, то воно 

розповсюджується як на краплиннi рiдини, так i на гази під час як усталеного, 

так i неусталеного руху. 

Якщо рух усталений, то /t = 0 i з формули (3.17) дістаємо 
 

 ( ) 0=udiv


,                                               (3.18) 
 

а якщо, крiм того, рiдина нестислива ( = const), то 
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                              (3.19) 

 

Оскiльки кожна складова формули (3.19) характеризує швидкiсть від-

носного подовження (укорочення) рiдкої частинки, то ясно, що, подовжуючись, 

наприклад, у напрямі осей ox i oy, нестислива рiдка частинка повинна 

укорочуватись у напрямі осi oz, тобто не може бути, щоб усi три складовi були 

одного знака. 

Розглянемо елементарну струминку стисливої рiдини (рисунок 3.4). Її 

сумарна поверхня dA = dA1 + dA2 + dAб (де dAб − площа бічної поверхнi). Якщо 

рух вважати усталеним, то згiдно з формулою (3.13) 
 

    undA = 1un1dA1 + 2un2dA2 + 3unбdAб = 0.                        (3.20) 
 

Вiдповiдно до другої властивостi 

елементарної струминки 3unбdAб = 0 i 
 

1un1dA1 = − 2un2dA2 .       (3.21) 
 

Беручи до уваги, що 1n


 i 2n


 − 

нормалi зовнiшнi та un = − u-n, де u-n − 

Рисунок 3.4 – Елементарна 

струминка  



проекцiя швидкостi на внутрiшню 

нормаль, запишемо   
 

  1u-n1dA1 =  2un2dA2.   (3.22) 

Якщо елементарнi площi dA1 i dA2 нормальнi до напряму течiї, то un1 = u1 i 

un2 = u2. Тобто 

  1u1dA1 = 2u2dA2 .                                          (3.23) 
 

Отриманий результат є рiвнянням нерозривностi для елементарної 

струминки. Вiн вказує на рiвнiсть секундних мас, що проходять крiзь довiльно 

обранi перерiзи елементарної струминки. Для нестисливої рiдини 1 = 2 i 
 

                                        u1dA1 = u2dA2.                                          (3.24) 
 

Дамо декiлька визначень. Масовою витратою називають масу рiдини, 

яка протiкає через деякий перерiз за одиницю часу: Qm = uA (вимiрюється у 

кг/с). Об'ємною витратою називають об'єм рiдини, який протiкає через деякий 

перерiз за одиницю часу: Q = uA (вимiрюється у м3/с). Таким чином, рiвняння 

(3.23) i (3.24) можуть бути записані у такому виглядi: 
 

                                      dQm1 = dQm2                                               (3.25) 

i 

                                         dQ1 = dQ2 .                                                                        (3.26) 
 

Отже, масова витрата вздовж елементарної струминки є величиною 

незмiнною. Цей висновок добре узгоджується з другою властивiстю 

елементарної струминки (дійсно, як маса вздовж струминки може змінюватися, 

якщо нормальна складова швидкості на стінці дорівнює нулю, тобто її стінки 

непроникні?). Якщо рiдина нестислива, то замiсть незмiнностi масової витрати 

достатньо казати про незмiннiсть її об’ємної витрати. 

У технiчних розрахунках важливе значення має рiвняння нерозривностi 

для потоку кiнцевих розмiрiв. Згiдно зi струминною моделлю рiвняння (3.23) i 

(3.24) для потоку мають вигляд 
 

                

1 2

1 1 1 2 2 2.
A A

u dA u dA =                                         (3.27) 
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                      .2211
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dAudAu
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 =                                         (3.28) 

 

3.4 АНАЛIЗ РУХУ РIДКОЇ ЧАСТИНКИ. 

ТЕОРЕМА КОШI-ГЕЛЬМГОЛЬЦА 
 

Вiдомо, що рух твердого тiла у загальному випадку може бути 

розкладений на поступальну i обертальну складовi. Характерною особливiстю 

рiдини є її легка деформованiсть. Тому пiд час течії рідке тіло може 



деформуватися, що, природньо, значно ускладнює математичний опис такого 

руху. 

Видiлимо в рiдинi, що рухається, рiдку частинку у формi паралелепiпеда зi 

сторонами dx, dy, dz (рисунок 3.5). Якщо у точцi A швидкiсть дорiвнює u, то у точцi C1 

вона буде складати u + du. Тодi для проекцiй швидкостi у точцi C1 можна записати 
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                              (3.29) 

 

Перетворимо перше рiвняння (3.29) з урахуванням того, що  
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Якщо лiва грань паралелепiпеда в напрямку осі ox перемiстилась  за 

одиницю часу на ux, то права − на величину ux+ (ux/x)dx (рисунок 3.6). Тому 

(ux/x)dx являє собою швидкiсть лiнiйної деформацiї рiдкої частинки. Коли 

процес йде одночасно вздовж усiх осей, то це повинно приводити до об’ємного 

розширення або стиснення частинки i початковий об’єм dV=dxdydz змiнюється 

на величину V=Vx+Vy+Vz за рахунок розтягнення або стиснення граней. При 

цьому Vx =(DD’ − AA’)dydz = (ux/x)dxdydzdt = (ux/x)dVdt. Аналогiчно  

Vy = (uy/y)dVdt  i  Vz = (uz/z)dVdt.  

Таким чином, 
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       Рисунок 3.5 –                                                       Рисунок 3.6 –  

  Рідка частинка                                 Лінійна деформація рідкої частинки 

Для нестисливої рiдини 0=udiv


. 

Тому деформацiя рiдкої нестисливої частин-

ки вiдбувається без змiни її об’єму (V =  

= 0). У цьому полягає гiдромеханiчний 

змiст рiвності нулю дивергенцiї. 

Оскiльки у точках А i В  швидкостi 

рiзнi (рисунок 3.7), то перемiщення точки 

В вздовж осi ox буде вiдрiзнятися вiд 

перемiщення точки A на величину 

(ux/z)dzdt. Тому грань AB повернеться 

на кут d, який через його малiсть  
 

tg .x xu dz u
d d dt dt

z dz z

 
   = =

 
      (3.33) 

 

За аналогiєю кут повороту гранi AD  
 

.dt
x

u
d z




                                                  (3.34) 

 

Таким чином, кутовi швидкостi граней AB i AD становитимуть d/dt = 

= ux/z i d/dt = uz/x, а сумарна швидкiсть кутової деформацiї частинки в 

площинi xz дорiвнює (ux/z + uz/x). Оскiльки деформація вiдбувається 

внаслiдок повороту відразу двох граней та їх швидкості у загальному випадку 

неоднакові, то в гідромеханіці як міру швидкості кутової деформації 

приймають середнє арифметичне, тобто вважають, що на кожну грань припадає 

половина її величини  
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Отже, друга і третя складовi рівнянь (3.31) характеризують кутову 

деформацiю рiдкої частинки. 

Рисунок 3.7 – Кутова  

деформація рідкої частинки 



У загальному випадку дiагоналi AC i AC’ не збігаються, тобто частинка 

обертається навколо осi oy з кутовою швидкiстю y. 

Оскiльки (ux/z)dzdt = ydzdt i (uz/x)dxdt = − ydxdt, то для y, а за 

аналогiєю i для двох iнших проекцiй кутової швидкостi рідкої частинки можна 

записати 
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                                           (3.38) 

 

Обертання вважається позитивним, якщо воно вiдбувається у напрямі вiд 

осi oz до ox, від oy до oz i вiд ox до oy. 

Таким чином, рiвняння (3.29) з урахуванням отриманих вище результатiв 

можна записати у такому виглядi: 
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             (3.39) 

У цiй системi складовi ux, uy i uz є компонентами поступальної швидкостi; 

складовi у квадратних дужках − компонентами деформацiйної швидкостi, а 

складовi у круглих дужках − компоненти кутової (вихрової) швидкостi. 

Отже, у загальному випадку рух рiдкого тіла можна розкласти на 

поступальний разом з деяким полюсом, обертальний навколо миттєвої осi, що 

проходить через цей полюс, i деформацiйний, який складається з лiнiйних та 

кутових деформацiй. Це положення становить теорему Коші-Гельмгольца21 

про рух рiдких тiл (інколи її називають першою теоремою Гельмгольца).        

Слід зауважити, що ця теорема вказує лише на один з можливих способів 

розкладання складного руху рідкого тіла на прості складові. Проте перевагами 

 
21 Гельмгольц Герман Людвиг Фердинанд (1821–1894) – німецький фізик, фізіолог, психолог. 

У праці «Про збереження сили» (1847) дав найточніше для свого часу формулювання закону 

збереження енергії. Встановив закономірності поведінки вихорів в ідеальній рідині, розробив 

теорію акустичного резонансу. В праці «Вчення про слухові відчуття як фізіологічна основа 

для теорії музики» (1863) вивчив натуральний звукоряд і розробив резонансну теорію слуха. 

Нагороджений найвищою нагородою Франції – зіркою ордена Почесного легіона. 



цього способу є те, що він найбільш фізично обґрунтований, оскільки визначає 

основні характерні особливості руху рідини та чітко встановлює різницю у її 

русі від руху твердого тіла. Ця різниця полягає в існуванні деформаційної 

складової, що є наслідком відмінності у фізичних властивостях рідкого і 

твердого тіл, а саме у тому, що через слабкість міжмолекулярних зв’язків під 

час руху рідина, як правило, не здатна зберігати свою форму незмінною.  

У векторнiй формi для кутової швидкостi можна записати 
 

x y zi j k =  +  +  ,                                        (3.40) 
 

а з урахуванням формули (3.38)  
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Беручи до уваги формулу для вихору (1.4), 
 

                             ,
2

1
urot


=                                              (3.42) 

або 

        .2 urot


=                                               (3.43) 
 

Отже, якщо розподiлення швидкостi u


 є полем швидкостей рiдини, то 
urot


 є полем подвоєних кутових швидкостей частинок рiдини. У цьому полягає 

гiдромеханiчний змiст вихору (ротора). 

Рух рiдини, при якому вiдсутня обертальна складова, називається 

потенцiальним, або безвихровим. Якщо 


  0, рух називається вихровим. У 

переважнiй бiльшостi випадкiв течiя в природi та технiцi є вихровою. 

 

3.5 ВИХРОВИЙ РУХ РIДИНИ 
 

          3.5.1 Вихровi лiнiя i трубка. Друга теорема Гельмгольца 

В основу кiнематики вихрового руху покладене уявлення про вихрову 

лiнiю i вихрову трубку. Цi поняття аналогiчнi лiнiї течiї та трубці течiї. 

Вихровою називається лiнiя, у кожнiй точцi якої у даний момент часу вектор 

вихору швидкостi збігається з дотичною (рисунок 3.8). Iншими словами, 

вихрова лiнiя − це миттєва вiсь обертання частинок рiдини, якi в даний 

момент часу розташованi на нiй. 

Диференцiальне рiвняння вихрової лiнiї можна отримати з умови 

колiнеарностi вектора кутової швидкостi 


 (x; y; z) i елементарного 

напрямленого вiдрiзка Sd


 (dx; dy; dz) вихрової лiнiї 
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zyx
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                                            (3.44) 

 



Знаючи функцiї x (x; y; z), y (x; y; z), z (x; y; z), з формули (3.44) можна 

знайти конфiгурацiю вихрових лiнiй, як це буде зроблено у підрозділі 6.5. 



Якщо через усi точки замкнутого малого контура dl провести вихровi 

лiнiї, то отриману елементарну трубчасту поверхню називають 

елементарною вихровою трубкою, а сукупнiсть обмежених нею рiдких 

частинок − вихровим шнуром (рисунок 3.9). У випадку, коли площа dA 

поперечного перерiзу вихрового шнура досить мала, то можна вважати, що в 

його межах вектор 


 має незмiнне значення. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 3.8 – Вихрова  лінія                Рисунок 3.9 – Вихровий шнур 

 

Iнтеграл вигляду 
A

dAnurot


 називають потоком вектора вихору. Вiн 

характеризує вихрову трубку i його ще називають iнтенсивнiстю вихору 
 

                 .=
A

dAnuroti


                                              (3.45) 

 

Враховуючи формулу (3.43), 
 

    .22  ==
A

n

A

dAdAni


                                     (3.46) 

 

Видiлимо об’єм V, обмежений біч- 

ною поверхнею вихрової трубки dAб i 

двома поперечними перерiзами dA1 i dA2 

(рисунок 3.10). Потiк вихору через 

поверхню dA = dAб + dA1 + dA2  можна 

подати у виглядi 
 

.22
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A

n
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n
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nn

dAdA

dAdA

б

бб

     (3.47) 

 

Оскiльки вектор кутової швидкостi спрямований по дотичнiй у кожнiй точцi бічної 

поверхнi, то Рисунок 3.10 – До виводу 

другої теореми Гельмгольца 



.0 =
A

n бб
dA                                         (3.48) 

 

Використовуючи теорему Гауса − Остроградського, можемо записати 

 

 .22  =
A V

n dVdivdA


                                (3.49) 

 

Розкриємо другий iнтеграл  
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        (3.50) 

 

Оскiльки вираз у квадратних дужках дорiвнює нулю, то i 
 

                .0 =
A

ndA                                                     (3.51) 

Таким чином, 
 

,0
21

2211  =+
A

n

A

n dAdA                                              (3.52) 

або 

.
21

2211  =−

A

n

A

n dAdA                                               (3.53) 

 

Якщо вихрова трубка елементарна, то n = const i 
 

            −n1dA1 = n2 dA2 = const.                                          (3.54) 
 

Отже, доведена друга теорема Гельмгольца: потiк вихорiв через поперечний 

перерiз вихрової трубки у даний момент часу є незмiнним по її довжинi (iнтенсивнiсть 

вихрового шнура у даний момент часу по всiй його довжинi є незмiнною). 

Рiвняння (3.54) є своєрiдним «рiвнянням нерозривностi» для вихрового шнура. 

З теореми Гельмгольца випливають важливi властивостi вихрової трубки:  

− оскiльки A − величина незмiнна, то зменшення площi веде до збiль-

шення ;  

− при A = 0  = , що фiзично неможливо, тому вихор не може 

зароджуватися або закiнчуватися всерединi рiдини.  



Вихровi трубки повиннi або бути замкнутими, створюючи вихрове кiльце 

(рисунок 3.11,а), або замикатися на тверду поверхню чи вiльну поверхню 

рiдини (рисунок 3.11,б). 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

а                                                                              б 

Рисунок 3.11 – Приклади вихрових трубок 

 

Структура вихрової течiї реальних рiдин рiзноманiтна. У деяких випадках 

крупнi вихори можна спостерiгати вiзуально, наприклад атмосфернi смерчi. 

Але вихровий рух далеко не завжди супроводжується виникненням крупних 

вихрових шнурiв, які можна бачити візуально. Наприклад, при прямолiнiйному 

перемiщеннi в’язкої рiдини мiж двома нерухомими плоскими паралельними 

стiнками (рисунок 3.12). Для такої течiї можна вважати, що uy = uz = 0, а 

оскiльки дiє ефект прилипання, то ux = f(y). Таким чином, користуючись 

формулою (3.38), легко показати, що x = y = 0, z = − 1/2 ux/y. Отже, 

вектор 


, абсолютна величина котрого 
 

,222
zyx ++=          (3.55) 

 

у всiх точках паралельний осi oz, а 

вихровi лiнiї є прямими нормальними 

лiнiями течiї. 

Тому такий рух рiдини є 

вихровим, хоч вiзуально вихорiв не 

спостерiгаємо. Течiя такого типу може 

бути потен-цiйною лише за умов 

рiвномiрного розподiлення швидкостей 

(ux = const, тобто не залежить вiд 

координати y). Але в реальних умовах 

завдяки дiї сил в’язкостi швидкості 

розподiляються нерiвномiрно, тому течiя 

в’язких рiдин біля твердих поверхонь 

завжди вихрова.   

 

3.5.2 Циркуляцiя швидкостi. Теорема Стокса 

Рисунок 3.12 – Вихрова течія 

між плоскими стінками 



Iнтенсивнiсть вихору є досить важливою характеристикою вихрової течiї, 

але i дуже незручною, оскiльки не може бути визначена експериментально. Спроби 



розповсюдити її на вихори кiнцевих розмiрiв призвели б до необхiдностi введення 

поняття про середню кутову швидкiсть, що пов’язано з труднощами суто 

математичного характеру. Крiм того, у деяких розрахунках зручнiше оперувати 

такою мiрою вихрового руху, яка виражалась би через поступальну швидкiсть i 

величину якої було б можливо визначити експериментально. Таким вимогам 

вiдповiдає поняття циркуляцiї швидкостi Г (грецька лiтера гамма). 

Уявлення про фiзичну сутнiсть циркуляцiї отримаємо, використавши 

методику введення цього поняття М. Я. Фабриканта. Відомо, що на криловий 

профiль, що знаходиться в потоцi, дiє пiдйомна сила F. Фiзично її виникнення 

можна пояснити тiльки тим, що тиск пiд профiлем P1 бiльший, а тиск над 

профiлем P2 менший за тиск на деякiй вiдстанi вiд нього P  (рисунок 3.13). 

Тому навколо профiля виникає так званий потiк збудження, який є своєрiдною 

реакцiєю потоку на внесення в нього стороннього тiла. Напрям цього 

циркуляцiйного потоку збудження показано на рисунку 3.13. Кiлькiсно його 

характеризує циркуляцiя швидкостi по замкнутому контуру L (рисунок 3.14). 

Формально циркуляцією  вектора швидкості u


 по деякому контуру L є 

криволінійний інтеграл скалярного добутку цієї швидкості на елементарний 

напрямлений відрізок контура ld


 
 

,=
L

ldu


                                                (3.56) 

 

де ld


(dx; dy; dz) − напрямлений елемент дуги контура. 

 

 

 

 

 

 

 

 
   Рисунок 3.13 – Циркуляційне                    Рисунок 3.14 – До введення 

           обтікання крилового профілю                         поняття циркуляції 
 

Циркуляцiю можна представити в іншому виглядi 
 

( ) ,;cos=
L

dlulu


                                             (3.57) 

або 

        ( ). ++=
L

zyx dzudyudxu                                      (3.58) 

 

З визначення циркуляцiї як криволiнiйного iнтеграла випливає її двi 

властивостi: 



− циркуляцiя швидкостi по усьому контуру дорiвнює сумi циркуляцiй по її 

окремих дiлянках;  

− при змiнi напряму обходу контуру знак циркуляцiї змiнюється на 

обернений (як правило, циркуляцiю вважають позитивною, якщо контур 

обходять так, щоб обмежена ним область залишалася лiворуч). 

Розглянемо плоский контур L, який знаходиться в рідині, що рухається 

(рисунок 3.15). Виділимо в ньому довільний елементарний прямокутний контур 

OABC зі сторонами dx і dy (рисунок 3.16). Якщо в точці O проекції швидкості 

дорівнюють ux і uy, то в точці A 
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      Рисунок  3.15 – Плоский контур               Рисунок 3.16 – Елементарний  

                                                                        прямокутний  контур 

а в точці C 

x

u
uu

y

yyC



+= .                                           (3.60) 

 

Тоді циркуляція швидкості по елементарному контуру 
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       (3.61) 

 

або для довільно орієнтованого у просторі контуру 
 

dAd n= 2 .                                               (3.62) 
 

Якщо контур L розбити на 

елементарні контури, як це показано 

на          рисунку 3.15, і скласти 



циркуляції, зберігаючи незмінним 

напрям обходу, то 
 

dAd n= 2 .                                              (3.63) 

Однак, як видно з рисунка, циркуляції по всім внутрішнім лініям 

взаємокомпенсуються і загальна циркуляція дорівнює сумі циркуляцій по 

зовнішній лінії контуру 

dAn= 2                                                (3.64) 
 

або, збільшуючи число контурів k до нескінченності, 
 

 ===
AA

n idAnurotdA .2


                              (3.65) 

 

Таким чином, циркуляція швидкості по довільному замкнутому контуру 

дорівнює потоку вектора вихору, що пронизує цей контур. У цьому полягає 

теорема Стокса22. Цю теорему легко довести, скориставшись відомою з 

векторного аналізу формулою Стокса 
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L

adzbdycdx ,                     (3.66) 

 

якщо замість довільних неперервних деференційованих функцій a, b, c 

підставити проекції швидкості. 

У наведеному вище формулюванні 

теорема стосується однозв’язної області. 

Однозв’язною називають область, в 

котрій будь-який замкнутий контур може 

бути неперервним чином стягнутий у 

точку. Якщо в області можна виділити 

контури, котрі неможливо неперервним 

чином стяг-нути у точку, то така область є 

багатозв’язною. 

При розгляді багатозв’язної області 

(рисунок 3.17)   її   можна   розбити   на  

 

 
22 Стокс Джордж Габріель (1819–1903) – видатний британський математик і фізик. Був 

секретарем, а пізніше президентом Лондонської королівської спілки. Має значні наукові 

здобутки у галузі гідродинаміки, теоретичної механіки, математичного аналізу і 

математичної фізики. У роботі «Про теорію внутрішнього тертя у рухомих рідинах та про 

рівновагу і рух пружних твердих тіл» (1849) вивів диференціальне рівняння течії в'язких 

рідин, зараз це рівняння має назву рівняння Нав'є-Стокса. 

Рисунок 3.17 – Багатозв’язна 

область 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%84%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%BD%D1%86%D1%96%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%B5_%D1%80%D1%96%D0%B2%D0%BD%D1%8F%D0%BD%D0%BD%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%96%D0%B2%D0%BD%D1%8F%D0%BD%D0%BD%D1%8F_%D0%9D%D0%B0%D0%B2%27%D1%94_%E2%80%94_%D0%A1%D1%82%D0%BE%D0%BA%D1%81%D0%B0


елементарні контури, як це зроблено раніше для однозв’язної області. 

Розмірковуючи аналогічно, легко дійти висновку, що потік вектора вихору 

крізь багатозв’язну область дорівнює різниці між циркуляцією по зовнішньому 

контуру і сумою циркуляцій по внутрішнім контурам 

 
=

===−=
n

k AA

nLkL idAnurotdA
1

.2


                      (3.67) 

 

Поняття циркуляції відіграє виключно важливу роль при розрахунках 

обтікання в’язким потоком твердих тіл. 

 

3.6 ПОТЕНЦIАЛЬНИЙ РУХ РIДИНИ 

 

3.6.1 Потенцiал швидкостi. Рiвняння Лапласа 

Згiдно з визначенням для потенцiального (безвихрового) руху urot


= 0, 

або 


 = 0. Цю умову можна записати у виглядi 
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                                 (3.68) 

 

що рiвнозначно системi 
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Рiвнiсть навхрест взятих похiдних є умовою того, що тричлен                                 

uxdx + uydy + uzdz  являє собою повний диференцiал деякої функцiї трьох 

змiнних, яку називають потенцiалом швидкості, 
 

           d = uxdx+uydy+uzdz.                                      (3.70) 
        

З iншого боку, повний диференцiал виражається формулою 
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або 

                .= gradu


                                              (3.74) 

Таким чином, кожному руху рiдини, який вiдбувається без обертання рідких 

частинок, тобто є потенціальним, вiдповiдає свiй потенцiал швидкостi. Справедливе 

i зворотне твердження: якщо iснує потенцiал швидкостi, то рух потенцiальний. 

Розглянемо потенцiальний потiк i видiлимо в ньому замкнутий контур L. 

Оскiльки потiк у всiх точках безвихровий, то циркуляцiя Г = 0. Враховуючи 

формули (3.58) i (3.72), маємо 
 

( ) ,x y z A A

L L L

u dx u dy u dz dx dy dz d
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де A і A’ − значення потенцiалу швидкостi у точцi А до і пiсля обходу контуру. 

Оскiльки A’ = A, то пiсля обходу контуру значення потенцiалу 

швидкостi не змiнилось. Тому якщо потiк всерединi деякої замкнутої областi 

потен-цiальний, то його потенцiал швидкостi є функцiєю однозначною. 

Якщо навiть в однiй точцi замкнутого контуру потiк вихровий, то згiдно з 

теоремою Стокса циркуляцiя не буде дорiвнювати нулю i тоді 
 

A’ = A + Г.                                                 (3.76) 
 

У цьому випадку потенцiал змiнюється пiсля кожного обходу контуру на 

величину циркуляцiї, а отже, є функцiєю багатозначною. 

Доцiльнiсть введення поняття потенцiалу швидкостi полягає у тому, що 

згiд-но з формулою (3.72) при заданому  можна визначити проекцiї швидкостi 

у будь-якій точцi рiдини, яка потенцiально рухається. У свою чергу, розрахунок 

поля швидкостей є важливою передумовою розв’язання багатьох прикладних 

задач гiдромеханiки. 

Слiд зауважити, що у разі коли неусталений рух рiдини не може бути 

приведений до усталеного введенням рухливої системи координат, то за винятком 

деяких випадкiв виразити змiну  в просторi та часi виявляється виключно складно. 

Тому подальший розгляд потенцiальних потокiв стосуватиметься лише стацiонарного 

руху. 

Для стацiонарного руху нестисливої рiдини справедливе рiвняння нероз-

ривностi у виглядi формули (3.19). З урахуванням рівнянь (3.72) воно набирає 

вигляду 
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Отриманий результат називається рiвнянням Лапласа23. Воно 

використовується для визначення потенцiалу швидкостi. Як i кожне 

диференцiйне рiвняння, рiвняння Лапласа має нескiнченну множину розв’язкiв. 

Тому для однозначного визначення  необхiдно знати граничнi умови течiї, яка 

розглядається. Пiд граничними умовами розумiють заданi значення, яких 

повинна набувати шукана функцiя в точках граничних поверхонь. Докладно 

граничнi умови будуть розглянутi далі. 

 
3.6.2 Функцiя течiї для плоского потоку. Гiдродинамiчна сiтка 

У загальному випадку рух рiдини є тривимiрним, тобто параметри потоку 

(швидкiсть, тиск тощо) залежать одразу вiд трьох координат. Але у деяких 

випадках, наприклад обтiкання потоком довгих крил або цилiндрiв (рисунок 

3.18), залежнiстю параметрiв вiд однiєї координати можна знехтувати (за 

винятком областей течiї бiля кiнцiв крила або цилiндра). 

Рух рiдини, параметри якого залежать тiльки вiд двох координат, 

називають двовимiрним, або плоским. Такий рух має двi властивостi: 

− конфiгурацiя лiнiй течiї у всiх площинах, якi перпендикулярнi до одної з 

координатних осей (на рисунку 3.18 це вiсь oz ), однакова; 

− усi лiнiї течiї є плоскими кривими, що знаходяться у цих площинах.  

З наведеного вище випливає, що проекцiї швидкостi на вiсь oz у всiх 

точках плоского потоку дорiвнюють нулю. Хоч у природi, строго кажучи, 

плоских течiй не iснує, розв’язки багатьох задач гiдромеханiки можуть бути 

отриманi шляхом розгляду саме такого руху рiдини. Вивчення плоских течiй 

суттєво по- 

легшене тим, що рівняння, якi їх 

описують, значно простiшi та, крiм того, 

достатньо отримати результати лише для 

одної площини, щоб скласти уявлення 

про весь потiк. 

Розглянувши формули (3.38), легко 

пересвiдчитись, що оскiльки uz/y = 

 = uy/z = ux/z = uz/x=0, то в 

плоскому потоці може бути тiльки один 

компонент кутової швидкостi z. Тому 

для плоского потоку умова iснування 

потенцiалу швидкостi має вигляд 
 

y

u

x

u
xy




=




                       (3.78) 

 
23 Лаплас П’єр Сімон (1749–1827) – французький математик і астроном, член Французької 

географічної спілки. У своїх працях розробив методи математичної фізики, які 

застосовуються і нині, систематизував математичний апарат теорії ймовірності, довів 

стійкість Сонячної системи, опублікував низку праць з теорії капілярності. 

Рисунок 3.18 – Приклад 

плоскої течії 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%86%D1%96%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%81%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%BC
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BE%D0%BD%D1%8F%D1%87%D0%BD%D0%B0_%D1%81%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B0%D0%BF%D1%96%D0%BB%D1%8F%D1%80%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%B5%D1%84%D0%B5%D0%BA%D1%82


та 

           d = uxdx + uydy.                                  (3.79) 
 

Рiвняння нерозривностi плоского потоку нестисливої рiдини має вигляд 
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Останнє рiвняння є умовою того, що двочлен uxdy − uydx є повним 

диференцiалом деякої функцiї двох змiнних (x;y), яку називають функцiєю 

течії 
 

                             d = uxdy − uydx.                                           (3.82) 
 

З iншого боку, 

        .d dx dy
x y

 
 = +

 
                                      (3.83) 

Тому 

                     ; .x yu u
y x
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= =

 
                                     (3.84) 

 

Отже, якщо функцiя течiї вiдома, то можна визначити компоненти 

швидкостi у будь-якiй точцi потоку. 

Пiдставляючи формулу (3.84) до виразу (3.78), маємо 
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                                          (3.85) 

 

тобто функцiя течiї, як i потенцiал швидкості, задовольняє рiвняння Лапласа. 

Але якщо  iснує тiльки для потенцiального потоку, то функцiя течiї цiєю 

умовою не обмежена. Це пояснюється тим, що рiвняння нерозривностi 

справедливе як для потенцiального, так i для вихрового рухiв рiдини. 

Рiвняння лiнiї течiї (3.11) для плоского потоку має вигляд 
 

                               ,
yx u

dy

u

dx
=                                                  (3.86) 

або 

                        uxdy − uydx = 0.                                           (3.87) 
 



Порiвнюючи формули (3.87) і (3.82), можемо пересвiдчитися, що вздовж 

лiнiї течiї d = 0, тобто функцiя  зберiгає вздовж будь-якої лiнiї течiї незмiнне 

значення, яке, однак, вiдмiнне для рiзних лiнiй течiї. 

Для встановлення фiзичного змiсту  проведемо двi лiнiї течiї, якi досить 

близько розташованi одна вiд одної (рисунок 3.19). Визначимо об’ємну витрату 

рiдини, що протiкає мiж ними. Для цього розкладемо швидкiсть u


 на складовi ux i 

uy. Це дозволяє представити елементарну витрату dQ = dQx+dQy, при цьому  

dQx = uxdy, dQy = − uydx. Тому 
 

dQ = uxdy − uydx = d.                                        (3.88) 

( ) ψ ψ ψ .

B B

x y B A

A A

Q u dy u dx d= = =      (3.89) 

 

З формули (3.89) видно, що рiзниця 

функцiї течiї двох сумiжних лiнiй течiї 

дорiвнює об’ємнiй витратi мiж ними. 

Для плоского потенцiального потоку 

шляхом зіставлення виразiв (3.72) i (3.84) 

можна встановити зв’язок мiж потенцiалом 

швидкостi та функцiєю течiї 
 

   ; .
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Цi спiввiдношення називаються спiввiдношеннями Коші − Рімана24. Якщо 

їх мiж собою перемножити, то отриманий результат 
 

     
x y y x

   
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                                           (3.91) 

 

свiдчить про взаємну ортогональнiсть лiнiї течiї ( = const) i еквiпо-

тенцiальних лiнiй ( = const).  

Таким чином, плоский потенцiальний потiк нестисливої рiдини 

характеризується двома ортогональними сiм’ями кривих, якi створюють 

гiдродина-мiчну сiтку руху. На рисунку 3.20 наведений приклад 

гiдродинамiчної сiтки, яка накреслена для випадку плоского витiкання рiдини 

пiд тиском вздовж горизонтальної площини. 

Гiдродинамiчна сiтка має такі властивостi: 

 
24 Ріман Георг Фрідріх Бернхард (1826–1866) – видатний німецький математик і фізик. У 

доповіді «Про гіпотези, що становлять основу геометрії» він визначив загальне поняття n –

вимір-ного різноманіття, чим, за словами Ейнштейна, передбачив загальну теорію 

відносності. Ріманом запропонований метод розв’язання нелінійного рівняння одновимірної 

течії стисливої рідини. На підставі вивчення рівнянь руху встановив факт існування у 

стисливих рідинах ударних хвиль. 

Рисунок 3.19 – Дві суміжні 

лінії течії 



− сiтка ортогональна; 

− однойменнi лiнiї не перетинаються нiде, крiм точок з нульовою або 

нескiнченною швидкiстю (для лiнiй течiї це доведено у підрозділі 3.2, а для 

еквiпотенцiальних лiнiй це справедливо, оскiльки вони ортогональнi лiнiям течiї); 

− сiтка в малому квадратична, тобто    (де  i  − прирiст 

потенцiалу швидкостi та функцiї течiї мiж двома сумiжними лiнiями).  

Наведенi властивостi дозволяють використовувати гiдродинамiчну сiтку 

для визначення параметрiв плоских потенцiальних потокiв. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 3.20 – Гідродинамічна сітка для плоского витікання 

під тиском вздовж горизонтальної площини 

 

3.6.3 Функція комплексної змінної 

Оскільки для функцій  і  виконується умова Коші-Рімана, то вони на 

комплексній площині можуть бути представлені у вигляді залежності тільки 

одної комплексної змінної (рисунок 3.21) (не плутати з координатою декартової 

системи координат) 
 

z = x+iy = rei,                  (3.92) 
 

де r = 22 yx +  − модуль числа z; 

     tg = 
x

y
 − аргумент числа z. 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

Рисунок 3.21 – Комплексна 

площина 



Цю функцію називають комплексним потенціалом або інколи 

характеристичною функцією течії W(z), головна властивість котрої полягає у 

тому, що її дійсна частина дорівнює потенціалу швидкості, а уявна − функції 

течії 

W(z) = (x; y) + i(x; y).                                         (3.93) 

 

Оскільки W(z) є аналітичною функцією від числа z, то її похідна не 

залежить від напрямку диференціювання і цілком визначається положенням 

точки, яке задане координатою z. 
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або 
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Похідна комплексного 

потенціалу є так званою спряженою 

швидкістю u , дійсна частина якої 

дорівнює проекції ux, а уявна − взятій 

зі зворотним знаком проекції uy. 

Оскільки в теорії комплексної 

змінної величини z = x + iy і z  = x − 

iy називають спряженими, то в 

комплексній площині ux, uy число u  є 

спряженим з числом u = ux + iuy, яке 

зветься комплексною швидкістю 

(рисунок 3.22). Площину ux, uy  

називають площиною годографа 

швидкості. 
 

Інтеграл по довільному замкнутому контуру L, враховуючи формулу (3.95), 
 

( )( ) ( ) ( ) .x y x y x y

L L L

dW
dz udz u iu dx idy u dx u dy i u dy u dx

dz
 = = − + = + + −
       (3.96) 

Але ж, як було показано раніше, ( ) ψx y

L L

u dy u dx d Q− = =  , а 

( )x yu dx u dy+ =  , тому очевидно, що дійсна частина інтеграла дорівнює 

циркуляції швидкості по замкнутому контуру, а уявна − об’ємній витраті 

рідини через цей контур. 

Рисунок 3.22 – Спряжена   

швидкість 



Якщо комплексний потенціал помножити на уявну одиницю, то 

отримаємо нову течію, в якій потенціал швидкості дорівнюватиме функції течії 

попереднього потоку, а функція течії − потенціалу швидкості. 

Таким чином, функція комплексної змінної може широко використо-

вуватися при вивченні плоских потенціальних потоків. Причому залежно від 

постановки задачі метою може бути як визначення поля швидкостей по відомій 

функції W(z), так і визначення вигляду цієї функції за вже відомим полем 

швидкостей. 

 

3.6.4 Найпростiшi  потенцiальнi  течiї  та принцип їх суперпозиції  

Розглядаючи безвихрові потоки, слiд мати на увазi, що течiї рiдини, яка б 

точно вiдповiдала умовам потенцiальностi, в природi та технiцi не iснує. Це 

пов’язане з тим, що рух реальної (в’язкої) рiдини або в межах каналу, або при 

обтiканнi твердого тiла супроводжується нерiвномiрним розподiлом 

швидкостей. Аналiз руху рiдкої частинки i отриманi рiвняння (3.38) свiдчать, 

що за таких умов течiя може бути тiльки вихровою. Отже, вважати потiк 

потенцiальним можна лише в межах моделi iдеальної рiдини. I все ж така 

iдеалiзацiя має не тiльки теоретичне, а й практичне значення. Воно обумовлене 

тим, що у деяких випадках завихренiсть потоку настiльки невелика, що 

нехтування нею не приводить до суттєвих розбiжностей результатiв 

розрахункiв з дослiдами. Крiм того, вважаючи потiк потенцiальним, значно 

спрощуємо задачу, для якої розробленi досить ефективнi методи. 

Якщо потiк нестисливої рiдини потенцiальний, то задача опису поля 

швидкостей зводиться до визначення потенцiалу швидкостi , який би 

задовольняв рiвняння Лапласа. Для його розв’язання встановлюють граничнi 

умови. Граничною умовою на твердiй непроникнiй стiнцi є рiвність нулю 

нормальної до неї складової швидкості 
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Якщо потiк не тiльки потенцiальний, а й плоский, то, крiм потенцiалу 

швидкості, вiн має функцiю течiї, яку можна визначити з формули (3.85). 

Оскільки в ідеальній рідині ефект прилипання діяти не може, то кожна тверда 

поверхня є поверхнею течiї та тому граничною умовою для функції течії на 

твердiй стiнцi є рiвність  = const.  
Оскільки рівняння для  і  є лінійними, то можна стверджувати, що при існуванні 

двох плоских потенціальних течій з комплексними потенціалами W1(z) = 1 + i1 та W2(z) = 

2 + i2 існує і деяка третя течія, котра утворюється шляхом накладання перших двох. Для 

неї 

 

W3(z) = W1(z) + W2(z) = (1 + 2) + i(1 + 2),                     (3.98) 
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                            (3.99) 

 

З отриманого результату випливає принцип суперпозицiї (накладання) 

потенцiальних потокiв: потенцiальнi потоки нестисливої рiдини можна 

складати; потенцiал швидкостi та функцiя течiї отриманого нового потоку 

визначаються як алгебраїчнi суми потенцiалiв швидкостi та функцiй течiї 

первинних (вихiдних) потокiв, а вектори швидкостi − як геометричнi суми 

векторiв швидкостi первинних потокiв у вiдповiдних точках. 

Задача визначення нової течiї може бути розв’язана як графiчним, так i 

аналiтичним шляхом. 

 
 

 

 

Розглянемо спочатку графiчний метод. Для цього накреслимо лiнiї течії 

двох потокiв в одному масштабi (рисунок 3.23). При їх достатнiй щiльностi, 

перетинаючись, вони створюють фiгури, близькi до паралелограмiв. Вiдрiзки 

АВ i АD у деякому масштабi являють собою швидкостi течiї кожного потоку у 

точцi А, а дiагональ АС − швидкiсть підсумкового потоку. При цьому треба 

дотримуватися умови рiвності витрат мiж сусiднiми лiнiями течiї обох 

потокiв.  

Для розв’язання задачi аналiтичним шляхом повиннi бути вiдомими  i  

вихiдних потокiв. Такий приклад буде розглянуто далi. 

Застосуємо функціє комплексної змінної для розгляду деяких 

найпростіших потенціальних потоків. 

 

1. Плоскопаралельний потiк. 

Розглянемо комплексний потенціал у вигляді лінійної функції 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 ,W z az a ia x iy a x a y i a y a x= = + + = + + +             (3.100) 

де a1 і a2 − довільні сталі величини. 

З урахуванням формули (3.93) стає очевидним, що у даному випадку 

Рисунок 3.23 – Графічний метод побудови нового потоку 



 
 

1 2a x a y = + ,               (3.101) 
 

.21 xaya +=                (3.102) 
 

Тобто еквіпотенціальні лінії та 

лінії течії мають вигляд yaxa 21 + = const 

і xaya 21 + = const. Разом вони 

утворюють гідродинамічну сітку 

плоскопаралельної течії (рисунок 3.24), 

яка відбувається під кутом до осі ox  = 

arctg(uy/ux). 

Легко помітити, що при a2 = 0 W(z) = 

= a1 + ia1 і  
 

xuxa 01 == ,              (3.103) 

yuya 01 == ,                                          (3.104) 
 

тобто еквіпотенціальні лінії перпендикулярні до осі ox, а лінії течії − до осі oy. 

Течія відбуватиметься вздовж осі ox. 

 

2. Джерело і стік. 

Нехай 
( ) +== iarazazW lnln .                               (3.105) 

 

Очевидно, що для такої течії 
 

       ra ln=                                               (3.106) 
 

= a ,                                                (3.107) 
 

а еквіпотенціальні лінії та лінії течії мають вигляд constln =ra  і const=a . 

Перші − кола з центром у початку координат, другі − прямі, що проходять через 

початок координат. Якщо а  0, то rur =  0 і течія відбувається від центра, 

а якщо а  0, то rur =  0 − до центра. У першому випадку течію 

називають джерелом, у другому − стоком (рисунок 3.25).  
 

 

Рисунок 3.24 – Плоскопаралельна 

течія 

 



 
 

 

Рисунок 3.25 – Джерело 
 

За відомого поля швидкостей можна визначити витрату даної плоскої течії 
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Звідки комплексний потенціал джерела 
 

( ) ln ln
2 2 2

Q Q Q
W z z r i= = + 

  
,                         (3.109) 

а його потенціал швидкості та функція течії 
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Для стоку в правих частинах формул (3.110) і (3.111) з’являється знак мінус. 

Очевидно, що через початок координат проходить нескінченно багато 

ліній течії та  

0

r

r

u
r =

 
= =  

 
,                                            (3.112) 

тому ця точка є особливою. 

Таким чином, джерелом (стоком) називають особливу точку в просторі, 

а для плоскої задачі − на площині, з якої (в яку) рівномірно витікає (втікає) 

витрата Q. 

 

3. Плоский вихор. 

Якщо в комплексному потенціалі (3.105) величина а є мнимою, тобто 



 

( ) −== ariaziazW lnln ,                             (3.113) 
 

то  

−= a ,             (3.114) 
 

ra ln= ,           (3.115) 
 

Еквіпотенціальні лінії a−  =   

= const − прямі, що проходять через 

початок координат, а лінії течії 

constln =ra  − кола з центром у 

початку координат (рисунок 3.26). 

За визначенням циркуляції швид-

кості для довільного замкнутого 

контуру, що містить початок 

координат, 
 

1
2 2 2 .ru r a

r



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    (3.116) 

 

 

Таким чином, для плоского вихору 
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Зауважимо, що хоч в назві цієї течії вживається термін «вихор», течія не є 

вихровою, оскільки будь-яка рідка частинка не обертається навколо осі, що 

через неї проходить. 

 

4. Диполь. 

Розглянемо течію, яка утворюється внаслідок поєднання джерела, що 

знаходиться на осі ox у точці x = − m і стоку, що теж знаходиться на осі ox у 

точці  

x = m (рисунок 3.27). Нехай витрата Q цих потоків буде однаковою. 

Розглядаючи довільну точку K(x; y), можна помітити, що для джерела 

комплексна змінна дорівнюватиме (z + m), а для стоку (z −  m). 

Тоді комплексний потенціал сумарної течії 
 

     ( ) ( ) ( )ln ln
2 2

Q Q
W z z m z m= + − −

 
.                                  (3.119) 

 

Рисунок 3.26 – Плоский вихор 



Течія, що отримується внаслідок наб-

лиження джерела і стоку (2m → 0), 

називається диполем. Очевидно, що у 

граничному випадку, коли m = 0, 

комплексний потенціал диполя має бути 

тотожним нулю, тобто течії як такої не 

буде. Втім, якщо разом з наближенням 

джерела і стоку (2m → 0) так збільшувати 

витрату, щоб величина M = 2mQ = const (її 

називають моментом диполя), то 
 

( )
( ) ( )

2 0

ln ln
lim

2 2m

z m z mM
W z
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+ − −
=


.   (3.120) 

 

Знаменник дробу під знаком границі можна розглядати як приріст 

незалежної змінної, а чисельник − як відповідний приріст функції цієї змінної. 

Така границя є похідною функції. Тобто 
 

( )
z

M
z
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Для визначення вигляду потенціалу швидкості та функції течії (3.121) 

перепишемо так: 
 

( )
( )( ) 2 22 2 2 2

M Mz M x iy M x iy
W z

z zz x iy x iy x y

− −
= = = =

   + −  +
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Звідки 

2 22 2

M x M x

rx y
 = =

 +
                                   (3.123) 
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22 22
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Отже, еквіпотенціальні лінії Cxyx =+ 22  − кола з центрами на осі ox, які 

дотикаються до осі oy у центрі координат, а лінії течії Cyyx =+ 22  − кола з 

центрами на осі oy, які дотикаються у центрі координат до осі ox (рисунок 3.28). 

Початок координат при цьому є особливою точкою. 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 3.27 – Джерело і стік 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

3.6 ПОТЕНЦIАЛЬНИЙ РУХ РIДИНИ 

 

3.6.1 Потенцiал швидкостi. Рiвняння Лапласа 

Згiдно з визначенням для потенцiального (безвихрового) руху urot


= 0, 

або 


 = 0. Цю умову можна записати у виглядi 
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                                 (3.68) 

 

що рiвнозначно системi 
 

; ;
y yz x z x

u uu u u u

y z z x x y

    
= = =
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.                 (3.69) 

           

Рiвнiсть навхрест взятих похiдних є умовою того, що тричлен                                 

uxdx + uydy + uzdz  являє собою повний диференцiал деякої функцiї трьох 

змiнних, яку називають потенцiалом швидкості, 
 

           d = uxdx+uydy+uzdz.                                      (3.70) 
        

З iншого боку, повний диференцiал виражається формулою 

Рисунок 3.28 – Диполь 
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або 

                .= gradu


                                              (3.74) 

Таким чином, кожному руху рiдини, який вiдбувається без обертання рідких 

частинок, тобто є потенціальним, вiдповiдає свiй потенцiал швидкостi. Справедливе 

i зворотне твердження: якщо iснує потенцiал швидкостi, то рух потенцiальний. 

Розглянемо потенцiальний потiк i видiлимо в ньому замкнутий контур L. 

Оскiльки потiк у всiх точках безвихровий, то циркуляцiя Г = 0. Враховуючи 

формули (3.58) i (3.72), маємо 
 

( ) ,x y z A A

L L L

u dx u dy u dz dx dy dz d
x y z



   
 = + + = + + =  =  −  

   
         (3.75) 

 

де A і A’ − значення потенцiалу швидкостi у точцi А до і пiсля обходу контуру. 

Оскiльки A’ = A, то пiсля обходу контуру значення потенцiалу 

швидкостi не змiнилось. Тому якщо потiк всерединi деякої замкнутої областi 

потен-цiальний, то його потенцiал швидкостi є функцiєю однозначною. 

Якщо навiть в однiй точцi замкнутого контуру потiк вихровий, то згiдно з 

теоремою Стокса циркуляцiя не буде дорiвнювати нулю i тоді 
 

A’ = A + Г.                                                 (3.76) 
 

У цьому випадку потенцiал змiнюється пiсля кожного обходу контуру на 

величину циркуляцiї, а отже, є функцiєю багатозначною. 

Доцiльнiсть введення поняття потенцiалу швидкостi полягає у тому, що 

згiд-но з формулою (3.72) при заданому  можна визначити проекцiї швидкостi 

у будь-якій точцi рiдини, яка потенцiально рухається. У свою чергу, розрахунок 

поля швидкостей є важливою передумовою розв’язання багатьох прикладних 

задач гiдромеханiки. 

Слiд зауважити, що у разі коли неусталений рух рiдини не може бути 

приведений до усталеного введенням рухливої системи координат, то за винятком 

деяких випадкiв виразити змiну  в просторi та часi виявляється виключно складно. 

Тому подальший розгляд потенцiальних потокiв стосуватиметься лише стацiонарного 

руху. 



Для стацiонарного руху нестисливої рiдини справедливе рiвняння нероз-

ривностi у виглядi формули (3.19). З урахуванням рівнянь (3.72) воно набирає 

вигляду 
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zyx
                                       (3.77) 

 

Отриманий результат називається рiвнянням Лапласа25. Воно 

використовується для визначення потенцiалу швидкостi. Як i кожне 

диференцiйне рiвняння, рiвняння Лапласа має нескiнченну множину розв’язкiв. 

Тому для однозначного визначення  необхiдно знати граничнi умови течiї, яка 

розглядається. Пiд граничними умовами розумiють заданi значення, яких 

повинна набувати шукана функцiя в точках граничних поверхонь. Докладно 

граничнi умови будуть розглянутi далі. 

 
3.6.2 Функцiя течiї для плоского потоку. Гiдродинамiчна сiтка 

У загальному випадку рух рiдини є тривимiрним, тобто параметри потоку 

(швидкiсть, тиск тощо) залежать одразу вiд трьох координат. Але у деяких 

випадках, наприклад обтiкання потоком довгих крил або цилiндрiв (рисунок 

3.18), залежнiстю параметрiв вiд однiєї координати можна знехтувати (за 

винятком областей течiї бiля кiнцiв крила або цилiндра). 

Рух рiдини, параметри якого залежать тiльки вiд двох координат, 

називають двовимiрним, або плоским. Такий рух має двi властивостi: 

− конфiгурацiя лiнiй течiї у всiх площинах, якi перпендикулярнi до одної з 

координатних осей (на рисунку 3.18 це вiсь oz ), однакова; 

− усi лiнiї течiї є плоскими кривими, що знаходяться у цих площинах.  

З наведеного вище випливає, що проекцiї швидкостi на вiсь oz у всiх 

точках плоского потоку дорiвнюють нулю. Хоч у природi, строго кажучи, 

плоских течiй не iснує, розв’язки багатьох задач гiдромеханiки можуть бути 

отриманi шляхом розгляду саме такого руху рiдини. Вивчення плоских течiй 

суттєво по- 

легшене тим, що рівняння, якi їх 

описують, значно простiшi та, крiм того, 

достатньо отримати результати лише для 

одної площини, щоб скласти уявлення 

про весь потiк. 

Розглянувши формули (3.38), легко 

пересвiдчитись, що оскiльки uz/y = 

 = uy/z = ux/z = uz/x=0, то в 

плоскому потоці може бути тiльки один 

 
25 Лаплас П’єр Сімон (1749–1827) – французький математик і астроном, член Французької 

географічної спілки. У своїх працях розробив методи математичної фізики, які 

застосовуються і нині, систематизував математичний апарат теорії ймовірності, довів 

стійкість Сонячної системи, опублікував низку праць з теорії капілярності. 

Рисунок 3.18 – Приклад 

плоскої течії 
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http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%81%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%BC
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%BE%D0%BD%D1%8F%D1%87%D0%BD%D0%B0_%D1%81%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D0%B0%D0%BF%D1%96%D0%BB%D1%8F%D1%80%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%B5%D1%84%D0%B5%D0%BA%D1%82


компонент кутової швидкостi z. Тому 

для плоского потоку умова iснування 

потенцiалу швидкостi має вигляд 
 

y

u

x

u
xy




=




                                             (3.78) 

та 

           d = uxdx + uydy.                                  (3.79) 
 

Рiвняння нерозривностi плоского потоку нестисливої рiдини має вигляд 
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Останнє рiвняння є умовою того, що двочлен uxdy − uydx є повним 

диференцiалом деякої функцiї двох змiнних (x;y), яку називають функцiєю 

течії 
 

                             d = uxdy − uydx.                                           (3.82) 
 

З iншого боку, 

        .d dx dy
x y

 
 = +

 
                                      (3.83) 

Тому 

                     ; .x yu u
y x

 
= =

 
                                     (3.84) 

 

Отже, якщо функцiя течiї вiдома, то можна визначити компоненти 

швидкостi у будь-якiй точцi потоку. 

Пiдставляючи формулу (3.84) до виразу (3.78), маємо 
 

            ,0
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yx
                                          (3.85) 

 

тобто функцiя течiї, як i потенцiал швидкості, задовольняє рiвняння Лапласа. 

Але якщо  iснує тiльки для потенцiального потоку, то функцiя течiї цiєю 

умовою не обмежена. Це пояснюється тим, що рiвняння нерозривностi 

справедливе як для потенцiального, так i для вихрового рухiв рiдини. 

Рiвняння лiнiї течiї (3.11) для плоского потоку має вигляд 
 



                               ,
yx u

dy

u

dx
=                                                  (3.86) 

або 

                        uxdy − uydx = 0.                                           (3.87) 
 

Порiвнюючи формули (3.87) і (3.82), можемо пересвiдчитися, що вздовж 

лiнiї течiї d = 0, тобто функцiя  зберiгає вздовж будь-якої лiнiї течiї незмiнне 

значення, яке, однак, вiдмiнне для рiзних лiнiй течiї. 

Для встановлення фiзичного змiсту  проведемо двi лiнiї течiї, якi досить 

близько розташованi одна вiд одної (рисунок 3.19). Визначимо об’ємну витрату 

рiдини, що протiкає мiж ними. Для цього розкладемо швидкiсть u


 на складовi ux i 

uy. Це дозволяє представити елементарну витрату dQ = dQx+dQy, при цьому  

dQx = uxdy, dQy = − uydx. Тому 
 

dQ = uxdy − uydx = d.                                        (3.88) 

( ) ψ ψ ψ .

B B

x y B A

A A

Q u dy u dx d= = =      (3.89) 

 

З формули (3.89) видно, що рiзниця 

функцiї течiї двох сумiжних лiнiй течiї 

дорiвнює об’ємнiй витратi мiж ними. 

Для плоского потенцiального потоку 

шляхом зіставлення виразiв (3.72) i (3.84) 

можна встановити зв’язок мiж потенцiалом 

швидкостi та функцiєю течiї 
 

   ; .
x y y x

   
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             (3.90) 

 

Цi спiввiдношення називаються спiввiдношеннями Коші − Рімана26. Якщо 

їх мiж собою перемножити, то отриманий результат 
 

     
x y y x

   
=

   
                                           (3.91) 

 

свiдчить про взаємну ортогональнiсть лiнiї течiї ( = const) i еквiпо-

тенцiальних лiнiй ( = const).  

 
26 Ріман Георг Фрідріх Бернхард (1826–1866) – видатний німецький математик і фізик. У 

доповіді «Про гіпотези, що становлять основу геометрії» він визначив загальне поняття n –

вимір-ного різноманіття, чим, за словами Ейнштейна, передбачив загальну теорію 

відносності. Ріманом запропонований метод розв’язання нелінійного рівняння одновимірної 

течії стисливої рідини. На підставі вивчення рівнянь руху встановив факт існування у 

стисливих рідинах ударних хвиль. 

Рисунок 3.19 – Дві суміжні 

лінії течії 



Таким чином, плоский потенцiальний потiк нестисливої рiдини 

характеризується двома ортогональними сiм’ями кривих, якi створюють 

гiдродина-мiчну сiтку руху. На рисунку 3.20 наведений приклад 

гiдродинамiчної сiтки, яка накреслена для випадку плоского витiкання рiдини 

пiд тиском вздовж горизонтальної площини. 

Гiдродинамiчна сiтка має такі властивостi: 

− сiтка ортогональна; 

− однойменнi лiнiї не перетинаються нiде, крiм точок з нульовою або 

нескiнченною швидкiстю (для лiнiй течiї це доведено у підрозділі 3.2, а для 

еквiпотенцiальних лiнiй це справедливо, оскiльки вони ортогональнi лiнiям течiї); 

− сiтка в малому квадратична, тобто    (де  i  − прирiст 

потенцiалу швидкостi та функцiї течiї мiж двома сумiжними лiнiями).  

Наведенi властивостi дозволяють використовувати гiдродинамiчну сiтку 

для визначення параметрiв плоских потенцiальних потокiв. 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 3.20 – Гідродинамічна сітка для плоского витікання 

під тиском вздовж горизонтальної площини 

 
3.6.3 Функція комплексної змінної 

Оскільки для функцій  і  виконується умова Коші-Рімана, то вони на 

комплексній площині можуть бути представлені у вигляді залежності тільки 

одної комплексної змінної (рисунок 3.21) (не плутати з координатою декартової 

системи координат) 
 

z = x+iy = rei,                  (3.92) 
 

де r = 22 yx +  − модуль числа z; 

     tg = 
x

y
 − аргумент числа z. 

 

Цю функцію називають комплексним 

потенціалом або інколи характеристичною 

функцією течії W(z), головна властивість 

котрої полягає у тому, що її дійсна частина 

дорівнює потенціалу швидкості, а уявна − 

функції течії 

W(z) = (x; y) + i(x; y).                                         (3.93) 
 

Оскільки W(z) є аналітичною функцією від числа z, то її похідна не 

залежить від напрямку диференціювання і цілком визначається положенням 

точки, яке задане координатою z. 
 

dW
i i

dz x x y y

   
= + = − +

   
                                    (3.94) 

Рисунок 3.21 – Комплексна 

площина 



або 

x y

dW
u iu u

dz
= = .                                             (3.95) 

 

Похідна комплексного 

потенціалу є так званою спряженою 

швидкістю u , дійсна частина якої 

дорівнює проекції ux, а уявна − взятій 

зі зворотним знаком проекції uy. 

Оскільки в теорії комплексної 

змінної величини z = x + iy і z  = x − 

iy називають спряженими, то в 

комплексній площині ux, uy число u  є 

спряженим з числом u = ux + iuy, яке 

зветься комплексною швидкістю 

(рисунок 3.22). Площину ux, uy  

називають площиною годографа 

швидкості. 
 

Інтеграл по довільному замкнутому контуру L, враховуючи формулу (3.95), 
 

( )( ) ( ) ( ) .x y x y x y

L L L

dW
dz udz u iu dx idy u dx u dy i u dy u dx

dz
 = = − + = + + −
       (3.96) 

Але ж, як було показано раніше, ( ) ψx y

L L

u dy u dx d Q− = =  , а 

( )x yu dx u dy+ =  , тому очевидно, що дійсна частина інтеграла дорівнює 

циркуляції швидкості по замкнутому контуру, а уявна − об’ємній витраті 

рідини через цей контур. 

Якщо комплексний потенціал помножити на уявну одиницю, то 

отримаємо нову течію, в якій потенціал швидкості дорівнюватиме функції течії 

попереднього потоку, а функція течії − потенціалу швидкості. 

Таким чином, функція комплексної змінної може широко використо-

вуватися при вивченні плоских потенціальних потоків. Причому залежно від 

постановки задачі метою може бути як визначення поля швидкостей по відомій 

функції W(z), так і визначення вигляду цієї функції за вже відомим полем 

швидкостей. 

 

3.6.4 Найпростiшi  потенцiальнi  течiї  та принцип їх суперпозиції  

Розглядаючи безвихрові потоки, слiд мати на увазi, що течiї рiдини, яка б 

точно вiдповiдала умовам потенцiальностi, в природi та технiцi не iснує. Це 

пов’язане з тим, що рух реальної (в’язкої) рiдини або в межах каналу, або при 

обтiканнi твердого тiла супроводжується нерiвномiрним розподiлом 

Рисунок 3.22 – Спряжена 

швидкість 



швидкостей. Аналiз руху рiдкої частинки i отриманi рiвняння (3.38) свiдчать, 

що за таких умов течiя може бути тiльки вихровою. Отже, вважати потiк 

потенцiальним можна лише в межах моделi iдеальної рiдини. I все ж така 

iдеалiзацiя має не тiльки теоретичне, а й практичне значення. Воно обумовлене 

тим, що у деяких випадках завихренiсть потоку настiльки невелика, що 

нехтування нею не приводить до суттєвих розбiжностей результатiв 

розрахункiв з дослiдами. Крiм того, вважаючи потiк потенцiальним, значно 

спрощуємо задачу, для якої розробленi досить ефективнi методи. 

Якщо потiк нестисливої рiдини потенцiальний, то задача опису поля 

швидкостей зводиться до визначення потенцiалу швидкостi , який би 

задовольняв рiвняння Лапласа. Для його розв’язання встановлюють граничнi 

умови. Граничною умовою на твердiй непроникнiй стiнцi є рiвність нулю 

нормальної до неї складової швидкості 
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n                                            (3.97) 

 

Якщо потiк не тiльки потенцiальний, а й плоский, то, крiм потенцiалу 

швидкості, вiн має функцiю течiї, яку можна визначити з формули (3.85). 

Оскільки в ідеальній рідині ефект прилипання діяти не може, то кожна тверда 

поверхня є поверхнею течiї та тому граничною умовою для функції течії на 

твердiй стiнцi є рiвність  = const.  
Оскільки рівняння для  і  є лінійними, то можна стверджувати, що при існуванні 

двох плоских потенціальних течій з комплексними потенціалами W1(z) = 1 + i1 та W2(z) = 

2 + i2 існує і деяка третя течія, котра утворюється шляхом накладання перших двох. Для 

неї 

 

W3(z) = W1(z) + W2(z) = (1 + 2) + i(1 + 2),                     (3.98) 
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                            (3.99) 

 

З отриманого результату випливає принцип суперпозицiї (накладання) 

потенцiальних потокiв: потенцiальнi потоки нестисливої рiдини можна 

складати; потенцiал швидкостi та функцiя течiї отриманого нового потоку 

визначаються як алгебраїчнi суми потенцiалiв швидкостi та функцiй течiї 

первинних (вихiдних) потокiв, а вектори швидкостi − як геометричнi суми 

векторiв швидкостi первинних потокiв у вiдповiдних точках. 

Задача визначення нової течiї може бути розв’язана як графiчним, так i 

аналiтичним шляхом. 



 
 

 

 

Розглянемо спочатку графiчний метод. Для цього накреслимо лiнiї течії 

двох потокiв в одному масштабi (рисунок 3.23). При їх достатнiй щiльностi, 

перетинаючись, вони створюють фiгури, близькi до паралелограмiв. Вiдрiзки 

АВ i АD у деякому масштабi являють собою швидкостi течiї кожного потоку у 

точцi А, а дiагональ АС − швидкiсть підсумкового потоку. При цьому треба 

дотримуватися умови рiвності витрат мiж сусiднiми лiнiями течiї обох 

потокiв.  

Для розв’язання задачi аналiтичним шляхом повиннi бути вiдомими  i  

вихiдних потокiв. Такий приклад буде розглянуто далi. 

Застосуємо функціє комплексної змінної для розгляду деяких 

найпростіших потенціальних потоків. 

 

3. Плоскопаралельний потiк. 

Розглянемо комплексний потенціал у вигляді лінійної функції 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 ,W z az a ia x iy a x a y i a y a x= = + + = + + +             (3.100) 

де a1 і a2 − довільні сталі величини. 

З урахуванням формули (3.93) стає очевидним, що у даному випадку 
 

1 2a x a y = + ,               (3.101) 
 

.21 xaya +=                (3.102) 
 

Тобто еквіпотенціальні лінії та 

лінії течії мають вигляд yaxa 21 + = const 

і xaya 21 + = const. Разом вони 

утворюють гідродинамічну сітку 

плоскопаралельної течії (рисунок 3.24), 

яка відбувається під кутом до осі ox  = 

arctg(uy/ux). 

Легко помітити, що при a2 = 0 W(z) = 

= a1 + ia1 і  
 

Рисунок 3.23 – Графічний метод побудови нового потоку 

Рисунок 3.24 – Плоскопаралельна 

течія 



xuxa 01 == ,              (3.103) 

yuya 01 == ,                                          (3.104) 
 

тобто еквіпотенціальні лінії перпендикулярні до осі ox, а лінії течії − до осі oy. 

Течія відбуватиметься вздовж осі ox. 

 

4. Джерело і стік. 

Нехай 
( ) +== iarazazW lnln .                               (3.105) 

 

Очевидно, що для такої течії 
 

       ra ln=                                               (3.106) 
 

= a ,                                                (3.107) 
 

а еквіпотенціальні лінії та лінії течії мають вигляд constln =ra  і const=a . 

Перші − кола з центром у початку координат, другі − прямі, що проходять через 

початок координат. Якщо а  0, то rur =  0 і течія відбувається від центра, 

а якщо а  0, то rur =  0 − до центра. У першому випадку течію 

називають джерелом, у другому − стоком (рисунок 3.25).  
 

 

 
 

 

Рисунок 3.25 – Джерело 
 

За відомого поля швидкостей можна визначити витрату даної плоскої течії 
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Звідки комплексний потенціал джерела 
 

 



( ) ln ln
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Q Q Q
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,                         (3.109) 

а його потенціал швидкості та функція течії 
 

22ln
2

ln
2

yx
Q

r
Q

+


=


= ,                          (3.110) 

 

x

yQQ
arctg

22 
=


= .                                     (3.111) 

 

Для стоку в правих частинах формул (3.110) і (3.111) з’являється знак мінус. 

Очевидно, що через початок координат проходить нескінченно багато 

ліній течії та  

0

r

r

u
r =

 
= =  

 
,                                            (3.112) 

тому ця точка є особливою. 

Таким чином, джерелом (стоком) називають особливу точку в просторі, 

а для плоскої задачі − на площині, з якої (в яку) рівномірно витікає (втікає) 

витрата Q. 

 

3. Плоский вихор. 

Якщо в комплексному потенціалі (3.105) величина а є мнимою, тобто 
 

( ) −== ariaziazW lnln ,                             (3.113) 
 

то  

−= a ,             (3.114) 
 

ra ln= ,           (3.115) 
 

Еквіпотенціальні лінії a−  =   

= const − прямі, що проходять через 

початок координат, а лінії течії 

constln =ra  − кола з центром у 

початку координат (рисунок 3.26). 

За визначенням циркуляції швид-

кості для довільного замкнутого 

контуру, що містить початок 

координат, 
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    (3.116) 

 

 

Таким чином, для плоского вихору 
 

Рисунок 3.26 – Плоский вихор 
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Зауважимо, що хоч в назві цієї течії вживається термін «вихор», течія не є 

вихровою, оскільки будь-яка рідка частинка не обертається навколо осі, що 

через неї проходить. 

 

4. Диполь. 

Розглянемо течію, яка утворюється внаслідок поєднання джерела, що 

знаходиться на осі ox у точці x = − m і стоку, що теж знаходиться на осі ox у 

точці  

x = m (рисунок 3.27). Нехай витрата Q цих потоків буде однаковою. 

Розглядаючи довільну точку K(x; y), можна помітити, що для джерела 

комплексна змінна дорівнюватиме (z + m), а для стоку (z −  m). 

Тоді комплексний потенціал сумарної течії 
 

     ( ) ( ) ( )ln ln
2 2

Q Q
W z z m z m= + − −

 
.                                  (3.119) 

 

Течія, що отримується внаслідок наб-

лиження джерела і стоку (2m → 0), 

називається диполем. Очевидно, що у 

граничному випадку, коли m = 0, 

комплексний потенціал диполя має бути 

тотожним нулю, тобто течії як такої не 

буде. Втім, якщо разом з наближенням 

джерела і стоку (2m → 0) так збільшувати 

витрату, щоб величина M = 2mQ = const (її 

називають моментом диполя), то 
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Знаменник дробу під знаком границі можна розглядати як приріст 

незалежної змінної, а чисельник − як відповідний приріст функції цієї змінної. 

Така границя є похідною функції. Тобто 
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Для визначення вигляду потенціалу швидкості та функції течії (3.121) 

перепишемо так: 
 

Рисунок 3.27 – Джерело і стік 
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Звідки 
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Отже, еквіпотенціальні лінії Cxyx =+ 22  − кола з центрами на осі ox, які 

дотикаються до осі oy у центрі координат, а лінії течії Cyyx =+ 22  − кола з 

центрами на осі oy, які дотикаються у центрі координат до осі ox (рисунок 3.28). 

Початок координат при цьому є особливою точкою. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

3.7 ПРИКЛАДИ ЗАДАЧ ДО РОЗДІЛУ 3 

 
1. Доведіть, що плоский вихор є течією потенціальною. 
 

Оскільки течія плоска, то 0=zu  і 0x yu z u z  =   = . Тому 
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Третя проекція кутової швидкості 
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Рисунок 3.28 – Диполь 



а оскільки результат не залежить від послідовності диференціювання, то z = 0.  

Отже, дана течія дійсно є потенціальною. 

2. На площині, де відбувається течія з комплексним потенціалом ( ) += iarazW ln    

(a − дійсна стала позитивна величина), порівняти витрати через відрізки AB і CD, якщо 

A(1;2), B (2;1), C (2;4) і D(4;2). 

Якщо a − дійсна стала позитивна величина, 

то заданий комплексний потенціал відповідає 

джерелу (3.105) (рисунок 3.29). 

Згідно з формулою (3.89) та з урахуванням 

формули (3.107) витрати через відрізок AB 
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а через відрізок CD 
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Звідки QAB = QCD, тобто витрати через задані відрізки однакові. Такого висновку 

можна дійти, звернувши увагу на те, що точки A і C та B і D належать до одних і тих самих 

ліній течії. 

 

3. Визначити вид течії, компоненти швидкості якої задані рівняннями 3r
axux = , 

3r

ay
uy = , 3r

azuz = (а − довільна стала величина). 

 

Для умов задачі дифрівняння лінії течії (3.11) записується у вигляді 

 
3 3 3r dx r dy r dz

a x a y a z
= = ,  

або 
 

  .
dx dy dz

x y z
= =  

Після інтегрування 
 

yCzzCxxCy 321 ,, === . 
 

Отже, лінії течії − прямі, що проходять у просторі та перетинаються у одній 

(особливій) точці − початку координат. При а  0 проекції швидкості позитивні (течія 

відбувається від початку координат у простір), що відповідає джерелу у просторі, при а  0 

проекції швидкості від’ємні, що відповідає стоку в просторі. 

 

Рисунок 3.29 – До задачі 

2 



4. Визначити вид плоскої потенціальної течії, що відбувається в першій чверті 

координат (x  0, y  0), та місце розташування точок, де yx uu = , якщо ця течія задана 

комплексним потенціалом ( ) 2azzW =  (a − дійсна стала позитивна величина). 

Комплексний потенціал 
 

( ) ( ) ( )22 2 2 2W z az a x iy a x y i axy= = + = − + . 

 

Звідки потенціал швидкості 
 

( )2 2a x y = − , 

і функція течії 

2axy = . 
 

Лінії течії 2axy = const, або 
x

C

ax

C
y 21

2
==  − гіперболи. 

Еквіпотенціальні лінії ( )2 2a x y−  = const, або 
2 23

4

C
y x x C

a
= − + = − − параболи. 

Оскільки при x → 0 або y → 0 лінії течії асимптотично наближаються до осей 

координат, то можна дійти висновку, що дана течія відповідає обтіканню ідеальною рідиною 

прямого кута (рисунок 3.30). 

Проекція швидкості 
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у першій чверті є позитивною величиною, а 
 

( )2 2

2y

x y
u a ay

y y

 −
= = = −
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є від’ємною величиною. 

З останніх формул випливає, що місцем 

розташування точок, де yx uu = , є бісектриса кута     

x = y. 

 

Рисунок 3.30 – До задачі 4 



4 ОСНОВИ ГIДРОДИНАМIКИ 
 

Гiдродинамiка − роздiл гiдромеханiки, у якому встановлюються залеж-

ності між кінематичними та динамічними характеристиками потока, тобто 

вивчаються як власне рух рiдини, так i причини, котрi до нього приводять. 

Зрозумiло, що рiдина може рухатися тiльки пiд дiєю деяких сил. Враховуючи, 

що сила може розглядатися як добуток тиску на площу, логічно вважати 

причиною руху рiдини рiзницю (перепад) тиску. Таким чином, для розрахунку 

течiй необхiдно мати рiвняння, якi пов’язують тиск у точцi зi швидкiстю рiдкої 

частинки. 

 

4.1 ГIДРОДИНАМIКА IДЕАЛЬНОЇ РIДИНИ 

  

Модель iдеальної рiдини передбачає вiдсутнiсть в’язкостi та як наслідок − 

вiдсутнiсть дотичних напружень. При цьому взаємодiя мiж шарами рiдини 

зводиться лише до дiї нормальних поверхневих сил. 

 

           4.1.1 Система диференцiальних рiвнянь руху iдеальної рiдини. 

           Перетворення Громеки-Лемба 

Систему диференцiальних рiвнянь руху iдеальної рiдини можна отримати, 

скориставшись рівняннями руху рідини у напруженнях (2.15). Для цього достат-

ньо пригадати, що в ідеальній рідині дотичні напруження не виникають (xy = 

= yx = zx = xz = zy = yz = 0) і тому справедлива рівність (2.7). Таким чином, 

система (2.15) для течії ідеальної рідини набирає вигляду 
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                                              (4.1) 

 

у проекцiях на осi координат і  
 

          
1

F gradP a − =


                                              (4.2) 

 

у векторній формі. 

Цi рiвняння вперше були отриманi Леонардом Ейлером, i тому їх 

називають диференцiальними рiвняннями Ейлера для течiї iдеальної рiдини. З 

урахуванням рівняння (3.5) система (4.1) має вигляд 
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.                             (4.3) 

 

Отриманi у такому виглядi диференцiальнi рiвняння започаткували 

практичне вивчення руху рiдини. Оскiльки для визначення чотирьох невiдомих  

ux, uy, uz i P трьох рiвнянь недостатньо, то для нестисливої рiдини додають 

рiвняння нерозривностi, а для стисливих − ще й вiдповiднi термодинамiчнi 

спiввiдношення, які дозволяють визначити густину. Однак, пряме iнтегрування 

системи (4.3) можливе лише для деяких найпростiших течiй. 

Система дифрiвнянь Ейлера справедлива як для потенцiального, так i для 

вихрового рухiв рiдини. Однак у виглядi (4.2) або (4.3) вона не містить 

складових, якi б явно вказували на непотенцiальнiсть течiї. Тому доцiльно 

провести перетворення, котрi дозволили б ввести компоненти вихору. 

Розглянемо перше рiвняння системи (4.3). Додамо i вiднiмемо вiд його 

правої частини  
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u
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u
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
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Завдяки цьому вона набирає вигляду 
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Сума в перших дужках 
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Згiдно з формулами (3.38) 
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Таким чином,  проекцiя прискорення 
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Дiючи аналогiчно, можна отримати вiдповiдного вигляду вирази для ay i 

az. Пiдстановка їх до системи (4.3) дає систему дифрiвнянь руху iдеальної 

рiдини Ейлера у формi Громеки27-Лемба28 
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у проекцiях на осi координат і  
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у векторнiй формi. 

 

4.1.2 Iнтеграл рiвняння Ейлера. Рiвняння Бернуллi для елементарної 

струминки iдеальної рiдини i його тлумачення 

Перепишемо систему (4.8) для усталеної течiї (ux/t = uy/t = uz/t = 0) з 

урахуванням того, що масовi сили мають потенцiал (справедливi рiвняння 

(2.24), у виглядi 
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Помножимо перше рiвняння на dx, друге на dy, третє на dz i, склавши їх, 

для нестисливої рідини дістанемо 
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27 Громека Іпполіт Степанович (1851–1889) – російський вчений-механік, професор 

Казанського університету, один з авторів рівняння течії ідеальної рідини.  
28 Лемб Горацій (1849–1934) – англійський математик і гідродинамік, член Лондонської 

королівської спілки, один з авторів рівняння течії ідеальної рідини. Дав опис хвилям, що 

поширюються у тонкому шарі твердого тіла. Тепер ці хвилі називають хвилями Лемба. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%BE%D0%BB%D0%BD%D1%8B_%D0%9B%D1%8D%D0%BC%D0%B1%D0%B0


Праву частину цього рiвняння можна представити у формi визначника 
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P u
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                               (4.12) 

 

Якщо визначник дорiвнює нулю, то для нестисливої рiдини рівняння 

(4.12) легко про інтегрувати 
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.
2

P u
C+ −  =


                                                (4.13) 

 

Отриманий результат називають iнтегралом Бернуллi29. Вiн поширюється 

на усi види течiй, для яких справедлива умова рiвності нулю правої частини 

рівняння (4.12). 

Вiдомо, що визначник дорiвнює нулю, коли дорiвнює нулю один з його 

рядків або елементи одного рядка пропорцiйнi елементам iншого. Розглянемо 

можливi випадки i встановимо їх гiдродинамiчний змiст, пам’ятаючи, що вони 

справедливі для усталеного руху нестисливої рідини. 

1. ux = uy = uz = 0, тобто рiдина не рухається. У цьому випадку iнтеграл 

(4.13) набирає вигляду 
 

,
P

C− + =


 

 

що цiлком збігається із загальним iнтегралом рiвняння Ейлера для гiдростатики 

(2.29). Таким чином, iнтеграл Бернуллi справедливий для нерухомої рiдини, а 

стала C є незмiнною для усього об’єму. 

2. dx = dy = dz = 0, що означає вiдсутнiсть перемiщення точки. Отже, 

сума величин, якi входять до рівняння (4.13), для даної точки при усталеній 

течії незмiнна. 

3. Умова x = y = z = 0 вiдповiдає умові потенцiальної течiї. Iнтеграл 

(4.13) при цьому називають iнтегралом Бернуллi для потенцiального потоку, а 

стала C буде одною i тією самою для усього потоку. 

Певний інтерес становить бiльш загальний випадок потенцiального 

неусталеного руху. Оскiльки 


= 0, то, як вiдомо з попереднього розділу, iснує 

потенцiал швидкостi , для котрого справедливi рiвняння (3.74). 

 
29 Бернуллі Даніель (1700–1782) – видатний швейцарський математик, фізик, член 

Петербурзької, Болонської, Берлінської та Паризької академій наук, член Лондонської 

королівської спілки. Автор важливих праць у галузі математичної фізики та теорії 

диференціальних рівнянь. Він перший виступив з твердженням, що причиною тиску газу є 

тепловий рух молекул. У своїй класичній праці «Гідродинаміка» він вивів рівняння 

стаціонарної течії нестисливої рідини, яке лежить в основі динаміки рідин і газів та носить 

його ім’я. Дав одне з перших формулювань закону збереження енергії. 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%86%D1%83%D0%B7%D1%8C%D0%BA%D0%B0_%D0%B0%D0%BA%D0%B0%D0%B4%D0%B5%D0%BC%D1%96%D1%8F_%D0%BD%D0%B0%D1%83%D0%BA
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%BE%D0%BD%D0%B4%D0%BE%D0%BD%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B5_%D0%BA%D0%BE%D1%80%D0%BE%D0%BB%D1%96%D0%B2%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B5_%D1%82%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D1%80%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%BE
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%BE%D0%BD%D0%B4%D0%BE%D0%BD%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B5_%D0%BA%D0%BE%D1%80%D0%BE%D0%BB%D1%96%D0%B2%D1%81%D1%8C%D0%BA%D0%B5_%D1%82%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D1%80%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%BE


Оскiльки для неусталеного руху  є функцiєю не тiльки координат, а i 

часу t, який розглядаємо як параметр, то  
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З цього випливає, що вираз у дужках не залежить вiд координат, а 

залежить тiльки вiд часу. Тому інтегрування рівняння (4.14) 
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u P
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t
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,                                  (4.15) 

 

де f (t) − довiльна функцiя часу. 

Спiввiдношення (4.15) називають iнтегралом Лагранжа для 

неусталеного потенцiального руху iдеальної рiдини. 

4. dx/x = dy/y = dz/z повнiстю збігається з диференцiальним рiвнянням 

вихрової лiнiї (3.44). Тому величина C буде незмiнною для даної вихрової лінії 

(хоч для рiзних вихрових лiнiй вона може бути рiзною). 

5. Рiвність x/ux = y/uy = z/uz є умовою так званого гвинтового руху 

рiдини, коли вектори поступальної та кутової швидкостей збігаються (лiнiї течiї 

збігаються з вихровими лiнiями). Подiбнi потоки можуть виникати, наприклад, 

при обтiканнi крила, але все ж таки у природi та технiцi вони вважаються 

досить рiдкiсними. 

6. Вираз dx/ux = dy/uy = dz/uz є диференцiальним рiвнянням лiнiї течiї 

(3.11). Отже, стала C є незмiнною для даної лiнiї течiї (хоч для рiзних лiнiй течiї 

одного потоку вона може бути рiзною). Рiвняння (4.13) називають iнтегралом 

Бернуллi для лiнiї течiї. Вiн справедливий як для потенцiального, так i 

вихрового рухів нестисливої рiдини. 

Цей випадок є виключно важливим для усiєї гiдромеханiки, тому 

розглянемо його бiльш докладно. 

Перш нiж провести аналiз фiзичного змiсту отриманого спiввiд-

ношення, згадаємо, що пiд час введення поняття про елементарну 

струминку одною з її властивостей називався рiвномiрний розподiл 

швидкостей в межах будь-якого поперечного перерiзу. Це означає, що 

рiвняння (4.13) справедливе для будь-якої точки, яка проходить всерединi 

струминки. Тому це рiвняння можна назвати рiвнянням Бернуллi для 

елементарної струминки iдеальної рiдини. Якщо течiя вiдбувається тiлькi у 

полi сил земного тяжiння, то, як було показано ранiше, Ф = − gz. Отже, 

рівняння (4.13) набирає вигляду 
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а для двох довiльних перерiзiв елементарної струминки ідеальної рідини 
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Встановимо фiзичний змiст величин, якi входять до рiвняння Бернуллi. 

Розглянемо складову u2/2. Вона виражається у м2/с2. Помножимо чисельник i 

знаменник на кг 

м2/с2 = (м2 кг)/(с2 кг) = (Н м)/кг = Дж/кг . 
 

Отже, ця складова виражає енергiю, вiднесену до одиницi маси, тобто 

питому енергiю. Оскiльки кожне правильне фiзичне спiввiдношення є 

розмiрнооднорідним (всi його члени виражаються в однакових одиницях), то 

зрозумiло, що i першi двi складовi також виражають питому енергiю. Це 

дозволяє надати рiвнянню Бернуллi енергетичного змiсту. 

Перша складова характеризує питому енергiю положення. Дiйсно, якщо 

рiдка частинка масою dm розташована на висотi z вiдносно деякої площини та 

знаходиться пiд дiєю сил тяжiння, то її потенцiальна енергiя вiдносно цiєї 

площини дорiвнює dmgz. Роздiливши на dm, отримуємо питому енергiю 

положення gz. 

Друга складова є питомою енер-

гiєю тиску. Щоб це довести, 

розглянемо резервуар з рідиною 

(рисунок 4.1), на вільній поверхні якої 

підтримується атмосферний тиск (Pн = 

0 i hн = 0). Створення надлишкового 

тиску Pн приведе до пiдняття рiдини у 

дифманометрi на висоту hн = Pн/g. 

Робота сил тяжiння при перемiщеннi 

об’єму dV дорiвнює Aт = − gdVhн. 

Саме настiльки пiдвищиться 

потенцiальна енергiя рiдини. 

Потенцiальна енергiя одиницi маси 
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Таким чином, одиниця маси рiдини, що знаходиться пiд тиском Pн, має 

потенцiальну енергiю тиску Pн/. 

I нарештi, третя складова u2/2 характеризує питому кiнетичну енергiю 

рiдини. Що це дiйсно так, легко пересвiдчитись, якщо згадати, що кiнетична 

енергiя фiзичного тiла (у т. ч. i рiдкого) дорiвнює половинi добутку маси на 

квадрат швидкостi. 

Отже, згiдно з рівнянням (4.16) або (4.17) повна питома енергiя в будь-

якому перерiзi елементарної струминки iдеальної рiдини є незмiнною. Тому 

рiвняння Бернуллi можна вважати законом збереження енергiї для рiдини у 

Рисунок 4.1 – До з’ясування  

фізичного змісту  

рівняння Бернуллі 



найпростiшiй формi − формi збереження механiчної енергiї: вздовж 

елементарної струминки iдеальної рiдини сума потенцiальної та кiнетичної 

енергiй є величиною незмiнною. 

Роздiливши обидвi частини рівняння (4.17) на прискорення вiльного 

падiння g, отримаємо рiвняння Бернуллi у формi напорiв 
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Кожний його член має 

розмiрнiсть довжини i являє собою 

напiр: z − геометричний; P/g − 

п’єзометричний; u2/2g − швидкiсний. 

Сума перших двох доданкiв 

називається гiдростатичним 

напором. Таким чином, рiвняння 

Бернуллi має геометричне 

тлумачення: вздовж елементарної 

струминки iдеальної рiдини сума 

трьох висот − геометричної z, 

п'єзометричної P/g i швид-кiсної  

u2/2g − є величиною незмiнною. На 

рисунку 4.2  0 - 0  − площина (лiнiя) 

вiдлiку;  P - P  − п’єзо-метрична  

лiнiя;  N - N  −  напірна   лінiя,   або 

лiнiя повного напору. П’єзометрична лiнiя вiдображає змiну гiдро-статичного 

напору вздовж струминки i таким чином характеризує змiну питомої 

потенцiальної енергiї. Змiна цiєї енергiї, вiднесена до одиницi довжини 

струминки, − п’єзометричний ухил 
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де dl – довжина елементарної дiлянки струминки. 

Середнє значення п’єзометричного ухилу на дiлянцi мiж перерiзами 1−1 i 

2−2 з довжиною l визначається 
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П’єзометричний ухил вважається позитивним, якщо вздовж потоку 

рiдини гiдростатичний напiр знижується. 

Рисунок 4.2 – Напірна і 

п’єзометрична лінії вздовж 

елементарної  

струминки ідеальної рідини 



4.2 ГIДРОДИНАМIКА В’ЯЗКОЇ РIДИНИ 

 

4.2.1 Модель в’язкої рiдини 

Перш нiж безпосередньо розглядати рух в’язкої рiдини, усвiдомимо тер-

мiнологiю, тобто зміст, який вкладають в поняття «в’язка рідина». З мате-

матичних позицiй, це означає встановлення функцiональних залежностей для 

напружень, що є дуже важливим, оскiльки під час руху в’язкої рідини, окрiм 

нормальних, дiють i дотичнi напруження. 

Пiд в’язкою рiдиною надалi будемо розумiти рiдину, яка задовольняє три 

гiпотези: лiнiйностi, однорiдностi та iзотропностi. 

Гiпотеза лiнiйностi передбачає лiнiйну залежнiсть мiж швидкостями 

вiдносних деформацiй i напруженнями. Застосувавши формулу Ньютона (1.22) 

до рiдини, яка рухається паралельно площинi xoy (рисунок 4.3), можемо 

записати 
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z

ux
zx




=                      (4.22) 

 

Перший iндекс вказує на вiсь, яка 

перпендикулярна до площадки дiї 

дотичного напруження; другий − вiсь, на 

яку спроектоване це напруження.  

У підрозділі 3.4 було показано, що 

швидкiсть кутової деформацiї вiдносно осi oy  
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Оскiльки рух вiдбувається у площинi, яка перпендикулярна до осi oz, то      

uz = 0 i  
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=                                                (4.24) 

 

Пiсля пiдстановки рівняння (4.24) до (4.22) для zx, а за аналогією і для 

двох інших проекцій дістаємо 
 

                       zx = 2y,    xy = 2z,    zy = 2x.                          (4.25) 
 

Отже, дотичнi напруження пов’язанi зі швидкостями кутової деформацiї 

лiнiйно, а коефiцiєнт пропорцiйностi дорiвнює 2. 

Гiпотеза однорiдностi передбачає, що гiпотеза лiнiйностi справедлива 

для усiх точок рiдини. 

В’язка рiдина вважається iзотропною, якщо властивостi рiдини в будь-

якому напрямі у точцi, що розглядається, однаковi. 

Важливо звернути увагу на таку обставину. Наявнiсть в’язкостi 

приводить не тiльки до виникнення дотичних напружень, але й до змiн 

Рисунок 4.3 – До пояснення 

гіпотези лінійності 



нормальних напружень порiвняно з iдеальною рiдиною. Тобто на вiдмiну вiд 

рівняння (2.7), записаного для стану спокою, коли в’язкiсть не виявляється, під 

час руху в’язкої рiдини 
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Таким чином, просте уявлення про тиск, який дiє однаково в усiх 

напрямах, стає неприйнятним для руху в’язкої рiдини. Але завжди зручно 

оперувати деякою скалярною величиною, яка характеризувала б тиск у точцi. 

Як таку величину використовують середнє арифметичне нормальних 

напружень зi знаком мінус  
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Як вiдомо, для нестисливої рiдини udiv


 = 0. Тому 
 

( )zzyyxx PPPP ++=
3

1
.                                        (4.28) 

 

Величина P у данiй точцi рiдини має одне й те саме значення для будь-

яких трьох взаємно ортогональних площадок, що проходять через неї, тобто не 

залежить вiд орiєнтацiї цих площадок. 

Залежнiсть (4.28) є гіпотезою і точно ніким не доведена. Але вона 

непрямо пiдтверджується практикою сучасної гiдромеханiки, оскiльки поки що 

немає фактiв, котрi спростовували б цю гiпотезу. 

 

4.2.2 Диференціальні рiвняння Нав’є-Стокса 

Отримане раніше рівняння руху ідеальної рідини Ейлера (4.3) не може 

використовуватися для аналізу течії реальної (в’язкої) рідини, оскільки 

нехтування в’язкістю практично завжди призводить до кількісних, а часто і 

якісних помилок. Рівняння руху в’язкої рідини можна отримати з рівнянь руху 

в напруженнях. Для цього розглянемо, скажімо, перше рівняння системи (2.15) 
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Використавши рівняння (4.26) і (4.27), виконаємо таку дію: 
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  
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 (4.29) 

Звідки, враховуючи рівність (4.28), 
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Тоді 
2
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2
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Дотичні напруження з урахуванням формул (4.25), (3.35) і (3.37) 
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Склавши рівняння (4.31), (4.33) і (4.34), маємо 
 

22 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2
2

3

2

3

1

3

yx x x z

yx z x x x

x x x

uP u u u u
divu

x x y x z xx y z

uP u u u u u
divu

x x x x y z x y z

P u u u
divu

x x x y z

        
− +  −  +  + +  + =             

          
− −  +  + + +  + + =  

           

    
− +  +  + +

    
.





      (4.35) 

 

Тобто, перше рівняння системи (2.15) набуває вигляду 
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Зважаючи, що / =  для рівняння (4.36), а за анологією і для двох інших 

проекцій системи (2.15) маємо 
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Для нестисливої рідини divu


= 0 і рівняння системи (4.37) скорочується до 

вигляду 
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Отримана система диференціальних рівня описує течію в’язкої рідини. Її 

називають системою дифрівнянь Нав’є30-Стокса. У розгорнутому вигляді вона 

записується так: 
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у стислому  
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а у векторнiй формi 
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Рівняння Нав’є-Стокса можна розглядати як форму запису другого закона 

Ньютона стосовно рідкого середовища. Дійсно, права частина рівняння (4.41) є 

 
30 Нав'є Клод Луї Марі Анрі (1785–1836) – французький механік та інженер, автор важливих 

наукових праць з будівельної механіки, опору матеріалів, теорії пружності, гідромеханіки, 

зокрема вивів рівняння течії в’язкої рідини.  



віднесеною до одиниці маси силою інерції, а ліва − сумою питомих масових 

сил, сил тиску і сил в’язкого тертя. 

Мета гiдродинамiчного розрахунку − визначення полiв швидкостей i 

тиску. Принципово це можливо, якщо систему (4.38) доповнити дифрiвняннями 

нерозривностi (3.19), оскiльки при цьому чотирьом змiнним (ux, uy, uz, P) 

вiдповiдають чотири рiвняння. Густину i в’язкiсть вважають вiдомими, а 

проекцiї X, Y i Z задають умовами конкретної задачi. 

Оскiльки загальнi розв’язання дифрiвнянь у часткових похiдних мiстять 

довiльнi функцiї, то для отримання конкретних результатiв слiд їх визначити 

шляхом задання початкових i граничних умов. 

Початковi умови задають у виглядi розподiлу швидкостей у всьому 

об’ємi рiдини в момент часу t0, тобто у виглядi функцiй ux = f1(x;y;z;t0), uy =        

= f2(x;y;z;t0), uz = f3(x;y;z;t0). Їх задають тiльки у випадку неусталеного руху 

(коли локальне прискорення не дорiвнює нулю). 

Граничнi умови як з математичної, так i фiзичної точки зору мають дуже 

важливе значення. Ранiше зазначалося, що для iдеальної рiдини граничною 

умовою є непроникнiсть стiнки − нормальна складова на твердiй поверхнi un
ст= 

= 0. Оскiльки для в’язкої рiдини справедливий ефект прилипання, то при 

обтiканнi твердого тiла в’язкою рiдиною i дотична складова на поверхнi 

дорiвнює нулю. Отже, рiзниця мiж рухом iдеальної та в’язкої рiдини визна-

чається не тiльки рiзницею самих рiвнянь, а й граничними умовами. 

Граничні умови на твердiй поверхнi залежать ще й вiд того, рухається 

тiло в нерухомiй рiдинi чи нерухоме тiло обтiкається потоком. У першому 

випадку швидкостi рiдини на поверхнi дорiвнюють швидкостi тiла, а в другому 

− нулю. 

Границею течiї краплинної рiдини може бути вiльна поверхня, у всiх 

точках котрої тиск однаковий i дорівнює зовнiшньому. Цю обставину також 

можна розглядати як одну з граничних умов. 

На завершення зауважимо, що з математичних позицiй система Нав’є-

Стокса належить до класу нелiнiйних дифрiвнянь в часткових похiдних другого 

порядку. Таким чином, задача гiдромеханiки зводиться до математичної. Оскiльки 

математична теорiя таких систем поки розроблена недостатньо, то до цього часу 

не вдалося отримати жодного загального розв’язання. Вiдомi лише окремi 

розв’язання для досить простих граничних умов, котрі розглядатимуться далі. 

 

4.3 ПРИКЛАДИ ЗАДАЧ ДО РОЗДІЛУ 4 

 
1. Визначіть місцеву швидкість повітря (п = 1,2 кг/м3) за показанням U-подібного 

водяного дифманометра (в = 1000 кг/м3), h = 15 мм вод. ст., котрий підключений до 

швидкісної трубки (трубки Піто-Прандтля). 

Швидкісна трубка призначена для вимірювання місцевих швидкостей потока газа або 

краплинної рідини. Схематично вона зображена на рисунку 4.4. Її принцип дії полягає у 

такому. Трубку розміщують у тій точці потока, де слід визначити місцеву швидкість, 

носиком  N строго назустріч потоку. Оскільки безпосередньо перед динамічним отвором  D і  

 



в самому отворі рідина не рухається, то в 

ньому встановлюється деякий тиск P 

(тиск гальмування), котрий подається на 

один з боків дифманометра. Розміри 

динамічного отвора невеликі, тому для 

двох перерізів, один з яких проходить 

через край динамічного отвору, а другий 

− через елементарну струминку, що є 

співвісною отвору і знаходиться на 

певній відстані від носика трубки, можна 

скористатися рівнянням Бернуллі для 

елементарної струминки ідеальної рідини 

(4.19). Для даного випадку воно приймає 

вигляд 
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де P і u  − тиск і швидкість набігаючого потока на певній відстані від трубки; (z1 = z2  − 

потік вважається горизонтальним). 

Щілина S розташована врівень до стінки носика трубки. У цьому випадку тиск у 

щілині дорівнює тиску в незбуреному трубкою потоці P (щілину називають статичним  

отвором, а тиск у ній − статичним тиском). 

Таким чином, з динамічного отвору на дифманометр подається тиск P, а зі 

статичного отвору − P. Отже, перепад на дифманометрі h відповідає швидкісному 

напорові 
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Слід зауважити, що хоч швидкісну трубку виготовляють невеликих розмірів з добре 

обтічним носиком, вона все ж трохи захаращує потік і вносить у нього деяке збурення. Тому 

розраховане значення місцевої швидкості слід помножити на так званий калібровчий 

коефіцієнт, величина котрого визначається дослідним шляхом і близька до одиниці. 

2. Нестислива рідина під дією сталого перепаду тиску P, що створений на ділянці 

довжиною l, усталено тече між двома горизонтальними нерухомими пластинами, відстань 

між якими h. Ширина каналу настільки велика відносно до h, що впливом бокових стінок на 

потік можна нехтувати. Нехтуючи також дією масових сил і вважаючи, що лінії течії – 

горизонтальні прямі, визначити вигляд епюри швидкості. 

Спрямуємо вісь ox вздовж ліній течії, а інші осі – як це показано на рисунку 4.5. Для 

таких умов проекції uy = uz = 0, 0)( = yuu xy , 0)( = zuu xz  і 022 = zux . З рівняння 

нерозривності (3.19) випливає, що 0= xux , а тому і 022 = xux . 

Ясно, що локальні складові прискорення та всі нелінійні члени другого і третього 

рівнянь системи Нав’є-Стокса (4.37) також дорівнюють нулю. Крім того, з умови задачі X = 

Y = Z = 0. Отже, система (4.37) спрощується до вигляду 

Рисунок 4.4 – До задачі 1 
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Оскільки ux і P залежать від різних 

координат, то від часткових похідних можна 

перейти до повних 
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xP   характеризує зміну тиску вздовж 

потоку. Тому для даної задачі можна прийняти 

xP   = – lP  (знак мінус – оскільки вздовж осі 

ox тиск зменшується). Розділивши змінні та 

проінтегрувавши останне рівняння, отримуємо 
 

2
1 2

1

2
x

P
u y C y C

l


= − + +


. 

 

Для визначення сталих інтегрування задамося такими граничними умовами: при  y = 0 

ux = 0 (оскільки для в’язкої рідини діє ефект прилипання), тому С2 = 0, при y = h також ux = 0, 

тому 
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Таким чином, 
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Отже, епюра швидкості є квадратичною параболою. 

Зауважимо, що отриманий закон розподілу швидкостей при усталеній течії 

нестисливої рідини між двома нерухомими плоскими поверхнями справедливий тільки для 

так званого ламінарного режиму течії, оскільки для іншого режиму (турбулентного) система 

дифрівнянь Нав’є-Стокса використовуватися не може. Причина цього, як і самі режими течії, 

буде розглянута далі. 

Рисунок 4.5 – До задачі 2 



5 ОСНОВИ ТЕОРIЇ ПОДIБНОСТI 
 

Кiнцевою метою кожного наукового дослiдження є побудова матема-

тичної моделi, яка з тим чи iншим ступенем наближення описує 

дослiджуваний об’єкт або процес. Ступiнь наближення залежить вiд того, 

наскiльки повно врахованi усi властивостi та взаємозв’язки предмета 

вивчення. Очевидно, що чим бiльш повно врахованi всi цi фактори, тим 

складнiшою буде модель i тим важчою буде задача отримання на її основi 

конкретних прикладних результатiв. Так, наприклад, система дифрiвнянь 

Ейлера для гiдродинамiки є математичною моделлю руху iдеальної рiдини. 

Для бiльшостi випадкiв течiї реальних (в’язких) рiдин вона дає неадекватнi 

результати. Тому для аналізу течії реальних рідин виникла очевидна потреба 

врахувати в’язкість, що привело до системи дифрiвнянь Нав’є-Стокса, яка 

принципово описує будь-які випадки течiї в’язкої рiдини. Але, як зазначалося 

раніше, складнiсть iнтегрування системи не дозволяє для переважної 

бiльшостi iнженерних задач отримати конкретнi результати. 

Таким чином, прикладна гiдромеханiка, незважаючи на високий рiвень 

розвитку сучасної гiдродинамiчної теорiї, лишається значною мірою експе-

риментальною наукою. При цьому головну роль вiдiграє фiзичне моделювання, 

або експеримент на фiзичнiй моделi, пiд якою розумiють зменшений (рiдше 

збiльшений) об’єкт дослiдження. 

Iнколи дослiдження за допомогою фізичних моделей є єдиним можливим 

способом вивчення практично важливих процесiв, для яких не вдається 

побудувати математичні моделі, або якщо ці моделі неможна проінтегрувати. 

Так, процеси, якi тривають протягом багатьох рокiв чи навiть столiть, не можна 

дослiдити в натурi, але можна протягом порівняно короткого часу вивчити на 

моделях. До таких процесiв належать, наприклад, фiльтрацiя нафти в землi, 

виникнення русел рiчок, прогнозування поведiнки великих гiдротехнiчних 

споруд, робота гідравлічних машин та апаратів тощо. При цьому виникають три 

основнi питання: 1) за якими принципами слід будувати модель; 2) якi величини 

слiд вимiрювати при проведеннi дослiдiв; 3) як перенести результати дослiдiв на 

натурний об’єкт? На всi цi запитання дає вiдповiдь теорiя подiбностi, котра є 

основою сучасного фізичного, у т. ч. і гідродинамічного, експерименту. 

 

5.1 ГIДРОДИНАМIЧНА ПОДIБНIСТЬ 

 

Перш нiж безпосередньо перейти до розгляду гiдродинамiчної подiбностi, 

дамо визначення подiбностi взагалi. Два об'єкти або процеси вважаються 

подiбними, якщо за характеристиками одного з них можна отримати 

характеристики iншого простим перерахунком, аналогiчним переходу вiд 

однiєї системи одиниць до iншої. 

Для гiдродинамiчної подiбностi потокiв необхiдні їх геометрична, 

кiнематична i динамiчна подiбностi. 



Два потоки є геометрично подiбними, якщо мiж їх вiдповiдними 

лiнiйними розмiрами (рисунок 5.1) iснує постiйне спiввiдношення 
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де kl − геометричний масштаб; (iндекси н i м вказують на натурний об’єкт i 

модель). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 5.1 – До геометричної та кінематичної подібностей 
 

Зрозумiло, що спiввiдношення площ 
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При моделюваннi гiдродинамiчних процесiв розрiзняють геометричну 

подiбнiсть «у великому» i «у малому». Перша передбачає геометричну 

подiбнiсть границь потокiв i може бути достатньо просто реалiзована; друга, 

крiм того, ще й подiбнiсть шорсткостi стiнок натурного i модельного об’єктiв. 

Очевидно, що моделювання шорсткостi практично неможливе, тому 

геометрична подiбнiсть «у малому» вважається недосяжною. 

Два потоки вважаються кiнематично подiбними при подiбностi полiв 

швидкостей i прискорень, яке виконується, якщо швидкостi uн i uм та 

прискорення aн i aм у вiдповiдних точках натури i моделi знаходяться в 

однакових спiввiдношеннях 
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де kt, ku i ka − масштаби часу, швидкостi та прискорення. 
З кiнематичної подiбностi потокiв випливає геометрична подiбнiсть їх лiнiй течiї. 

Дiйсно, лiнiї течiї натурного i модельного потокiв 
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Якщо має мiсце кiнематична подiбнiсть, то 
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Це означає, що у вiдповiдних точках кути нахилу дотичних до лiнiї течiї 

однаковi, з чого випливає їх геометрична подiбнiсть. 

Динамiчна подiбнiсть полягає у подiбностi багатокутникiв сил, що 

дiють на вiдповiднi рiдкi частинки. Згiдно з законом Ньютона підсумкова цих 

сил 
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Тому для кожної рiдкої частинки двох динамiчно подiбних систем 
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За сенсом L/t = u, тому 
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де k i kF  − масштаби густини та сили. 



Отриманий результат називається законом динамiчної подiбностi 

Ньютона у коефiцiєнтах подiбностi. 

 

Згрупуємо рівність (5.11) по-iншому: 
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Ця рiвність є умовою повної динамiчної подiбностi. Число Ne – критерiй 

(число) Ньютона. Отже, двi системи динамiчно подiбні, якщо у всiх 

вiдповiдних точках Neн = Neм. З рівності (5.11) видно, що динамiчно подiбними 

можуть бути тiльки геометрично i кiнематично подiбнi системи.  

На рисунку 5.2 показанi багатокутники сил, що дiють на вiдповiднi рiдкi 

частинки натури та моделi. Сила тяжiння позначена Fт, тиску − FP, тертя Fтр, 

iнерцiї − Fi. Якщо виконується умова 
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то системи перебувають у станi 

повної динамiчної подiбностi. 

Оскiльки розглянутi сили 

мають рiзну фiзичну природу, 

виконати умову повної динамiчної 

подiбностi натури та моделi 

неможливо. Однак iснує досить 

широкий клас течiй, якi викликанi 

дiєю на рiдину, в основ-ному, якої-

небудь одної (перева-жаючої) сили. У 

цьому випадку вра-ховують цю силу i 

силу iнерцiї, а iншi до уваги не беруть.  

Таку динамічну подiбнiсть називають частковою, а вiдповiднi критерiї 

(числа) − критерiями часткової динамiчної подiбностi, або просто критерiями 

подiбностi. 

Таким чином, маємо змогу вiдповiсти на поставленi ранiше питання. По-

перше, модель слiд будувати так, щоб вона була геометрично подiбною натурi. 

По-друге, для забезпечення динамiчної подiбностi немає потреби, щоб усi 

величини, якi впливають на процес у натурi, чисельно дорiвнювали анало-

гiчним величинам на моделi. Достатньо рiвності критерiїв подiбностi, а при 

проведеннi дослiдiв необхiдно вимiрювати тi величини, якi до цих критерiїв 

входять. I нарештi, по-третє, як випливає з визначення подiбностi, результати, 

отриманi на моделi, можна поширити на натуру простим арифметичним 

перерахунком. Але вiдкритим поки що лишається дуже важливе питання, без 

відповіді на яке практичне застосування теорiї подiбностi неможливе, а саме: як 

Рисунок 5.2 – Повна динамічна 

подібність натури та моделі 



визначити тi критерiї подiбностi, що характеризують процес? Це питання 

потребує окремого розгляду. 

 

5.2 IНСПЕКЦIЙНИЙ АНАЛIЗ 

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ. АВТОМОДЕЛЬНIСТЬ 

 

Одним з методiв визначення чисел подiбностi є iнспекцiйний аналiз 

дифрiвнянь. Як випливає з самої назви, метод полягає у своєрiдному «ін-

спекцію ванні» диференцiальних рiвнянь, котре повинно виявити числа 

подiбностi, що, у свою чергу, дозволяє правильно моделювати процес. 

В основi iнспекцiйного аналiзу лежить таке положення: якщо двi системи 

описуються однаковими дифрiвняннями i мають однаковi граничнi умови та 

якщо значення усiх параметрiв у цих рiвняннях i граничних умовах теж одна-

ковi, то при умовi iснування одного розв’язку цi двi системи подiбнi. 

Iнспекцiйний аналiз можна розглядати як певний алгоритм дiй. На 

першому етапi диференцiальнi величини замiняють на самi змiннi, а на другому 

рiвняння приводять до безрозмiрного вигляду шляхом дiлення всiх його членiв 

на один з них, котрий вибирається довiльно. 

Основним дифрiвнянням гiдромеханiки, яке описує рух в’язкої рiдини, є 

рiвняння Нав’є-Стокса. Розглянемо одну з його проекцiй в декартовiй системi 

координат. У даному випадку все одно, яку, оскiльки структура рiвнянь одна-

кова, що забезпечить i однаковiсть отриманих результатiв. 

Вважаючи, що з масових сил дiє тiльки сила тяжiння, тобто X = gcos  

(cos  враховує знак), запишемо проекцiю на вiсь ox у такому виглядi: 
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Кожна складова виражає силу, вiднесену до одиницi об’єму: перша i 

друга − сили iнерцiї Fi1 i Fi2, третя − сила тяжiння Fт, четверта − сила тиску FP, 

п’ята − сила в’язкого тертя Fтр. 

Відповiдно до алгоритму замiнимо диференцiальнi спiввiдношення від-

ношенням самих величин 
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А тепер приведемо цi спiввiдношення до безрозмiрного вигляду, роздi-

ливши кожне з них на Fi2, тобто на силу iнерцiї. 

Отже, 
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називається критерiєм Струхаля, або числом гомохромностi. Його викори-

стовують при моделюванні систем, в яких переважають сили iнерцiї, обумо-

влені нестаціонарністю руху. 
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а обернена величина 
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називається критерiєм Фруда, який характеризує вiдношення сил iнерцiї до сил 

тяжiння. Отже, для забезпечення часткової подiбностi при переважнiй дiї сил 

тяжiння моделювати процес слiд за числом Фруда. 
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характеризує вiдношення сил тиску до сил iнерцiї та називається критерiєм 

Ейлера. 
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а обернена величина 
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називається критерiєм Рейнольдса, котрий характеризує вiдношення сил iнерцiї 

до сил в’язкого тертя i використовується при переважаючiй дiї сил в’язкого 

тертя. 

Таким чином, при моделюваннi гiдродинамiчних процесiв слiд викорис-

товувати числа подiбностi Струхаля, Фруда, Ейлера i Рейнольдса. 

Звернемо увагу на одну важливу обставину. Рiвняння Нав’є-Стокса 

описує досить широке коло течiй (рух рiдини в трубах, каналах, водоймищах, 

рух атмосферних повiтряних мас тощо). Тому його розв’язання багатозначне. 

Оскiльки iнженера цiкавить, як правило, конкретна течiя, то йому потрiбний 

один цiлком конкретний розв’язок, який вiдповiдає процесу, що вивчається. 

Цього можна досягти, якщо при постановцi задачі ввести додатковi умови та 

фiзичнi властивостi рiдкого середовища, вiдомостi про початковий стан 



системи (початкові умови) i про її стан на границях (граничнi умови). Цi 

додатковi умови називаються умовами однозначностi. 

Критерiї подiбностi Sh, Fr, Re складенi з параметрiв, якi входять в умови 

однозначностi. Тому цi критерiї називаються визначальними. У число Ейлера 

входить величина P (перепад тиску), котру, як правило, необхiдно визначити. 

Iншими словами, величину Eu можна розглядати як наслiдок (результат) 

процесу. Такi числа подiбностi називають невизначальними. З математичної 

точки зору це можна представити у виглядi 
 

                        Eu = f(Sh; Fr; Re).                                        (5.20) 
 

Для усталеного руху 

Eu = f(Fr; Re).                                               (5.21) 
 

Як вже вiдмiчалось ранiше, моделювати процеси, в яких дiють декiлька 

сил, котрi необхiдно врахувати, досить складно. Нехай до рiдини одночасно 

прикладенi сили тяжiння i в’язкого тертя. Тодi, згiдно із залежністю (5.21), при 

моделюваннi повиннi дотримуватися умови 
 

2 2

н н м м

н м

н м

н м

u L u L

u u

L L


=   


=


                                              (5.22) 

(вважаємо, що gн = gм ). 

З першої рівності випливає, що масштаб швидкостi ku = 1
lk− k (де k − 

масштаб в’язкостi). При моделюваннi геометричний масштаб, як правило, 

задають виходячи з умов лабораторiї та економiчних мiркувань. 

З другої рiвності ku=
5,0

lk . Отже, при одночасному моделюваннi за Re i Fr 

k /kl  = 5,0
lk , або м = н/ 5,1

lk . Якщо розмiри моделi меншi, нiж в натурi, то i 

рiдину слiд використовувати з меншою в’язкiстю. При моделюваннi потокiв 

малов’язких рiдин, наприклад води, ця обставина призводить до серйозних 

ускладнень. Цих ускладнень легко уникнути, якщо серед сил, що дiють на рі- 

дину, можна видiлити одну переважа-

ючу. Так, для вiдкритих потокiв цiєю 

силою є сила тяжiння, а отже, моделю-

вання слiд проводити за критерiєм 

Фруда (Frм = Frн). Для напірних пото-

кiв (рух рiдин в трубах, проточних 

частинах гiдромашин, витратомiрах 

тощо) переважною є сила в’язкого 

тертя, тобто моделювати слiд за чис-

лом Рейнольдса (Reм = Reн). Приблиз-

ний   графiк   залежностi   Eu = f(Re)  
Рисунок 5.3 – Автомодельність 



показаний на рисунку 5.3. Як видно, зi зростанням  Re  залежнiсть  Eu = f(Re) 

слабкiшає. При деякому числi Рейнольдса, яке називають граничним (Reгр), 

число Ейлера перестає залежати вiд Re. Це означає, що механiзм гiдро-

динамiчного процесу такий, при якому нiяких особливих умов для подiбностi не 

треба i всi процеси такого типу автоматично подiбнi мiж собою. Цей випадок 

називають автомодельнiстю. 

У загальному випадку пiд автомодельнiстю розумiють незалежнiсть 

деякої величини, яка характеризує гiдродинамiчний процес, вiд того чи iншого 

критерiю подiбностi. Вiдповiдну область на графiку називають автомо-

дельною. 

Поняття автомодельностi має велике значення для гiдравлiчного експери-

менту, оскiльки в автомодельнiй областi не треба турбуватися, щоб Reм = Reн.  

Достатньо лише виконати умову Reм  Reгр. Але граничне число Рейнольдса не 

є унiверсальним i для рiзних процесів воно може бути рiзним. Тому часто 

задача першого етапу експерименту полягає у визначеннi Reгр. 

Крiм розглянутих вище, iснують й iншi критерiї подiбностi. Так, 

наприк-лад, в умовах переважної дiї сил поверхневого натягу 

використовують критерiй Вебера 

                    We



=

Lu2

,                                                 (5.23) 

 

де  − коефiцiєнт поверхневого натягу;  

а в умовах, коли на рух рiдкого середовища суттєво впливає стисливiсть,  

визначальним є критерiй Маха 

        M 
c

u
= ,                                                    (5.24) 

 

де c − швидкiсть поширення звуку в рiдинi. 

На завершення зробимо одне досить важливе зауваження стосовно 

переносу результатiв з моделi на натурний об’єкт. Як показує досвiд, 

моделювання за класичними принципами теорiї подiбностi не забезпечує 

точного масштабного переходу. Це означає, що ефективнiсть рiзного роду 

технологiчних апаратiв i процесiв в натурних умовах, як правило, нижча, нiж на 

їх моделi. У цьому полягає так званий масштабний ефект. Дослiдження 

останнiх рокiв показали, що його виникнення пов’язане з суто гiдродинамiчними 

явищами: нерiвномiрнiстю розподiлу швидкостей по перерiзах апаратiв, 

збiльшенням масштабу турбулентностi тощо. Встановлення причин 

масштабного ефекту дозволяє лише певною мiрою уникати його наслідків. Крім 

того, слід пам’ятати про неможливість дотримання геометричної подібності «у 

малому», що також негативно впливає на відповідність результатів моделі та 

натурного об’єкта. Таким чином, фізичне моделювання процесів і об’єктів 

дозволяє отримати хоч в цілому і адекватні, але все ж таки дещо приблизні 

результати.  



5.3 МЕТОД АНАЛIЗУ РОЗМIРНОСТЕЙ 

 

У випадку коли не вдається побудувати математичну модель процесу i 

застосування iнспекцiйного аналiзу неможливе, використовується так званий 

метод аналiзу розмiрностей. Кiнцевою його метою є складення безрозмiрних 

комплексiв, за якими слiд моделювати процес, але розв’язується ця задача в 

умовах досить обмеженої iнформацiї про його характер i механiзм. 

Ще зi шкiльного курсу фiзики вiдомо, що кожен об’єкт або процес має 

ряд властивостей або параметрiв, якi обов’язково мають кiлькiсну мiру. При 

цьому кожна властивiсть або параметр характеризується розмiром тiєї чи iншої 

фiзичної величини. Одиницi деяких фiзичних величин можна вибирати 

довiльно. Такi одиницi називаються основними. За їх допомогою складаються 

iншi, якi називають похiдними. Так, для механiки основними одиницями є 

кiлограм, метр, секунда, а одиницi, наприклад тиску (Паскаль) або сили 

(Ньютон), є похiдними. 

Оскiльки держави не можуть домовитися мiж собою про єдину систему 

одиниць, то й до цього часу iснують рiзнi системи. Наприклад, лiнiйний розмiр 

можна вимiрювати в дюймах, метрах, мілях, футах... Але зрозумiло, що якими б 

одиницями розмiрностей ми не користувались, дiйсний розмiр фiзичної 

величини вiд цього не залежить, тобто вiдношення розмiрiв двох об’єктiв − 

величина незмiнна i не залежить вiд того, в яких одиницях вони вираженi. Крiм 

того, в будь-якій розмiрнiй системi фiзичний змiст, який вкладається в похiднi 

одиницi, однаковий. Якими б основними одиницями ми не користувалися, 

наприклад одиниця сили F − це сила, котра змiнює в одиницю часу T швидкiсть 

одиницi маси M на одиницю швидкостi. Символiчно це можна записати у 

виглядi 

   dim F = MLT −2                                            (5.25) 

 

(dimension − розмiрнiсть). 

Аналогiчно розмiрнiсть тиску P розглядаємо як одиницю сили, що прихо-

диться на одиницю площi, 
 

     dim P = MLT −2 L -2 = MT −2 L−1                                (5.26) 

 

незалежно вiд системи одиниць, в яких вимірюються маса, час та довжина. 

Це є передумовою положення про те, що рiвняння, якi пов’язують тi чи 

iншi властивостi та параметри процесiв, виражають конкретнi закони та тому їх 

структура не повинна залежати вiд системи одиниць вимiрювань. Бiльш того, 

кожне правильне фiзичне спiввiдношення неодмiнно повинне бути розмiрно-

однорідним. Це означає, що його члени i в лiвiй, i в правiй частинах повиннi 

мати однакову розмiрнiсть (зрозумiло, що нiяк не можна складати довжину з 

масою або з часом). 



Отже, враховуючи наведене вище, можна встановити деякi загальнi 

властивостi рiвнянь. Знання цих властивостей дозволить у багатьох випадках 

прогнозувати структуру шуканих зв’язкiв мiж фiзично розмiрними i безроз-

мiрними величинами пiд час вивчення того чи iншого процесу, коли вiдсутнiй 

його достовiрний математичний опис. Саме у визначеннi цих структурних 

зв’язкiв полягає основна задача методу аналiзу розмiрностей. 

Головним оперативним засобом розмiрнiсного аналiзу є так звана -

теорема. Iнколи її називають теоремою Букiнгема, хоч вiдомо, що до її фор-

мулювання i виведення причетнi й iншi досить вiдомi вченi. 

-теорема встановлює зв’язок мiж функцiєю, котра виражена через 

розмiрнi параметри, i функцiєю в безрозмiрнiй формi. Її можна сформулювати 

так: будь-яка функцiональна залежнiсть мiж m-розмiрними величинами може 

бути представлена у виглядi залежностi мiж N безрозмiрними комплексами 

(числами  ), що складені з цих величин. Число таких комплексiв  N = m − n, де 

n − число основних одиниць (в гiдромеханiцi n = 3 (кг, м, с). 

Сутнiсть цiєї теореми полягає у такому. Якщо будь-яка змiннa A1  

залежить тiльки вiд незалежних змiнних A2, A3, ..., Am i бiльше нi вiд яких, то 

загальне функцiональне спiввiдношення може бути записане у формi A1=f(A2, 

A3, ..., Am). Внаслiдок математичної рiвноваги мiж залежними та незалежними 

змiнними вони можуть бути згрупованi в iнше функцiональне спiввiдношення, 

яке дорiвнює нулю: f2 (A1, A2, A3, ..., Am) = 0; (для пояснення розглянемо 

приклад: якщо x = f1(y) = 2y, то x − 2y = f2(x; y) = 0).  

-теорема встановлює, що коли m змiнних можуть бути вираженi через n 

основних розмiрних одиниць, то їх можна згрупувати в N = m − n безрозмiрних 

комплексiв f3(1; 2; ...;m-n). 

Таким чином, використання аналiзу розмiрностей передбачає на першому 

етапi встановлення змiнних, вiд яких залежить процес, а на другому − приве-

дення залежностi до безрозмiрного вигляду з подальшим визначенням чисел 

подiбностi. Перший етап має творчий характер i є головним, тому що вiд того, 

наскiльки вiрнi та повнi нашi уявлення про процес, залежить, наскiльки повно 

враховані властивостi та параметри, котрi впливають на цей процес. Кожна 

помилка на цьому етапi неминуче призведе до помилкових кiнцевих 

результатiв. 

Крім того, зауважимо, що метод аналiзу розмiрностей далеко не завжди 

дозволяє встановити остаточний вид шуканої залежностi та не є унiверсальним 

засобом розв’язання гiдродинамiчних задач. Однак вiн досить корисний, коли 

iнформацiї про взаємний зв’язок між параметрами, що визначають процес, 

недостатньо, оскiльки дозволяє провести початковий аналiз із встановленням 

структури шуканих залежностей, а це, у свою чергу, дає можливість бiльш 

рацiонально органiзувати експериментальнi дослiдження. 

Кращим шляхом для усвiдомлення методу розмiрностей є розгляд 

конкретних прикладiв. 

 
 



5.4 ПРИКЛАДИ ЗАДАЧ ДО РОЗДІЛУ 5 

 
1. Встановити вид функцiональної залежностi для падiння тиску P, що виникає при 

течiї рiдини в трубi з довжиною l i дiаметром d внаслiдок дiї сил в’язкого тертя. 
 

З уявлень про фiзичну сутнiсть явища можна передбачити, що величина P/l повинна 

залежати вiд середньої швидкостi v, дiаметра d i шорсткостi внутрiшньої поверхнi труби k, 

густини  i в’язкостi рiдини .   

Отже, 

P/l = f1 (v; d; k;  ),  

або 

f2 (P/l; v; d; k;  ) = 0. 
 

Вiдповiдно до -теореми число m = 6. Тому число безрозмiрних комплексiв                            

N = m − n = 6 − 3 = 3, тобто пiсля вiдповiдної обробки остання формула має набрати 

вигляду 

f3 (1; 2; 3)= 0. 
 

Iснує декiлька методiв визначення чисел . Використаємо метод Релея, основною 

перевагою котрого є те, що вiн являє собою своєрiдний алгоритм, який приводить до 

розв’язання задачi. 

З числа m розмірних величин виберемо три величини, в якi входили б основнi одиницi 

(кг, м, с). Нехай ними будуть , d i v. Числа  утворюються у виглядi степеневого одночлена 

з обраних величин i одного з тих, що залишилися, 
 

1 1 1
1

x y z
v d P l =   ; 

 

2 2 2
2

x y z
v d =   ; 

 

3 3 3
3

x y z
v d k =  . 

 

Далi треба знайти усi показники степеня x1, y1, ..., z3 виходячи з умов, що числа  

повиннi бути безрозмiрними. Для цього визначимо розмiрностi усiх величин:  
 

dim v = LT−1;  dim d = L;  dim  = ML−3. 

В’язкiсть   

 = Па с = (Нс)/м2 = кг/(мс), 

тобто     

dim  = ML−1T −1. 

Параметр 

P/l = Па/м = Н/м3 = кг/(c2м2), 

тобто                    

dim P/l = MT −2L−2. 
 

Шорсткiсть поверхнi труби характеризується висотою виступiв нерiвностей, тому      

dim k = L. 

Таким чином, 

dim ( ) ( )1 1
11  3 2  2

1

x z
yLT L ML MT L− − − − = , 

або 

dim 1 1 1 1 13 2 2 1
1

x y z x z
L T M

+ − − − − +
 = . 

Аналогiчно 



dim 2   = 2 2 2 2 23 1 1 1x y z x z
L T M

+ − − − − + ; 
 

dim 3 =
 3 3 3 3 33 1x y z x z
L T M

+ − + −

. 
 

Зрозумiло, що умовою безрозмiрностi 1 є вираз 
 

1 1 1 1 13 2 2 1 0 0 0x y z x z
L T M L T M

+ − − − − +
= , 

з чого випливає 

1 1 1

1

1

3 2 0;

2 0 .

1 0
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x
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Звідки x1 = − 2; y1 = 1; z1 = − 1. Тому 
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.

P d

l v


 =


 

Дiючи аналогiчно, дістаємо 

2

1

Revd vd

 
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
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3

k
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Таким чином, 
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f
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Оскiльки 
2

P

v




 − число Ейлера, яке не є визначальним, то останнє рівняння можна 

переписати так: 

42

1
;

Re

P d k
f

l dv

  
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, 

або 
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Як зазначалося раніше, аналiз розмiрностей не може дати конкретних кiлькiсних (чис-

лових) значень в отриманих за його допомогою спiввiдношеннях. Тому метод завершується 

аналiзом результатiв i за необхiдностi коректуванням, виходячи iз загальних фiзичних уявлень. 

До правої частини останнього рівняння входить v2, а як вiдомо, v2/2 − динамiчний тиск, 

обумовлений середньою швидкiстю. Тому це рівняння можна переписати у виглядi  
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Позначивши 5
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 через , маємо 
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або у формi напору (P = gh) 



2

,
2

l v
h

d g
 =   

 

де  − гiдравлiчний коефiцiєнт тертя, який у загальному випадку залежить вiд числа 

Рейнольдса i вiдносної шорсткостi k/d. Вигляд цієї залежностi можна визначити тiльки 

експериментально. 

 

2. Встановити вид функцiональної залежностi для сили F, яка виникає внаслiдок 

обтiкання круглого цилiндра з дiаметром d i довжиною l рiдиною з в’язкiстю  i густиною 

, зi швидкiстю u. 
 

Сила, що приходиться на одиницю довжини циліндра, 
 

F/l = f1(d; u; ; ), 

або 

f2(F/l; d; u; ; ) = 0. 
 

Залежнiсть містить п’ять розмiрних величин, тому безрозмiрних комплексів  

повинно бути два: 

f3 (1; 2)= 0. 
 

Представимо їх у такому виглядi:  
 

1 1 1
1

x y z
u d F l =  , 

 

2 2 2
2

x y z
u d =   . 

        

Як було показано у попередньому прикладi, 2 = 1/Re. 

Для числа 1 

dim 1 = ( ) ( )1 1
11 3 2

x z
yLT L ML MT− − − . 

З чого випливає 
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Звідки, x1 = −2; y1 = −1; z1 = −1. 

Таким чином, 
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Добуток ld є площею серединного поздовжнього перерiзу цилiндра; u2 − подвоєний 

динамiчний тиск. З урахуванням цього останню формулу можна переписати так: 



2

2
x

u
F C A


= , 

де A = ld − характерна площа;  

Cx = f4 (1/Re) − коефiцiєнт лобового опору (як буде показано далi, ця величина 

визначається експериментально). 

 

3. Для випробувань в аеродинамічній трубі виготовлена вдесятеро зменшена модель 

літального апарата. Випробування здійснюються при абсолютному тиску Pм=1,5 МПа і 

температурі Tм=300 К. Визначіть, при якій швидкості слід випробувати модель, щоб 

забезпечити подібність щодо числа Рейнольдса, якщо натурний об’єкт розрахований на 

швидкість vн=50 м/с при атмосферному тиску (Pн= Pа) і температурі Tн=288 К. 
 

За формулою Клайперона розраховуємо густину повітря в натурних умовах  
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Динамічна в’язкість повітря в натурних і дослідних (модельних) умовах може бути 

визначена за формулою Сазерленда 
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Таким чином, кінематична в’язкість повітря в натурних і модельних умовах 
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З умови рівності числа Рейнольдса для натурних і дослідних умов (Reн = Reм)  
 

н н м м

н м

v L v L
=

 
, 

 

де 10н мL L = , можна визначити  
 

6

5

1,07 10
10 50 36,3

1,48 10

м н
м н

н м

L
v v

L

−

−

 
= =  =

 
м/с.   

 

Отже, швидкість повітря в аеродинамічній трубі повинна становити 36,3 м/с.   



6 ОДНОВИМIРНА ТЕЧIЯ В’ЯЗКОЇ РIДИНИ 

 

Одновимiрними називають потоки, основнi параметри яких (швидкiсть, 

тиск та iн.) залежать тiльки вiд одної координати, напрям котрої збігається 

з напрямом вектора швидкостi. Найпростiшим прикладом одновимiрної течiї є 

елементарна струминка, швидкостi у кожному перерiзi якої розподiленi 

рiвномiрно. Якщо вздовж струминки обрати криволiнiйну вiсь координат, яка 

збігається з віссю струминки, то задачу знаходження закону змiни швидкостi та 

тиску вздовж цiєї осi називають одновимiрною. 

Реальнi потоки кiнцевих розмiрiв, суворо кажучи, не можуть бути одно-

вимiрними, оскiльки через вплив твердих границь у в’язких рiдинах завжди 

спостерiгається нерiвномiрний розподiл швидкостей. Але у багатьох 

прикладних задачах розподiл швидкостей не розглядається, а визначаються 

лише так звана середня по перерiзу швидкiсть i закон змiни тиску вздовж 

потоку. Нехтування дiйсним розподiлом швидкостей дозволяє порiвняно 

просто розв’язувати важливi прикладнi задачi. Роздiл гiдромеханiки, в якому 

вивчаються одновимiрнi течiї, називають гiдравлiкою. 

 

6.1 СЕРЕДНЯ ШВИДКIСТЬ ПОТОКУ 

 

Для розв’язання широкого кола прикладних задач зручною виявилась так 

звана струминна модель потоку, згiдно з якою потiк кiнцевих розмiрiв 

розглядається як сукупнiсть елементарних струминок. У підрозділі 3.3 було 

показано, що елементарна об’ємна витрата нестисливої рiдини крiзь 

поперечний перерiз струминки визначається як 
 

dQ = udA.                                                     (6.1) 
 

Тодi вiдповiдно до струминної моделi об’ємна витрата потоку 
 

.
A

Q udA=                                                      (6.2) 

 

Зауважимо, що при розглядi потоку перерiзи у ньому обираються так, 

щоб перетинаючi їх лiнiї течiї були нормальними до них. Такi перерiзи 

називають живими. Очевидно, що за умов паралельностi лiнiй течiї живi 

перерiзи будуть плоскими площинами. 

Розглянемо рух рiдини у круглiй трубi та розподiл швидкостей у живому 

перерiзi. Через дiю сил в’язкого тертя розподiл швидкостей у ньому (часто такий 

розподiл називають епюрою швидкостi) буде нерiвномiрним (рисунок 6.1). Для 

зручностi перейдемо до цилiндричних координат, де r − радiус, а  − полярний 

кут. У цiй системi dA = rdrd. З урахуванням цього формула (6.2) набирає вигляду 
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Маючи на увазi, що 
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Запис u(r) означає закон розподiлу 

швидкостi по радiусу, тобто є 

математичним описом епюри. Отже, для 

того щоб розрахувати об’ємну витрату, 

необхiдно знати рів-няння епюри 

швидкостi. У бiльшостi випадкiв це 

рівняння невiдоме. Тому визначити такий 

важливий параметр, як витрата, 

використовуючи дiйсне розподiлення 

швидкостей (тобто вважаючи потiк 

тривимiрним), досить складно. Але задачу 

можна спростити виходячи з таких 

мiркувань. 

З математичної точки зору, iнтеграл у правiй частинi рівняння (6.2) 

виражає об’єм епюри швидкостi. Проведемо такий уявний експеримент. 

Припустимо, що за умови незмiнностi витрати Q рiдина втратила в’язкiсть. Це 

приведе до зникнення сил в’язкого тертя − епюра почне перебудовуватися i всi 

рiдкi частинки почнуть рухатися з однаковою швидкiстю v (рисунок 6.1). 

Оскiльки витрата залишилась тою самою, то об’єм нової епюри буде 

дорiвнювати об’єму старої (нерiвномiрної). Таким чином, при умовi u(r) = v = 

const з рівняння (6.4) дістаємо 
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Введену таким чином швидкiсть v називають середньою, або середньо-

витратною. Формально середня швидкiсть може бути визначена як фіктивна 

швидкiсть, з якою повиннi були б рухатися усi рiдкi частинки в даному живому 

перерiзi для того, щоб витрата дорiвнювала її дiйсному значенню. Отже, згiдно 

з таким пiдходом у кожному живому перерiзi потоку швидкостi вважаються 

однаковими. За умови усталеного руху змiнюватися вони можуть тiльки при 

переходi вiд одного живого перерiзу до iншого, тобто вздовж потоку. Таким 

чином, вiд тривимiрної задачi переходимо до одновимiрної, яка є простiшою, 

оскiльки оперувати середньою швидкiстю v легше, нiж нерiвномiрною епюрою 

u(r). 

Рівняння (6.5) є рівнянням нерозривності у гідравлічній формі. Воно 

відображає закон збереження матерії стосовно рідини, що рухається. 

Рисунок 6.1 – Епюра 

швидкостей 



6.2 СЛАБОДЕФОРМОВАНI ПОТОКИ 

 

Геометричнi параметри потоку характеризуються формою його живих 

перерiзiв, кутом розбiгу лiнiй течiї та їх кривизною. Якщо лiнiї течiї є строго 

паралельними прямими, то такий потiк вважається паралельно-струминним. 

Саме такi потоки спостерiгаємо у звичайних прямих трубах постiйного дiаметра. 

Якщо граничнi поверхнi ство-

рюють трубу або канал зi змiнним по 

довжинi поперечним перерiзом, то 

паралельноструминнiсть порушується i 

такi потоки є тривимiрними. Але коли 

кривизна лiнiй течiї (або струминок), а 

також кут мiж ними досить малi (рисунок 

6.2), то потiк можна звести до 

одновимiрної моделi. Потоки, якi 

задовольняють такі умови, називають 

слабодеформованими (або такими, що 

плавно змiнюються). Зрозумiло, що живi 

перерiзи таких потокiв викривлені, але для 

слабодеформованих потокiв вважають, що 

складові швидкостi uz i uy та складові 

прискорення duz/dt і duy/dt настiльки малi, 

що їх величинами можна знехтувати, 

вважаючи u = ux i a = dux/dt. 

Отже, фiзичним критерiєм можливостi розглядати даний потiк як 

слабодеформований є досить мала величина iнерцiйного прискорення у 

площинi живого перерiзу (вiдносно до прискорення вiльного падiння). 

Кривизною живих перерiзiв таких потокiв нехтують. 

Слабодеформований потiк можна звести до одновимiрного, якщо вiсь ox 

спрямувати вздовж осi потоку. Оскiльки кути мiж лiнiями течiї малi, то 

вважатимемо, що uy = uz = 0. Для усталеного потоку всi похiднi за часом в системi 

дифрiвнянь руху в’язкої рiдини (4.37) дорiвнюють нулю. Крiм того, з рiвняння 

нерозривностi випливає, що ux/x = 0. Отже, система (4.37) спрощується до 

вигляду 
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Рисунк 6.2 – Лінії течії та  

живий переріз  

у слабодеформованому потоці 



Останнi два рiвняння (6.6) збігаються з рiвняннями гiдростатики (2.16), а 

це означає, що в межах живого перерiзу слабодеформованого потоку тиск 

розподiляється за гiдростатичним законом: gz + P = const. Зауважимо, що цей 

результат для слабодеформованого потоку є приблизним, а для паралельно-

струминного − строгим. 

Потоки з малими радiусами кривизни лiнiй течiї та великими кутами мiж 

ними звуться такими, що рiзко змiнюються. У таких потоках величинами uy i uz 

нехтувати не можна, а тому їх неможливо звести до одновимiрної моделi та 

розрахунковi залежностi для них значно складніші, нiж для слабодеформованих 

потокiв. 

 

6.3 РIВНЯННЯ БЕРНУЛЛI 

ДЛЯ ПОТОКУ В’ЯЗКОЇ РIДИНИ 

 

Для розв’язання задач, пов’язаних з одновимiрними потоками в’язкої 

рiдини, необхiдно встановити зв’язок середньої швидкостi з тиском. Одним з 

принципово можливих шляхiв досягнення цiєї мети є iнтегрування системи 

дифрiвнянь Нав’є-Стокса (4.37). Але, як зазначалося раніше, через великі 

математичнi труднощi для переважної бiльшостi інженерних задач це 

неможливо. Iнший шлях − узагальнення рiвняння Бернуллi для елементарної 

струминки ідеальної рідини на потiк в’язкої рідини кінцевих розмірів. 

У пункті 4.1.2 для усталеного руху нестисливої рiдини шляхом iнтегру-

вання системи дифрiвнянь руху нев’язкої рiдини Ейлера був отриманий 

iнтеграл Бернуллi (4.13) i доведено, що для двох перерiзiв елементарної 

струминки iдеальної рiдини справедливе рiвняння (4.19) 
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Як було показано ранiше, пiд час руху в’язкої рiдини виникають дотичнi 

напруження, що створюють силу опору течiї. Для подолання цих сил потрiбна 

певна затрата енергiї. Тому пiд час течiї в’язкої рiдини запас її механiчної 

енергiї зменшується − механiчна енергiя перетворюється в тепло. Частину 

питомої механiчної енергiї, яка перетворилась в тепло, називають втратами 

напору h’ (або втратами питомої енергiї e’ = gh’). Зазначимо, що поняття 

«втрата енергії» досить умовне, оскiльки насправдi не виникає зменшення 

енергiї взагалi, а зменшується механiчна енергiя за рахунок її часткового 

переходу в тепло. Таким чином, з енергетичної точки зору, дiя в’язкостi 

виявляється в ефектi розсiяння (дисипацiї) енергiї. 

На пiдставi вищенаведених мiркувань рiвняння Бернуллi для 

елементарної струминки в’язкої рiдини можна записати у виглядi 
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Слід зауважити, що вiдмiннiсть рівняння (4.19) від рівняння (6.7) на h’ є 

результатом вiдмiнностi рiвнянь руху iдеальної (4.2) та в’язкої рiдин (4.40) на 

величину 2u


, яка саме i характеризує дiю сил в’язкого тертя. 

Помножимо усi складовi рiвняння (6.8) на масову витрату струминки  

dQm= udA 
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Відповідно до струминної моделi поширити формулу (6.9) на весь потiк 

можна, проiнтегрувавши це рiвняння за перерiзами 1−1 i 2−2, 
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Якщо потiк слабодеформований, то 


+
P

gz  = const i 
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Нагадаємо, що метою є отримання рiвняння, яке пов’язувало б тиск i 

середню швидкiсть. Виходячи з цього до рівняння (6.11) необхiдно ввести 

середню швидкiсть, для чого роздiлимо праву i лiву його частини частини з 

урахуванням рівнянь (6.12) i (6.13) на масову витрату Q  
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Роздiлимо i помножимо третi складовi правої та лiвої частин рівняння 

(6.14) на v2 i з урахуванням того, що Q = vA, дістаємо 
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Величину 
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називають коефiцiєнтом кiнетичної енергiї (коефiцiєнтом Корiолiса31). 

Стосовно останньої складової формули (6.15) необхiдно зазначити, що 

iнтегрування втрат енергiї по площi A2 досить умовне, оскiльки e’ виникає 

вздовж всього шляху струминки вiд перерiзу 1−1 до 2−2. У загальному випадку 

кожна елементарна струминка має вiдмiннi вiд iнших умови руху, що 

обумовлює рiзнi значення дотичних напружень i вiдповiдно втрати енергiї e’. 

Тому визначити втрати в цiлому щодо потоку шляхом iнтегрування досить 

складно. Але задачу можна суттєво спростити, якщо останню складову 

формули (6.15) замiнити середньою величиною e (e = gh, h – втрати 

напору), яка характеризує втрати питомої енергiї всього потоку на дiлянцi 1−2. 

Така дiя дозволяє уникнути складного iнтегрування i цiлком вiдповiдає 

фiзичнiй сутностi явища. Таким чином, рiвняння Бернуллi для потоку в’язкої 

рiдини з урахуванням останнiх зауважень набирає вигляду 
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у формi енергiї та 
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у формi напорiв. 

Установимо фiзичний змiст коефiцiєнта Корiолiса. Для цього пригадаємо, 

що кiнетична енергiя елементарної струминки 

 
31 Коріоліс Гаспар Гюстав (1792–1843) – французький математик, механік та інженер, член 

Паризької академії наук. Його основні наукові здобутки стосуються теоретичної механіки, 

зокрема Коріоліс першим сформулював поняття механічної роботи, кінетичної енергії та 

відцентрової сили інерції. 
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а всього потоку 
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Якщо потiк вважати одновимiрним, то його кiнетична енергiя 

.
22

3
2

Av
Qv

Ekcp


=


=                                      (6.21) 

Роздiливши рівняння (6.20) на (6.21), дістаємо рiвняння (6.16). Таким 

чином, коефiцiєнт Корiолiса  являє собою вiдношення кiнетичної енергiї 

потоку, розрахованої за дiйсним розподiлом швидкостей, до кiнетичної енергiї 

потоку, визначеної за середньою швидкістю. Тому  можна розглядати як 

своєрiдний поправковий коефiцiєнт, який враховує перехiд вiд тривимiрного 

потоку до одновимiрного. Можна довести, що коефiцiєнт кiнетичної енергiї 

завжди бiльший за одиницю. Його величина залежить вiд дiйсного розподiлу 

швидкостей − чим бiльша його нерiвномiрнiсть, тим бiльше i значення . Тому 

часто  використовують як критерiй нерiвномiрностi епюри швидкостi. Пiд час 

розв’язання багатьох iнженерних задач вважають, що   1,1. Але в деяких 

випадках (вони будуть розглянутi далi) коефiцiєнт Корiолiса може досягти i 

суттєво бiльших значень. 

Енергетичне i геометричне тлумачення рівнянь (6.17) i (6.18) таке саме, як i 

рiвняння Бернуллi для елементарної струминки iдеальної рiдини, котре наведене у 

пункті 4.1.2. Рiзниця полягає у тому, що лiнiя повного (гiдродинамiчного) напору 

для в’язкої рiдини не буде паралельною площинi (лiнiї) вiдлiку 0−0 (рисунок 6.3). 

Iншими словами, через виникнення сил опору течiї та втрат напору повний напiр 

вздовж потоку в’язкої рiдини завжди зменшується. 

Величина втрат напору, що 

приходиться на одиницю довжини, 

називається гiдравлiчним ухилом 

,
dl

hd
i


=                     (6.22) 

 

де dl − довжина елементарної дiлян-

ки потоку; 

     dh − елементарнi втрати 

напору, що виникають на дiлянцi dl. 

Таким чином, i вздовж потоку 

може змiнюватися. Тому часто 

використовують середнє значення 

гідравлiчного ухилу на дiлянцi мiж 

живими перерiзами 1−1 i 2−2 з 

довжиною l1-2 

Рисунок 6.3 – Напірна і 

п’єзометрична лінії вздовж потоку 

в’язкої рідини 
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Рiвняння Бернуллi, отримане у виглядi формул (6.17) i (6.18), можна 

застосовувати для усталеного руху нестисливої в’язкої рiдини, коли потiк 

слабодеформований. Воно є основним рiвнянням гiдравліки, оскiльки за його 

допомогою виводять розрахунковi формули для багатьох окремих випадкiв 

руху рiдини та розв’язують численнi прикладнi задачi.  

 

6.4 СТIЙКIСТЬ ТЕЧIЇ.                                                                                                  

ЧИСЛО РЕЙНОЛЬДСА ЯК КРИТЕРIЙ СТIЙКОСТI 

 

Виведене приблизно в сер. ХVIII ст. рiвняння Бернуллi мало б дати 

поштовх розвитку гiдравлiки. Але розв’язання за його допомогою прикладних 

задач передбачало вмiння розрахувати втрати напору h. Тому це питання 

стало об’єктом дослiджень багатьох вiдомих вчених. Однак вже у XIX ст. 

роботи, пов’язанi з вивченням опору течiї, зайшли в глухий кут.  Дослiди 

німецького ін- 

женера Хагена32 i французького лiкаря 

Пуазейля свiдчили, що втрати напору 

лiнiйно залежать вiд середньої швид-

костi. У той самий час не менш 

ретельнi дослiди французького iнже-

нера Дарсi33 свiдчили, що h 

пропорцiйні квадрату швидкостi 

(рисунок 6.4). Це протирiччя 

гальмувало розвиток iнже-нерної 

практики i вимагало розв’я-зання. 

Аналiз результатiв, отриманих 

при вивченнi опору руху рiдини в 

трубах, дозволив ще Хагену у 1855 р. 

вiдмiтити, що течiя може вiдбуватися  

по-рiзному, а її характер змiнюється 

при досягненнi деяких умов.  

 
32 Хаген Готтхильф Генрих Людвіг (1797–1884) – німецький фізик і гідравлік, академік 

Берлінської академії наук. Визнання йому принесла десятитомна праця «Про мистецтво 

гідротехнічних споруд». 
33 Дарсі Анрі Філібер Гаспар (1803–1858) – французький інженер-гідравлік. Встановив закон, 

що зв'язує швидкість фільтрації рідини в пористому середовищі з градієнтом тиску. Закон 

носить його ім’я. Також його ім'ям названі одиниця вимірювання проникності пористого 

середовища і формула для визначення втрат напору по довжині. 

Рисунок 6.4 – Характер 

дослідної залежності втрат 

напору  

від середньої швидкості 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D1%80%D0%B0%D0%BD%D1%86%D1%96%D1%8F
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%BD%D0%B6%D0%B5%D0%BD%D0%B5%D1%80
http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%96%D0%B4%D1%80%D0%B0%D0%B2%D0%BB%D1%96%D0%BA%D0%B0


Повну яснiсть у питання двох режимiв течiї рiдини внiс видатний 

англiйський фiзик та iнженер Осборн Рейнольдс34, який 1883 р. опублiкував 

результати своїх дослiдiв. Цi результати мали величезне значення для 

подальшого розвитку всiєї гiдромеханiки. На рисунку 6.5 зображена спрощена 

схема експериментальної установки, а iдея дослiдiв полягала у такому. До бака 

А приєднана скляна горизонтальна труба В з краном С. Над баком встановлена 

посудина D з пiдфарбованою рiдиною, що подається до труби В крізь тонку 

трубку Е. Перед проведенням дослiдiв бак А заповнюється водою i надалi її 

рiвень пiдтримують постiйним. Вiдкривши кран С, в трубi В створюють потiк 

води, а вiдкривши кран К, в потоцi створюють тонку струминку пiдфарбованої 

рiдини.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 6.5 – Спрощена схема експериментальної установки Рейнольдса  
 

Поступово вiдкриваючи кран С, можна збiльшувати витрату, а отже, i 

швидкiсть у трубi В. При цьому спостерiгається така картина: при невеликих 

швидкостях течiї пiдфарбована рiдина рухається у виглядi тонкої прямої 

струминки (рисунок 6.6,а), не змiшуючись з потоком води; при пiдвищеннi 

швидкостi струминка починає коливатися i приймає хвилеподiбного вигляду 

(рисунок 6.6,б); подальше зростання швидкостi приводить до появи розривiв і 

перемішування підфарбованої рідини з іншою (рисунок 6.6,в,г). Очевидно, що 

швидкiсть течiї в трубi досягла деякої критичної величини, коли її поступове 

кiлькiсне зростання привело до якiсної змiни режиму руху. Таку швидкiсть 

називають верхньою критичною швидкiстю vв.кр. Якщо дослід проводити у 

зворотному напряму, то зміна режиму відбудеться при нижній критичній 

швидкості vн.кр. 

 
34 Рейнольдс Осборн (1842–1912) – англійський механік і фізик, член Лондонської 

королівської спілки. Працював у галузі механіки, теплотехніки, магнетизму, але основні 

досягнення має у гідродинаміці, зокрема у вивченні турбулентності.  
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Рисунок 6.6 – Ілюстрація зміни режиму течії: 

а – ламінарний режим; б – зміна режиму; в, г – турбулентний режим 
 

Режим течiї, при якому має мiсце спокiйний шаровий рух рiдини без 

перемiшування рiдких частинок (рисунок 6.6,а,), називають ламiнарним (вiд 

лат. lamina − шар). Другий режим − хаотичний з перемiшуванням частинок 

(рисунок 6.6,в,г) названо турбулентним. Рисунок 6.6,б відповідає зміні режиму 

течії. 

Довiвши експериментально iснування двох режимiв течiї, Рейнольдс 

показав, що загальною причиною змiни ламiнарного режиму на турбулентний є 

втрата потоком стiйкостi. Якщо пiд стiйкiстю течії розумiти здатнiсть потоку 

заглушати малi збудження, що в ньому виникають, то перехiд вiд ламiнарного до 

турбулентного режиму можна розглядати як результат втрати стiйкостi. При 

цьому з двох категорiй сил, якi дiють на рiдкi частинки, сили в’язкого тертя 

відіграють стабiлiзуючу роль (додають стiйкостi), а сили iнерцiї − дестабiлiзуючу 

(сприяють переходу потоку вiд спокiйного, шарового руху до хаотичного). 

Отже, спiввiдношення цих сил може бути критерiєм (мiрою) стiйкостi. 

Такий пiдхiд дозволяє отримати й кiлькiсну мiру. Дiйсно, сила iнерцiї Fi = Va; 

об’єм пропорцiйний кубу лiнiйних розмiрiв V  L3; прискорення − це змiна 

швидкостi за одиницю часу: a  u/t, а швидкiсть u  L/t. Тому 
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Сила в’язкого тертя .A
dy

du
Fтр =  Дiючи аналогiчно, дістаємо 

.2 uLL
L

u
Fтр                                           (6.25) 

 

Вiдношення сил iнерцiї до сил в’язкого тертя називають числом 

(критерiєм) Рейнольдса 

Re ,



=

uL
                                                  (6.26) 

де u − характерна швидкiсть течiї; 

     L − характерний лiнiйний розмiр. 



Оригінальне тлумачення цього критерiю дав сам Рейнольдс: «Рідину 

можна уподібнити загону воїнів, ламінарну течію − монолітному похідному 

строю, турбулентну − безладному руху. Швидкість рідини − швидкість загону, 

діаметр труби − величина загону, в’язкість − дисципліна, а густина − 

озброєність. Чим більший загін, чим швидший його рух і важча зброя, тим 

раніше розпадеться стрій». 

Для круглих труб характерний лiнiйний розмiр − дiаметр, а характерна 

швидкiсть − середня. З урахуванням цього i маючи на увазi, що  = , вираз 

(6.26) набирає вигляду 

Re .


=
vd

                                                   (6.27) 

 

Якщо течiя рiдини вiдбувається у каналах некруглого перерiзу, то як 

характерний розмiр використовують так званий гiдравлiчний радiус 
 

,
П

A
Rг =                                                  (6.28) 

де A − площа живого перерiзу каналу;  

     П − змочений периметр (частина периметра каналу, яка знаходиться у 

контактi з рiдиною).  

Для круглих труб A = d2/4, П = d i Rг= d/4, тобто гiдравлiчний радiус 

вдвiчi менший за геометричний. 

Верхнiм i нижнiм критичним швидкостям потоку вiдповiдають верхнє та 

нижнє критичнi числа Рейнольдса: 
 

Reн.кр ,
.


=

dv крн
       Reв.кр .

.


=

dv крв
                               (6.29) 

 

Але число Рейнольдса як критерiй стiйкостi вiдносно до критичної 

швидкостi має безсумнiвну i вирiшальну перевагу: критична швидкiсть для 

рiзних рiдин i рiзних дiаметрiв труб − рiзна, а Re є унiверсальним безрозмiрним 

критерiєм. При Re  Reн.кр течiя завжди ламiнарна, при Re  Reв.кр − завжди 

турбулентна. При Reн.кр  Re  Reв.кр залежно вiд конкретних умов потiк може 

бути як ламiнарним, так i турбулентним. 

Дослiди показали, що для звичайних круглих труб Reн.кр = 2300, а 

значення Reв.кр залежить вiд конкретних умов дослiдiв. Так, значення 

критичного числа Рейнольдса залежить від форми труби: в конфузорах (трубах, 

що вздовж потоку звужуються) критичне число більше, ніж у звичайних, а в 

дифузорах (трубах, що вздовж потоку розширюються) − менше. Якщо вхід в 

трубу зробити плавним, то забезпечити ламінарний режим вдається при 

більших Re. Зокрема саме з цієї причини Рейнольдс під час своїх експериментів 

отримав значення Reв.кр = 1,3104. Втім, чіткого значення Reв.кр нема. Його 

величина залежить від конкретних умов течії та в деяких випадках досягає 2104 

і більше. Однак при таких Re навіть дуже невелике збурення викликає зміну 



режиму, а тому пiд час інженерних розрахункiв користуються тiльки одним 

критичним значенням числа Рейнольдса Reкр = 2300, а перехiдну зону (Reн.кр  

Re  Reв.кр), як правило, не розглядають.  

Таким чином, встановлено найважливіший для всiєї гiдромеханiки факт 

iснування двох режимiв течiї та отримано число Рейнольдса як критерiй 

стiйкостi течiї. Перехiд вiд ламiнарного режиму до турбулентного вiдбувається 

при одному i тому самому критичному числi Reкр, яке не залежить вiд роду 

рiдини (вода, повiтря, масло тощо) i характерного розмiру каналу. Саме у цьому 

полягає унiверсальнiсть числа Рейнольдса. 

 

6.5 ЛАМIНАРНА ТЕЧIЯ В КРУГЛИХ ТРУБАХ 

 

Розглянемо закономiрностi ламiнарної усталеної течiї в круглiй трубi, що 

вiдбувається при незмiнному перепадi тиску (так звана течiя Пуазейля). Перш 

за все нас цiкавлять закони розподiлу швидкостей i дотичних напружень, а 

також опiр течiї. Поставлену задачу можна розв’язати шляхом iнтегрування 

системи дифрiвнянь Нав’є-Стокса, аналогічно тому, як це зроблено у прикладі 

2 до розділу 4. Але ми використаємо iнший спосiб, котрий базується на 

загальних фiзичних уявленнях про рух рідких середовищ. 

Нехай у горизонтальнiй круглiй трубi радiусом R пiд дiєю незмiнного 

перепаду тиску вiдбувається ламiнарна течiя. Двома перерiзами, вiдстань мiж 

якими дорiвнює l, видiлимо вiдсiк труби i в ньому цилiндр радiусом r (рисунок 

6.7). Оскiльки течiя усталена, то сума проекцiй усiх сил на вiсь ox, яка збігається 

з віс- 

сю труби i видiленого вiдсiку, 

повинна дорiвнювати нулю. 

Iншими словами, активнi сили, якi 

спонукають рiдину до руху, 

повиннi бути рiвними силам опору. 

Активнi сили P1A1 − P2A2  = r2P. 

Сили опору  

течії 2rl. Таким чином, 

r2P = 2rl  і 

.
2l

rP
=           (6.30) 

 

Отже, дотичнi напруження 

вздовж  радіуса  розподiляються за 

лінiйним законом, а на осi труби  = 0 (рисунок 6.8). З iншого боку, згiдно із 

законом (1.22) 

dr

du
−=                                                    (6.31) 

 

Рисунок 6.7 – До розгляду 

течії Пуазейля 



(знак мінус вказує на те, що додатному вiдлiку r вiдповiдає вiд’ємне значення 

градiєнта). 

 

 
 

Рисунок 6.8 – Епюри швидкостей і дотичних напружень 

в ламінарному потоці 
 

З формул (6.30) i (6.31) маємо 
 

μ ,
2

Pr du

l dr


= −                                              (6.32) 

або роздiливши змiннi, 

.
2μ

P
du rdr

l


= −                                              (6.33) 

Пiсля iнтегрування 
2

.
2μ 2

P r
u C

l


= − +                                           (6.34) 

 

Сталу iнтегрування визначимо з граничних умов: при r = R  u = 0 (ефект 

прилипання), тодi 

.
22

2R

l

P
C




=                                                 (6.35) 

Отже, 

( )
2 2

2 2

2
1 .

4 4

P PR r
u R r

l l R

  
= − = − 

   
                             (6.36) 

 

З формули (6.36) видно, що максимальна швидкiсть ламінарного потоку 

спостерiгається на осi труби та 

.
4

2

max
l

PR
u




=                                                 (6.37) 

 

Тодi формулу (6.36) можна записати у виглядi 
 



2

max 2
1 ,

r
u u

R

 
= − 

 
                                            (6.38) 

з чого випливає, що у поперечному перерiзi труби при ламiнарнiй течiї 

швидкостi розподiлені за параболiчним законом, тобто епюра швидкостей − 

параболоїд обертання (рисунок 6.8). 

Якщо вираз (6.38) подати у виглядi 
 

2

2
max

1 ,
u r

u R
= −                                               (6.39) 

 

то зрозумiло, що вiдношення швидкостi у точцi до максимальної (на осi труби) 

не залежить нi вiд витрати, нi вiд матерiалу стiнок i при всiх Re  Reкр  однакове. 

Користуючись виразом (6.4), визначимо витрату рiдини 
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                   (6.40) 

 

Порiвнявши рівняння (6.40) і (6.5), можна зробити висновок, що для 

ламiнарного потоку umax = 2v − максимальна швидкість, удвiчi бiльша за середню. 

Оскiльки потiк, що розглядаємо, горизонтальний, а середня швидкiсть 

незмiнна, то втрати питомої енергiї можуть вiдбуватися лише за рахунок 

зниження тиску P = gh. 

З рівняння (6.37) 

,
3284

222

max

d

lv

R

lv

R

lu
P


=
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=


=                                  (6.41) 

де d − дiаметр труби. 

Втрати напору 

.
32

2gd

lv
h




=                                                   (6.42) 

 

Це рiвняння називається формулою Пуазейля. Воно дозволяє 

розраховувати h при ламiнарнiй течiї. Як видно з рівняння 6.42), втрати 

напору лiнiйно залежать вiд середньої швидкостi, що пiдтверджується 

дослiдами (рисунок 6.4). 

Роздiлимо i помножимо праву частину рівняння (6.42) на 2v 
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Отже, гiдравлiчний коефiцiєнт тертя (див. приклад 1 до розділу 5) для 

ламiнарної течiї або коефіцієнт Дарсі  = 64/Re. 

Коефiцiєнт Корiолiса 
 

( )

3
2

33

max 2

0

33

2max

8
3

2 2

8 8

0

1 2

α

2

16 16
2.

8

R

A

R

r
u rdru dA

R

v A u
R

R
R r rdr

R R

 
− 

 = = =
 
 
 

= − = =







                             (6.44) 

 

Таким чином, коефiцiєнт Корiолiса для ламiнарного потоку в круглiй 

трубi дорiвнює двом. 

Можна також довести, що ламiнарна течiя є вихровою. Оскiльки для 

нашого випадку uy = uz= 0, то 
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          (6.45) 

     

Рiвняння вихрової лінії 
 

max max

2 2

.
dy dz

u z u y

R R

=
−

                                             (6.46) 

Звідки 

ydy + zdz = 0,                                            (6.47) 

або  

.
22

22

C
zy

=+                                                 (6.48) 

 

Тобто, вихровi лiнiї − концентричнi кола з центрами на осi труби, 

площини котрих їй нормальнi. 

Викладене у цьому підрозділі показує, як, знаючи закономiрностi неодно-

вимiрної течiї, можна строго перейти до одновимiрного потоку. Дiйсно, рiвняння 

Бернуллi (6.18) разом з рівняннями (6.36), (6.40), (6.43), (6.44) досить повно 

описують стабiлiзований ламiнарний потiк у круглiй трубi (стабілізованим 

називається потік, епюра швидкостей котрого не змінюється вздовж труби або 



каналу). Однак така течiя може існувати тiльки на деякiй вiдстанi вiд входу в 

трубу або її фасонних елементів. У противному випадку епюра швидкостей є 

деформованою. Для такого потоку точних і загальних розрахункових методів 

визначення поля швидкостей, а отже, і закону розподілу дотичних напружень 

величини втрат напору (тиску) і коефіцієнта Коріоліса не існує. 

Якщо вхiд в трубу, наприклад з резервуара, зроблено досить плавним  

(рисунок 6.9), то в початковому перерiзi 1−1 встановиться практично 

рiвномiрний розподiл швидкостей; тiльки частинки, що безпосередньо 

дотикаються до стiнок, мають нульову швидкiсть. Завдяки дiї сил в’язкого тертя 

шари рiдини бiля стiнки гальмуються, а в центральнiй частинi швидкiсть зростає 

(середня швидкiсть є незмiнною). Товща шарiв загальмованої рiдини поступово 

збiльшується, поки по всьому живому перерiзу не встановлюється характерний 

для ламiнарного потоку параболiчний профiль швидкостей (перерiз 2−2). 

Довжина дiлянки, на якiй вiдбувається цей процес (процес стабiлiзацiї), 

називається початковою дiлянкою ламiнарної течiї. Її довжину можна оцінити за 

емпіричною формулою 
 

Lп  0,04d Re.                                               (6.49) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 6.9 – Початкова ділянка ламінарної течії 
 

Таким чином, вище виведенi залежностi, якi дозволяють розрахувати основнi 

характеристики усталеного стабiлiзованого ламiнарного потоку в круглiй трубi. 

 

6.6 ТУРБУЛЕНТНА ТЕЧIЯ В КРУГЛИХ ТРУБАХ 

 

Турбулентний режим течiї в природi та технiцi зустрiчається значно 

частiше за ламiнарний. Тому теорiя турбулентних потокiв має велике практичне 

значення i є об’єктом численних дослiджень, найважливiшi результати котрих 

розглянемо далі. 

 

          6.6.1 Поняття про осередненi параметри. Рiвняння Рейнольдса 

Перехiд вiд ламiнарного режиму до турбулентного вiдбувається при Re, 

близьких до критичного. Фізична природа механiзму цього переходу достатньо 

складна i, незважаючи на численнi дослiдження, остаточно не з’ясована. 

Розглянемо спрощену його модель. 



При Re  Reкр течiя ламiнарна i короткочаснi збурення, що виникають в 

потоцi та «прагнуть» дестабiлiзувати його (перевести в турбулентний режим), 

згасають, так i не виконавши цiєї функції, тобто в ламiнарному потоцi в 

основному за рахунок дiї сил в’язкостi короткочаснi та локальнi спалахи 

турбулентностi гасяться i такий потiк є стiйким. При наближеннi до критичного 

числа Рейнольдса зони турбулентностi, що виникають в потоцi, на окремих його 

дiлянках можуть заповнювати весь перерiз труби, створюючи так званi 

турбулентнi пробки. Цей процес є перехiдним вiд ламiнарного режиму до 

турбулентного. Кiлькiсно його можна охарактеризувати часткою t деякого 

iнтервалу часу T, впродовж якого в даному перерiзi потоку спостерiгався 

турбулентний режим. Величину t/T називають коефiцiєнтом перемiжностi. Зi 

зростанням числа Рейнольдса ця величина також збiльшується i при повнiстю 

турбулентному режимi дорiвнює одиницi. Таким чином, зi зростанням Re, тобто 

вiдношення сил iнерцiї до сил в’язкого тертя, потiк втрачає стiйкiсть, наслiдком 

чого є змiна ламiнарного режиму на турбулентний. 

При змiнi режимiв течiї змiнюється закон опору, що видно з графiка на 

рисунку 6.4, а також розподiлу швидкостей. У перехіднiй областi форма епюри 

швидкостей не зберiгається параболiчною i залежить вiд коефiцiєнта 

перемiжностi. 

Одна з головних властивостей 

турбулентностi − невпорядкованiсть 

руху, тобто рiдкi частинки мають 

досить складнi траєкторiї, а мiсцевi 

швид-костi та iншi параметри не зберi-

гаються незмiнними, навiть якщо течiя 

відбувається з незмiнною витратою. 

Тому, строго кажучи, турбулентний 

потiк не може бути усталеним. Дослi-ди 

показують, що в кожнiй точцi такого 

потоку швидкiсть змiнюється як за 

величиною, так i за напрямом. 

Проекцію швидкості ux у данiй точцi в 

даний момент часу називають 

миттєвою. Змiна її величини у часi 

носить випадковий 

характер. Тому користуватися нею в прикладних розрахунках практично неможливо. 

З iншого боку, безпосереднi вимiри свiдчать, що при турбулентному режимi 

швидкiсть має так звану регулярну частину, вiдносно якої вiдбуваються пульсацiї. 

Розглянемо типовий вид дослiдної залежностi, наприклад проекцiї швидкостi ux у 

деякiй точцi вiд часу при умовi збереження незмiнними граничних умов i витрати 

(рисунок 6.10). Як видно, процес має випадковий, неперіодичний характер. При цьому  
 

xxx uuu += ,     yyy uuu += ,     zzz uuu += ,                      (6.50) 

 

Рисунок 6.10 – Характер  

залежності ux від часу  

при турбулентній течії рідини 



де xu , уu , zu  − регулярні (осереднені) значення проекцій миттєвої швидкості 

(проекції осередненої швидкості);  

     xu , yu , zu − пульсацiйні складові (пульсації швидкості), які можуть бути як 

додатними, так i вiд’ємними. 

Отже, турбулентний рух рiдини характеризується хаотичною змiною 

параметрiв у часi, але при цьому можуть бути видiленi їх статистично точнi 

осередненi значення. Цi значення можна отримати шляхом iнтегрування 

залежностi за промiжком часу T, величина якого повинна бути набагато 

бiльшою за характерний час турбулентної пульсацiї, тобто результат не 

повинен залежати вiд часу осереднення 
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                                            (6.51) 

(для уu і zu аналогічно). 

Для осередненого тиску 
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Осереднене значення пульсацiї швидкостi 
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(для уu  і zu  аналогічно), оскiльки xu   перiодично змiнює знак. Ясно також, що 

( xu )2  0, ( yu )2  0, ( zu )2  0. Якщо в данiй точцi потоку ( xu )2 = ( yu )2 = ( zu )2, 

то турбулентнiсть називається iзотропною, а якщо ця умова справедлива в усiх 

точках потоку, то ще й однорідною. 

Таким чином, принципово неусталений турбулентний рух рiдини, при 

якому параметри хаотично змiнюються, можна розглядати як квазiусталений, 

якщо вiд дiйсних миттєвих параметрiв перейти до їх осереднених значень. 

Такий шлях свого часу запропонував Рейнольдс.  

Користуючись рівнянням нерозривності (3.19), представимо конвективну 

складову прискорення першого рівняння системи Нав’є-Стокса (4.38) так 

(зважаючи на однотипність рівнянь, що складають цю систему, докладно 

розглядатимемо тільки перше): 
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             (6.54) 

Переходячи від миттєвих параметрів до осереднених і враховуючи 

рівняння (6.54), перше рівняння системи (4.38) для квазіусталенної 

турбулентної течії запишемо так:  
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де з урахуванням формули (6.50) 
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Таким чином, рівняння (6.55), а за анологією і два інші рівняння (4.38) 

для квазіусталеного турбулентного руху набирають вигляду 
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Отриману систему називають системою дифрівнянь Рейнольдса для 

турбулентної течії. 



З системи (6.57) видно, що рiвняння Рейнольдса вiдрiзняються вiд рiвнянь 

Нав’є-Стокса не тiльки тим, що замiсть миттєвих параметрiв (швидкостi та тиску) 

використовуються осередненi, але й наявнiстю нових членiв 


1

x


( xxuu  ), ... . Цi 

члени виражають дiю напружень, характерних тiльки для турбулентного потоку. 

Вони породженi пульсаціями швидкостi та називаються турбулентними 

напруженнями. Їх поява в рiвняннях руху є наслiдком формального переходу вiд 

миттєвих швидкостей до осереднених. Фiзично виникнення цих напружень 

пояснюється обмiном кiлькості руху мiж сусiднiми шарами рiдини внаслiдок 

хаотичностi течiї, тобто пульсаціями. 

З урахуванням цього формули для нормальних напружень, котрі 

виникають в рідині, що турбулентно рухається, набирають вигляду:  
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(для ламінарного потоку − це рівняння (4.26). 

Дотичні напруження в турбулентному потоці: 
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(для ламінарного потоку − це рівняння (4.25). 

Отже, в турбулентному потоцi повнi дотичнi напруження складаються з 

в’язкiсних i турбулентних 
 

 = + т .                                                    (6.60) 
 

Першi можуть бути розрахованi згiдно із законом в’язкого тертя 

Ньютона, другi − за формулами: 
 



тxy тyx x y y xu u u u    =  = − = − ; 

 

тxz тzx x z z xu u u u    =  = − = − ;                                    (6.61) 

 

тyz тzy y z z yu u u u    =  = − = − . 

 

Легко помітити, що рівняння Рейнольдса створюють незамкнену систему. 

Її замикання зводиться до встановлення зв’язків між турбулентноми 

напруженнями та іншими змінними, які містяться в рівняннях (6.57). 

Встановити ці зв’язки дозволяють так звані напівемпіричні теорії 

турбулентності.  
 

          6.6.2 Напiвемпiричнi теорiї турбулентностi 

Можна вважати, що розвиток напiвемпiричних теорiй турбулентності 

започаткував Буссiнеск35. 1877 р. вiн запропонував формулу для т, аналогiчну 

формулi Ньютона для  , i цим встановив зв’язок мiж турбулентними 

дотичними напруженнями i осередненими швидкостями 
 

dy

ud

dy

ud
m == ,                                            (6.62) 

 

де   − турбулентна  (віртуальна) в’язкiсть, або коефіцієнт турбулентного 

            перемiшування;  

       − кiнематична турбулентна в’язкiсть. 

Оскiльки надалi мова йтиме тiльки про осередненi параметри потоку, 

рисочку (знак осереднення) далі не ставитимемо. 

Турбулентна в’язкiсть  має ту саму розмiрнiсть, що й молекулярна , але 

вона характеризує не фiзичнi властивостi рiдини, а статистичнi властивостi 

пульсацiйного руху. Тому, як зазначав ще сам Буссінеск, вона не є сталою 

величиною, а залежить головним чином вiд вiдстанi від стiнки труби (дослідні 

графіки цієї залежності будуть наведені далі). Важливо також вiдмiтити, що для 

бiльшої частини потоку (за винятком досить тонкого шару, який безпосередньо 

дотикається до стiнки), турбулентна в’язкiсть набагато бiльша за фiзичну 

(молекулярну). 

У цiлому для турбулентного потоку згiдно з виразом (6.60) можна записати 
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+=+=                                         (6.63) 

 

 
35 Буссінеск Жозеф Валантен (1842–1929) – французький вчений-механік, член Паризької 

академії наук, автор наукових праць у галузі оптики, термодинаміки, теорії пружності, 

гідродинаміки. Зокрема запропонував формулу для вільної поверхні рідини, при її течії у 

пористому ґрунті та напівемпіричну теорію турбулентності, які носять його ім’я. 



Однак уявлення Буссiнеска хоч і було великим кроком на шляху замикання 

рівнянь Рейнольдса, але не привело до остаточного розв’язання задачi опису 

турбулентної течiї, оскiльки на той час був невiдомий закон розподiлу (r) в 

перерiзi труби, а припущення, що  = const, не вiдповiдає дiйсностi та дає 

вiдмiннi вiд дослiдних результати. Крім того, формула (6.62) має деякі 

недоліки, наприклад в несиметричних потоках, як свідчить досвід, турбулентні 

дотичні напруження дорівнюють нулю не в тих точках, де спостерігається 

максимум швидкості (u/y = 0), тощо. 

Першого великого успiху в розробці напівемпіричних теорій 1925 р. 

досяг Людвіг Прандтль36. Вiн запропонував так звану теорiю шляху 

перемiшування (змiшування), яка полягає у такому. При турбулентній течії за 

рахунок пульсацій в потоці відбувається перенос кількості руху від одних 

шарів рідини до інших. Цей процес аналогічний молекулярному переносу при 

ламінарній течії. Відмінність полягає в тому, що носіями імпульсу при 

турбулентному обміні є не молекули, а значно більші за розмірами кінцеві 

об’єми рідини, котрі часто називають «молями». Розглянемо усталений 

турбулентний рух в круглій трубі (рисунок 6.11). Лінії течії його осередненого 

руху є прямими паралельними осі труби. Їх перетинають лінії течії 

пульсаційного руху, котрі проникають з одного шару рідини у інший, 

створюючи при цьому поперечне перемішування цієї рідини. Таке 

перемішування називають турбулентним, або молярним. Перенос кількості 

руху, пов’язаний з турбулентним перемішуванням, викликає турбулентне 

тертя між шарами рідини та тенденцію до вирівнювання поля швидкостей. 

Іншими словами, якщо «моль» рідини у шарi 1 має осереднену швидкiсть u, то 

під впливом турбулентної пульсації, не втрачаючи своєї «індивідуальності», 

він переміщується на вiдстань ln у шар 2, де осереднена швидкiсть дорiвнює u 

+ (du/dy)ln. Головне припущення теорiї Прандтля, яке відрізняє її від 

попередніх, полягає у тому, що шлях мiж шарами 1 i 2 «моль» проходить без 

взаємодiї з iншою рідиною, тобто так, як молекула газу проходить шлях 

вiльного пробiгу. У результатi перемiшування з рідиною шару 2 перемiщена 

маса набуває осередненої швидкості цього шару, а в ньому виникають 

пульсації 

 
36 Прандтль Людвіг (1875–1953) – видатний німецький фізик і гідромеханік, «батько сучасної 

аеродинаміки». Автор успішної напівемпіричної теорії турбулентності, що привела до 

логарифмічного закону розподілу швидкостей у турбулентному потоці. Запропонував теорію 

надзвукової ударної хвилі та на підставі цієї теорії побудував першу надзвукову 

аеродинамічну трубу. Співавтор і до цього часу актуального метода проектування 

надзвукового сопла. У своїй першій великій науковій праці «Течія рідини з малою в’язкістю» 

(1904) Прандтль сформулював основи теорії пограничного шару і пояснив його вплив на 

відрив потоку від твердого тіла та лобовий опір. Ця теорія актуальна і зараз. Прандтль 

заснував власну школу аеродинаміки та разом з іншими вченими став автором теорії крила, 

яка мала великий вплив на розвиток авіацїї. У сфері авіабудування до 1945 р. активно 

співпрацював з рейхсміністерством авіації Німеччини. Також відомі праці Прандтля у галузі 

метеорології та теорії пружності. Ім’ям Прандтля названо один з критеріїв гідродинамічної 

подібності. 
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Рисунок 6.11 – До поняття про довжину шляху перемішування 
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а модуль дотичного турбулентного напруження 
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Величину ln називають довжиною шляху перемiшування (змiшування). 

Як теорiя Буссiнеска, так i теорiя Прандтля задачу знаходження 

залежностi m вiд осереднених швидкостей, а отже, i розрахунку поля 

швидкостей зводять до задачi визначення розподiлу (x; y; z) або ln(x; y; z) у 

перерiзi турбулентного потоку. 

 

6.6.3 Розподiл швидкостей при турбулентнiй течiї в круглiй трубi 

Згiдно з логiкою, що випливає з формули  =  + m, Прандтль запро-

понував умовно дiлити потiк на турбулентне ядро, в якому m   (тобто 

в’язкiсними напруженнями можна нехтувати), i так званий пристiнний шар, в 

якому вплив турбулентних пульсацiй практично вiдсутнiй i тому 

визначальними є в’язкiснi напруження , а m ≈ 0 (рисунок 6.12). Це так звана 

двошарова модель Прандтля. Вважалося, що течiя в пристiнному шарi 

ламінарна, i тому його називали ламiнарним. 

 



У безпосереднiй близькостi вiд 

стiнок, у межах пристiнного шару, 

вирiшальний вплив на течiю має ефект 

прилипання i фiзична (молекулярна) 

в’язкiсть. На стiнцi труби 

ux
 = uy =

 uz =
 0, xu = yu = zu  = 0, а отже, 

турбулентні напруження дорівнюють 

нулю. Тому для пристiнного шару 
 

dy

du
=0 ,              (6.67) 

 

де 0 − дотичне напруження на стiнцi. 

Iнтегрування рівняння (6.67) дає 

.0 Cyu +



=                                                 (6.68) 

При y = 0  u = 0, а отже, i C = 0. 

Таким чином, 




=




=

y
yu 00 ,                                              (6.69) 

з чого випливає, що в межах пристiнного шару швидкiсть розподiляється за 

лiнiйним законом. 

Величина 0 / має розмiрнiсть квадрата швидкостi. Тому 
 

=



u0                                                    (6.70) 

називають динамiчною швидкiстю, або швидкiстю тертя. 

Отже, 

.2


= 

y
uu                                                     (6.71) 

Оцiнимо товщину пристiнного шару. Маючи на увазi, що на його границi  

y = , рівняння (6.71) перепишемо так: 

.



= 



u

u

u
                                                    (6.72) 

Іван Нiкурадзе37 дослiдним шляхом встановив, що права частина рівняння 

(6.72) дорiвнює приблизно 11,6. Тому 
 

 
37 Нікурадзе Іван Ілліч  (1894–1979) – німецький вчений-гідродинамік грузинського 

походження. Після навчання в Гьоттингенському університеті під керівництвом Л. Прандтля 

захистив дисертацію «Спостереження за розподілом швидкостей у турбулентному потоці», в 

якій підтвердив логарифмічний закон розподілення. Провів експерименти, котрі стали 

класичними, з встановлення залежності для гідравлічного коефіцієнта тертя (графіки 

Нікурадзе). 

Рисунок 6.12 – Двошарова 

модель потоку 



.6,11



=

u
                                                (6.73) 

Встановимо зв’язок  з числом Рейнольдса. Для цього скористаємося 

тими самими мiркуваннями, що й для отримання залежностi  вiд P при 

ламінарному режимi (посилання на цю формулу є коректним, оскільки 

міркування, на підставі яких її було отримано, справедливі незалежно від 

режиму течіїї). Саме там була виведена формула (6.43), помножуючи яку на g, 

маємо 

.
2

2v

d

l
P


=                                                 (6.74) 

Пiд час розгляду теорiї подiбностi доведено, що ця формула справедлива 

як для ламiнарного, так i турбулентного режимiв. Рiзниця полягає лише у 

правилах визначення  (у першому випадку  = 64 / Re, у другому − залежнiсть 

має бiльш складний характер). 

Пiдставляючи рівняння (6.74) до рівняння (6.30), дістаємо 

.
84

22 v

ld

Rvl 
=


=                                             (6.75) 

Скориставшись формулою (6.70) ( = 0), 

.
8


= vu                                                      (6.76) 

Отже, формула (6.76) встановлює зв’язок динамiчної швидкостi iз 

середньою. Пiдставляючи цю формулу до рівняння (6.73), 
 


=




=



=

Re
8,328,32

8

6,11
d

vd

d

v
.                       (6.77) 

Звідки випливає, що товщина пристiнного шару зменшується при 

зростаннi числа Рейнольдса. 

Визначимо тепер розподiл швидкостей у турбулентному ядрi потоку. Як 

вже вiдмiчалось, у цiй областi вирiшальну роль вiдiграють турбулентнi 

напруження i тому можна скористатись запропонованою Прандтлем формулою 

(6.66). Тут не вдалося обiйтися без припущень. Перше з них пов’язане з 

довжиною шляху перемiшування. Згiдно з гiпотезою Прандтля 
 

ln = кy,                                                    (6.78) 

де к  0,4 − стала Кармана38. 

 
38 Карман Теодор (1881–1963) – американський інженер і фізик угорського походження, 

видатний фахівець у галузі повітроплавання, учень Л. Прандтля. Вивчав проблеми 

астронавтики. За його ініціативою була створена Міжнародна академія астронавтики (1960) і 

Фон Карманівський інститут гідродинаміки у Бельгії (1956). Працював у багатьох галузях 

гідродинаміки і технологічного прогнозування. Його ім’ям названа послідовність вихорів, 

що виникає при обтіканні рідиною довгих циліндричних тіл (доріжка Кармана), а також лінія 

умовної границі між земною атмосферою і космічним простором (лінія Кармана). 



Друге припущення − про дотичнi напруження. Воно випливає безпосеред-

ньо з характеру епюри швидкостей (рисунок 6.12): у турбулентному ядрi 

градiєнти швидкостi порівняно невеликі та напруження тертя по сутi 

визначаються градiєнтом швидкостi бiля стiнки. Тому Прандтль вважав, що m 

= 0. Отже, формула 6.66) набирає вигляду 
2

22
0 








=

dy

du
yк ,                                           (6.79) 

або з урахуванням формули (6.70) 

.

2

222








=

dy

du
yкu                                            (6.80) 

 

Добувши квадратний корiнь i роздiливши змiннi, дістаємо 
 

y

dy

к

u
du = ,                                                (6.81) 

а пiсля iнтегрування 

Cy
к

u
u +=  ln ,                                             (6.82) 

 

тобто швидкостi в ядрi турбулентного потоку розподiленi за логарифмiчним 

законом. 

Стала iнтегрування визначається з умов на осi труби, де y = R і u = umax. 

Тодi 

max ln
u

C u R
к

= −                                            (6.83) 

i з урахуванням цього 

max ln
u R

u u
к y

= −  ,                                         (6.84) 

 

або у безрозмiрному виглядi епюра швидкостей турбулентного потоку має вигляд 
 

max 1
ln .

u u R

u к y

−
=                                           (6.85) 

 

Звернемо увагу на недолiки отриманого закону. При y → 0 du/dy → , що 

фiзично нереально. Тому формула (6.84) не може описувати розподiл швидкостей 

у безпосереднiй близькостi вiд стiнки. Цього можна було очікувати, оскiльки при 

виведенні логарифмiчного закону не брали до уваги фiзичну в’язкiсть. 

Крiм того, 

0=






 

=
кR

u

dy

du

Ry

,                                             (6.86) 

 



хоча природною умовою є 

.0
Ry

dy

du

=

=







                                               (6.87) 

 

Але незважаючи на цi недолiки, логарифмiчний закон досить точно 

описує розподiл швидкостей в ядрi турбулентного потоку i тому набув 

широкого використання. 

Впровадження двошарової моделi Прандтля, тобто подiл потоку на 

турбулентне ядро i пристiнний шар, привело до специфiчної класифiкацiї 

стiнок труб. Якщо товщина пристiнного шару  бiльша від виступiв шорсткостi 

k, труби називають гiдравлiчно гладкими (рисунок 6.13,б), а якщо   k − 

гiдравлiчно шорсткими (рисунок 6.13,а). 

Слiд звернути увагу на те, що одна й та сама труба залежно вiд товщини 

пристiнного шару може бути в одному випадку гiдравлiчно гладкою, а в 

iншому − шорсткою. 

Як показали численні дослiдження, припущення, до яких довелося 

вдатися при виведенні логарифмiчного закону, не вiдповiдають дiйсностi. Так, 

експериментальнi дослiдження в гiдравлiчно гладкiй прямокутнiй трубi 

завширшки 2H показали, що   0, а дотичнi напруження в потоцi розподiленi 

за лiнiйним законом (рисунок 6.14).  

 

 

 

 
 

                       а 

 

 

 

 
 

                      б 

Рисунок 6.13 – Гідравлічно шорсткі (а)           Рисунок 6.14 – Розподіл дотичних 

    і гідравлічно гладкі (б) труби                         напружень в прямокутній трубі 

 

Не вiдповiдає дiйсностi й гiпотеза про лiнiйну залежнiсть ln вiд y формулі 

(6.78). На рисунку 6.15 зображенi графiки, що характеризують розподiл ln в 

перерiзі круглої труби за дослiдними даними Нiкурадзе i формулами, 

запропонованими рiзними авторами. З рисунка видно, що гiпотеза Прандтля 

(6.78) неправомiрна. 

Не пiдтвердилось i припущення про ламiнарнiсть течiї в пристiнному шарi. 

Як виявилось, турбулентнi пульсацiї бiля стiнки не зникають миттєво, а згасають 

поступово. Схожiсть з ламiнарною течiєю виявляється тiльки в характерi 

розподiлу швидкостей. Таке уявлення пiдтвердилося експериментами, якi були 

проведенi iз застосуванням фотометоду, що наведенi на рисунку 6.16. Таким 



чином, очевидно, що пристiнний шар правильно називати не ламiнарним, а 

в’язким. 

 
1 − формула Прандтля (6.78);  

2 − формула Кармана;  

3 − формула Альтшуля; 

4 − формула Конакова; 

 5 − формула Cаткевича;  

6 − формула Васильєва; 

 − дослiднi данi Нiкурадзе 

(Re = 3,2106). 
 
 

 

 

Рисунок 6.15 – Розподiл ln  в перерiзi круглої труби 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
                                

а                                            б                                     в 

Рисунок 6.16 – Розподіл турбулентних пульсацій поблизу стінки труби: 

а − розподiл поздовжнiх пульсацiй; б − розподiл поперечних пульсацiй; 

в − розподiл добутку пульсацiй 
 

Відомий фахівець у галузі гідромеханіки А. Д. Альтшуль39 вважав, що подiл 

потоку на двi областi є грубою схематизацiєю, яка має штучний характер. 

Спираючись на результати дослiджень другої половини ХХ ст. (деякі з них наведенi 

вище), Альтшуль розробив свою напiвемпіричну теорiю, яка розглядає потiк у 

цiлому i в якiй не вiдкидається та чи iнша складова дотичних напружень. 

Приймаючи вже вiдоме припущення, що 0 = , формулу (6.63) можна переписати у 

виглядi 
 

 
39 Альтшуль Адольф Давидович (1913–1994) – професор Московського інженерно-будівель-

ного інституту ім. Куйбишева. Працював у пректно-пошукових і науково-дослідницьких 

організаціях з роз’язання проблем зрошування заволжських земель. Визнаний фахівець у 

галузі гідравлічних опорів, автор напівемпіричної теорії турбулентності та універсальної 

формули для гідравлічного коефіцієнта тертя, яка носить його ім’я. 



( ) .20
=+=




u

dy
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                                         (6.88) 

 

Як вважав ще Буссiнеск,  може бути подана як добуток деякої швидкостi 

на деяку довжину. Як швидкість Альтшуль прийняв динамiчну швидкiсть u , а 

довжина − вiдстань від стiнки y. Вважаючи залежнiсть  = f(y) лiнiйною, вiн 

прийняв гiпотезу, що 

 = к u y.                                               (6.89) 
 

Як показали теоретичнi та експериментальнi дослiдження (рисунок 6.17), 

формула (6.89) добре пiдтверджується лише поблизу стiнки (в центральнiй 

частинi потоку можна приймати  = const ). 

Таким чином, 
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а пiсля iнтегрування 
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
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Визначивши сталу iнтегруван-

ня з умови, що при y = R u = umax, 

маємо 

maxuu =
1

ln

1

кu y
u

кu Rк











+
−

+

,     (6.92) 

 

або у безрозмiрному виглядi 
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       (6.93) 

 

Перевагою формули (6.90) є те, що на стiнцi труби градiєнт швидкостi 

має кiнцеве значення  

.
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

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dy

du
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                                               (6.94) 

 

Але формула (6.90), як i формула (6.80), дає вiдмiнне вiд нуля значення 

du/dy при y = R, що є наслiдком гiпотези (6.89), котра не пiдтверджується для 

Рисунок 6.17 – Розподіл турбулентної 

в’язкості в круглій трубі  

за дослiдами  

Лауфера (•) і Нуннера (o) 



центральної частини потоку (як не пiдтвердилась i гіпотеза Прандтля про 

лiнiйний закон для ln). Можна вважати, що цей недолiк є спільним для теорiй 

Прандтля i Альтшуля. 

Цього недолiку складно уникнути, якщо навіть скористатися бiльш 

точним законом розподiлу  або ln. Так, наприклад, скориставшись 

апроксимацiйною формулою Д. М. Васильєва 
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                                         (6.95) 

 

можна дістати закон розподiлу швидкостей, який вiдповiдає гiперболiчному 

тангенсу 
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.                                    (6.96) 

Легко переконатися, що і у даному випадку при y → 0 du/dy →  та на осі 

труби du/dy  0. 

Для практичних цiлей можуть використовуватися досить зручнi 

показниковi формули, отриманi шляхом апроксимацiї: 
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Скориставшись ними, можна отримати важливi характеристики турбу-

лентного потоку в круглiй трубi:  
 

1 2
4,5

u R

v y
 − ;                                           (6.99) 

 

max

1 1,2
v

u
 − ;                                          (6.100) 

 

+ 4,0223,0
R

ycp
;                                        (6.101) 

 

+ 65,21 ,                                             (6.102) 
 

де yср − координата точки, у якiй мiсцева швидкiсть дорiвнює середнiй v. 



Розрахованi приблизнi значення цих характеристик наведенi у таблиці 6.1. 

 
Таблиця 6.1 – Приблизні значення гідравлічних характеристик 

 

 0,01 0,02 0,03 0,04 0,06 

n 10 7 6 5 4 

v /umax 0,86 0,82 0,79 0,76 0,71 

ycp /R 0,223 0,232 0,236 0,243 0,250 

 1,03 1,05 1,08 1,12 1,16 
 

Данi четвертого рядка мають великий практичний iнтерес тому, що 

вказують вiдносну вiдстань, на якiй мiсцева швидкiсть дорiвнює середнiй. 

Вимiрявши швидкiсть на цiй вiдстанi, наприклад трубкою Пiто, можна легко 

визначити витрату як добуток цiєї швидкостi на площу живого перерiзу. 

Данi п’ятого рядка також становлять певний iнтерес, оскiльки встанов-

люють величину коефiцiєнта Корiолiса, котрий, як вiдомо, входить в одне з 

найважливiших рiвнянь гiдромеханiки − рiвняння Бернуллi. Звертає на себе 

увагу той факт, що  для турбулентного режиму течiї менший, ніж при 

ламінарному і лише не набагато бiльший за одиницю. Це пов’язане зi значно 

бiльшим ступенем рiвномiрностi поля швидкостей в турбулентному потоцi 

порiвняно з ламiнарним. Фiзично такий факт пояснюється тим, що за рахунок 

турбулентного перемішування вiдбувається обмiн кiлькiстю руху між шарами 

рідини i, як наслiдок, швидкостi в турбулентному стабілізованому потоці 

розподiляються бiльш рiвномiрно. 

                    

6.7 ГIДРАВЛIЧНI ОПОРИ 

 

Практичне використання рiвняння Бернуллi передбачає вмiння розрахо-

вувати втрати напору h, якi є наслiдком виникнення в потоцi дотичних 

напружень , котрі, власне, i є причиною опору течiї. Механiзм виникнення i дiї 

цих напружень, як було показано вище, досить складний. Тому до цього часу 

для переважної бiльшостi випадкiв точного методу визначення h не iснує, а в 

інженерних розрахунках користуються емпiричними або напiвемпiричними 

залежностями. 

Гiдравлiчними опорами прийнято називати всi зовнiшнi (вiдносно 

потоку) дiяння, котрi призводять до втрат рiдиною механiчної енергiї. Як 

показує досвiд, гiдравлiчнi опори зручно подiляти на два види: мiсцевi та по 

довжинi. 

Мiсцевi втрати напору hм  виникають на досить коротких дiлянках, де 

рiзко змiнюється форма граничних поверхонь потоку, що супроводжується 

деформацiєю поля швидкостей. Такi дiлянки називають мiсцевими гiдравлiчними 



опорами; для трубопроводiв – це крани, засувки, повороти, раптовi звуження або 

розширення тощо. 

Втрати напору, якi виникають вздовж рiвномiрного (з незмiнними 

граничними умовами i середньою швидкiстю) потоку, епюра швидкостi якого 

вздовж шляху не змiнюється, називають втратами напору по довжинi hд. 

У реальних гiдравлiчних конструкцiях дiлянки рiвномiрного руху можуть 

перемiнюватися з мiсцевими опорами. При розрахунку повних втрат напору в 

таких конструкціях використовують принцип складання, або метод 

суперпозиції втрат. Згiдно з цим принципом сумарні втрати напору 

дорiвнюють арифметичній сумi втрат на окремих дiлянках рiвномiрного руху i 

у всiх мiсцевих опорах, що розташовані на шляху рідини, 
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де hмi  − мiсцевi втрати у i-му мiсцевому опорi; 

        hдj − втрати по довжинi на j-й дiлянцi рiвномiрного руху. 

Розглянемо окремо правила визначення кожного виду втрат напору. 

 

6.7.1 Втрати напору по довжинi. Графiки Нiкурадзе 

Розглянемо стабiлiзований потiк рiдини у круглiй трубі. Як зазначалося у 

підрозділі 5.4, втрати напору по довжинi у цьому випадку можуть бути 

розрахованими за формулою  

.
2

2

g

v

d

l
hд =                                               (6.104) 

Записана у такому виглядi, вона називається формулою Дарсi i є досить 

зручною, оскiльки справедлива як для ламiнарного, так i турбулентного 

потокiв. Її використання передбачає встановлення залежностей для 

гiдравлiчного коефiцiєнта тертя, або, як його ще називають, коефiцiєнта Дарсi 

. 

На вiдмiну вiд ламiнарного режиму течiї для турбулентного нема 

можливостi отримати залежностi для  строгим теоретичним шляхом. Тому 

єдиний вихiд – побудова емпiричних або напівемпіричних спiввiдношень, якi 

базуються на результатах експериментальних дослiджень. 

Методом аналiзу розмiрностей доведено, що у загальному випадку  

залежить вiд числа Рейнольдса i стану внутрiшньої поверхнi труби, тобто   = f(Re; 

k/d), де k − висота нерiвностей або висота виступiв шорсткостi; (k/d − вiдносна 

шорсткiсть, а обернена величина d/k − вiдносна гладкiсть труби дiаметром d). 

Першi систематичнi дослiдження щодо визначення характеру цiєї залежностi 

провiв Нiкурадзе. Він експериментував з круглими трубами, на внутрiшню 

поверхню котрих був наклеєний калiбрований кварцевий пiсок. Така шорсткiсть 

була рiвнозернистою, чим суттєво вiдрiзнялась вiд природної шорсткостi, яка 

утворюється внаслiдок корозiї, вiдкладень тощо. Проте опубліковані у 1933 р. 



графiки Нiкурадзе (рисунок 6.18) вперше дозволили проаналізувати залежність 

гідравлічного коефіцієнта тертя від числа Рейнольдса і шорсткості внутрішньої 

поверхні труб. 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

Рисунок 6.18 – Графіки Нікурадзе: 

1 − ламiнарний режим; 2 − лiнiя гiдравлiчно гладких труб; 

3 − перехiдна зона (зона змiшаного тертя); 4 − зона гiдравлiчно шорстких 

труб 

Логарифмiчнi координати застосованi для компактностi, а спiвмножник 

100 введений заради виключення вiд’ємних логарифмiв, оскiльки , як правило, 

лежить в межах 0,01−0,05.  

Пізніше у різних лабораторіях проводились численні дослідження 

залежності  = f(d/k; Re) для промислових труб з технічною шорсткістю. 

Отримані результати дещо відрізнялись від даних Нікурадзе, для труб зі 

штучною шорсткістю. Як приклад, на рисунку 6.19 наведено графіки Муріна 

(ламінарний режим на цих графіках не представлений). 

 

 
 



 
 

 

 

 

 

На графіках можна виділити такі зони гідравлічного опору. 

1. Ламiнарний режим течії. 

Дослiднi точки на цiй частинi графiка незалежно вiд величини d/k лежать 

на прямiй 1, тобто експериментально підтверджено, що для ламiнарного потоку 

 залежить тiльки вiд числа Рейнольдса. Причому обробка дослiдних даних дає 

формулу 

Re

64
= ,                                                  (6.105) 

 

що цiлком збігається з теоретичними результатами підрозділу 6.5. 

Пiдставляючи формулу (6.105) до формули (6.104), можна 

пересвiдчитись, що втрати напору при ламiнарному режимi течiї пропорцiйнi 

середнiй швидкостi у першому степенi, що, до речi, пiдтверджується i графiком 

на рисунку 6.4. 

У діапазонi чисел Re  2000 − 4000 вiдбувається перехiд вiд ламiнарного 

режиму до турбулентного. У цьому промiжку потiк є нестiйким; у ньому 

перiодично виникають i згасають турбулентнi пробки. Тому отримати формулу 

для  в цій зоні неможливо. 

2. Область гiдравлiчно гладких труб (або зона гладкостiнної течiї). 

Як i при гладкостінній течії, усi дослiднi точки створюють одну лінію 2. 

Отже, гiдравлiчний коефiцiєнт тертя також не залежить вiд шорсткостi. Фiзично 

це можна пояснити тим, що виступи шорсткостi повнiстю зануренi у в’язкий 

пристiнний шар, тому не вносять збурення в турбулентне ядро потоку. 

Рисунок 6.19 – Графік Муріна: 

2 – гiдравлiчно гладкi труби; 3 − перехiдна область;  

4 – автомодельна область 



Для гiдравлiчно гладких труб справедлива формула Блазiуса40 
 

25,0Re3164,0 −= .                                        (6.106) 

Умовою її застосування є 

10Re 
d

ke ,                                               (6.107) 

де ke – еквівалентна шорсткість, мм. 

Якщо формулу (6.106) пiдставити до формули Дарсi, то видно, що втрати 

напору при гладкостiннiй течiї пропорцiйнi v1,75 . 

3. Перехiдна область (або область змiшаного тертя).  

Вона обмежується ліворуч лiнiєю гладкостiнної течiї, а праворуч − 

штриховою лiнiєю. Можна бачити, що у цiй зонi кожна крива вiдповiдає 

певному значенню d/k, тому  залежить як вiд числа Рейнольдса, так i вiд 

вiдносної шорсткостi. Вплив останньої пояснюється тим, що збiльшення Re 

приводить до зменшення товщини в’язкого шару i виступи шорсткостi 

починають проникати в турбулентне ядро потоку. 

Для перехiдної областi найбiльш поширеною є формула Альтшуля, яка 

була отримана на основі його напівемпіричної теорії та дослідних даних, 
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Втрати напору в цiй областi пропорцiйнi середнiй швидкостi у степенi вiд 

1,75 до 2,0. Тому перехiдну область ще називають зоною доквадратичного 

опору. Її границi 

.500Re10 
d

ke                                           (6.109) 

 

4. Область гiдравлiчно шорстких труб (або автомодельна область).  

Вона знаходиться праворуч від штрихової лінії. Очевидно, що тут 

коефiцiєнт Дарсi не залежить вiд Re. Це пояснюється тим, що зростання числа 

Рейнольдса приводить до все бiльшого стоншення в’язкого шару i нарештi 

настає момент, коли збiльшення Re вже не викликає скiльки-небудь помiтного 

зменшення . Виступи шорсткостi практично повнiстю знаходяться в ядрi 

потоку. Границя автомодельної областi 

500Re 
d

ke ,                                             (6.110) 

 

а число Рейнольдса, при якому в данiй трубi настає автомодельнiсть, називають 

граничним числом Рейнольдса (Reгр). 

 
40 Блазіус Пауль Ріхард Генріх (1883–1970) – німецький гідромеханік, учень Л. Прандтля. 

Працював у Гьоттингенському університеті та Інженерній школі Гамбурга, запропонував 

формулу для гідравлічного коефіцієнта тертя, яка носить його ім’я. 



Гiдравлiчний коефiцiєнт тертя може бути розрахований за формулою 

Шифрiнсона 
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У цiй областi втрати напору пропорцiйнi квадрату швидкостi. Тому її 

часто називають зоною квадратичного опору. 

Легко пересвiдчитися, що формула Альтшуля в граничних випадках 

(гiдравлiчно гладкi труби та гiдравлiчно шорсткi труби) перетворюється у 

формули (6.106) i (6.111). Тому вона є унiверсальною, тобто придатною для 

розрахунку  у будь-якому випадку турбулентної течії. 

Особливого розгляду потребує питання впливу на  шорсткостi. Справа у 

тому, що цей вплив залежить не тiльки вiд висоти виступiв нерiвностей, а й вiд 

iнших характеристик, наприклад гостроти виступiв, вiдстанi мiж ними тощо. 

Якимось чином врахувати усi особливостi геометрiї шорсткостi неможливо. 

Тому в гiдромеханiцi використовується так звана еквiвалентна шорсткiсть kе − 

така фіктивна рiвнозерниста шорсткiсть, яка при рiвних умовах за 

результатами розрахункiв дає такi самі втрати напору, що i дiйсна 

шорсткiсть. 

Величина kе для рiзних видiв труб визначається експериментально i 

наводиться в довiдниках з гiдравлiки. 

Можна бачити, що вiдмiність графіків Нікурадзе і графіків для труб з технічною 

шорсткістю стосується насамперед перехідної зони: для промислових труб з 

нерiвномiрною шорсткiстю перехiд вiд гладкостiнної течiї до зони квадратичного 

опору є плавним. Це пояснюється тим, що при зростаннi Re i вiдповiдному зменшеннi 

 у стикання з турбулентним ядром виступи шорсткості вступають поступово. 

 

          6.7.2 Мiсцевi втрати напору 

Як вже зазначалося, мiсцевi втрати енергiї виникають на дiлянках потоку, 

де рiзко змiнюється його кiнематична структура (розподiл швидкостей) пiд 

впливом рiзкої змiни граничних умов. Будь-яка деформацiя епюри швидкостей 

супроводжується виникненням додаткових дотичних напружень в потоцi, а 

отже, переходом частини його механiчної енергiї в тепло, тобто втратами 

напору. Крiм того, в бiльшостi мiсцевих опорiв можуть спостерiгатися так званi 

вихровi зони. Механiзм їх виникнення розглянемо на прикладi раптового 

розширення. 

Внаслiдок дії сил iнерцiї струминки рiдини не можуть точно повторити 

контури прямого кута В (рисунок 6.20). Тому за ним утворюється застiйна 

вихрова зона, границi котрої вiдмiченi штриховою лiнiєю ВК, а основний рух 

вiдбувається нижче від цiєї лiнiї.  

 

 



Завдяки розширенню основного 

потоку за кутом В середня швидкiсть 

зменшується, а тиск пiдвищується. Це 

сприяє виникненню поблизу стiнки 

труби зворотної течiї (її напрям вказано 

стрiлкою). Зрозумiло, що на пiдтримку 

цiєї «некорисної» циркуляцiйної течiї 

витрачається певна частина механiчної 

енергiї потоку. Розглянута течiя є 

вiдривною. 

Мiсцевi втрати напору розра-

ховуються за формулою Вейсбаха41  
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= ,          (6.112) 

де v − середня швидкiсть, як правило, за  

мiсцевим опором; 

      − коефiцiєнт мiсцевих втрат. 

Коефiцiєнт  у загальному випадкузалежить вiд числа Рейнольдса i 

конфiгурацiї (форми) мiсцевого опору.  

Теоретичний розрахунок  можливий для досить обмеженого числа найбiльш 

простих випадкiв. 

Знову розглянемо раптове розширення. Для двох перерiзiв 1−1 i 2−2 

запишемо рiвняння Бернуллі 
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Вважаючи, що вiсь труби горизонтальна (z1 = z2), вiдстань мiж перерiзами 

незначна (hд  0, i тому втрати між означеними перерізами складаються лише 

з місцевих втрат у раптовому розширенні h = hр) та приймаючи 1 = 2  1, 

перепишемо його у такому виглядi: 
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З теореми iмпульсiв, яка буде розглянута докладно у підрозділі 6.12, 

випливає, що 

 (P1−P2) A2 = Q(v2−v1).                                    (6.114) 
 

 
41 Вейсбах Юліус (1806–1871) – саксонський математик і гідромеханік. Вивчав витікання 

рідини крізь отвори і насадки, гідравлічні опори. Основна наукова праця – «Підручник з 

інженерії і механіки машин» (1845) – стала класичною і витримала багато перевидань. 

Запропонував формулу для втрат напору у місцевих опорах, яка носить його ім’я. 

Рисунок 6.20 – 

Раптове розширення 



Роздiливши останнiй вираз на g i скориставшись рiвнянням 

нерозривностi, маємо 

1 2 2 2
2 2 1( )

P P v A
A v v
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−
= − ,                                  (6.115) 

або 
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Пiдставляючи вираз (6.116) до формули (6.113), дістаємо 
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що нарештi дає 
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Таким чином, втрати напору при раптовому розширеннi 

дорiвнюють швидкiсному напору вiд втраченої швидкостi . Цей результат 

називають теоремою Борда42. 

Якщо в формулі (6.118) з урахуванням рiвняння нерозривностi провести 

нескладнi перетворення, то 
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а з урахуванням формули Вейсбаха 
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h pp =                                                (6.120) 

 

Якщо d2 = d1, то p = 0. Якщо d2  d1, то виникає невизначенiсть, оскiльки 

p → , а v2 → 0. Тому hp  зручно розрахувати за швидкістю v1. 
 

.
2

2
1

g

v
h pp =                                                (6.121) 

Легко довести, що  
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42 Борда Жан-Шарль (1733 – 1799) – французський математик, фізик, геодезист, інженер, 

політолог, генерал-майор флоту, член Академії наук Бордо і Королівської академії флоту. 

Вивчав питання опору тіл, що рухаються у рідині (дійшов висновку про квадратичну 

залежність опору від швидкості), водяні колеса та насоси, витікання рідини крізь малі 

отвори. Автор формули для втрат напору при раптовому розширенні, яка носить його ім’я. 



а величина p  знаходиться в межах вiд 0 до 1. 

Для випадку раптового звуження широко використовується приблизна 

формула Iдельчика 

з 
2

2

2

1

0,5 1
d

d

 
= − 

 
,                                        (6.123) 

де d1 i d2 − дiаметри труби до i пiсля звуження. 

Iснують й iншi приклади теоретичного розрахунку коефiцiєнта мiсцевих 

втрат, але для переважної бiльшостi випадкiв  може бути визначений лише на 

підставі дослiдiв, за результатами котрих креслять графіки  = f(Re). Як 

приклад на рисунку 6.21 показанi дослiднi кривi залежностi  витратомірноих 

дiафрагм вiд Re. 

При малих Re течiя рiдини крiзь мiсцевi опори є безвiдривною, тобто 

вихровi зони не утворюються, а втрати обумовленi тiльки дiєю сил в’язкого 

тертя i пропорцiйнi швидкостi в першому степенi. При цьому 

Re

A
= ,                                                   (6.124) 

де A − коефiцiєнт, який залежить вiд виду (геометричної форми) мiсцевого опору. 

Формула (6.124) справедлива для областi ліворуч вiд лiнiї ВС. 

Зростання числа Рейнольдса приводить до появи вихрових зон, i в 

деякому iнтервалi Re (мiж лiнiями ВС i DЕ) вплив на втрати сил в’язкостi та 

руху в застiйних зонах спiльновимiрний. Причому чим сильнiше деформується 

потiк в мiсцевому опорi, тим ранiше (тобто при менших значеннях Re) 

виникають вихровi зони та лiнiйна залежнiсть (6.124) переходить у бiльш 

складну 

n

A

Re
= .                                                  (6.125) 

 

 

   

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

Рисунок 6.21 –  Залежність коефіцієнтів місцевих втрат діафрагм  

від числа Рейнольдса, за даними Н. В. Левкоївої 



Подальше зростання Re приводить до того, що втрати на 

вихоровиникнення стають визначаючими, а вплив в’язкостi − практично 

непомiтним. Лiнiя DЕ вiдмiчає початок автомодельностi за Re, тобто коефiцiєнт 

мiсцевих втрат у цiй зонi залежить тiльки вiд конфiгурацiї мiсцевого опору. 

Число Рейнольдса, при якому для даного опору починається автомодельна 

область, як i у випадку з гiдравлiчним коефiцiєнтом тертя, є граничним (Reгр). 

Зрозумiло, що втрати напору при цьому пропорцiйнi середнiй швидкостi у 

другому степенi. Тому автомодельну область можна називати зоною 

квадратичного опору. 

У загальному випадку коефiцiєнт мiсцевих втрат може бути розрахований 

за формулою, запропонованою Альтшулем, 
 

Re
кв

A
 = +  ,                                            (6.126) 

де кв − коефiцiєнт втрат даного опору в квадратичнiй зоні опору. 

Як показали численнi дослiди, величини Reгр i кв залежать вiд 

конфiгурацiї мiсцевого опору. Чим бiльше рiзко змiнюється кiнематична 

структура потоку, тим бiльший кв  i тим ранiше настає автомодельнiсть. 

Величини кв i A, отриманi експериментальним шляхом для рiзноманiтних 

мiсцевих опорiв, наводяться у довiдниках з гiдравлiки. 

 

         6.7.3 Взаємний вплив мiсцевих опорів. Дiлянка гiдродинамiчної стабiлiзацiї 

Як зазначалося, подолання потоком мiсцевого опору супроводжується дефор-

мацiєю поля швидкостей. Дiлянка, протягом котрої епюра швидкостей стабiлi-

зується, тобто набирає незбуреного вигляду, називається дiлянкою гiдроди-

намiчної стабiлiзацiї. Деформована епюра наближається до стабiлiзованої 

асимптотично. Тому питання про довжину дiлянки стабiлiзацiї lст, по суті, є 

питанням угоди про те, яку епюру вже можна вважати стабiлiзованою, а яку ще нi. 

Вважають, що коли всі швидкостi даної епюри вiдрiзняються вiд вiдповiдних 

швидкостей явно стабiлiзованої епюри менше ніж 1 %, то потiк в цілому є 

стабiлiзованим. 

Iснують рiзнi критерiї, що характеризують ступiнь деформацiї поля 

швидкостей. Одним з них є коефiцiєнт Корiолiса. Очевидно, що у випадку 

вiдмiнностi  у даному перерiзi вiд коефiцiєнта Корiолiса стабiлiзованого потоку 

ст епюру швид- 

костей у цьому перерізі слiд вважати деформованою. 

Роботи, проведені під керівницвом Ю. М. Константинова, дозволили вста-

новити, що lст можна представити як суму довжин двох ділянок l1 i l2; перша з них 

залежить вiд коефіцієнта місцевих втрат , а друга вiд гiдравлiчного коефiцiєнта 

тертя  (типовий графiк змiни коефіцієнта Коріоліса потоку за мiсцевим опором 

показаний на рис. 6.22). Ця залежність апроксимована формулою 
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З поняттям дiлянки гiдродинамiчної стабiлiзацiї пов’язанi особливостi 

взаємного впливу мiсцевих опорiв. При гiдравлiчному розрахунку 

трубопроводiв повна втрата напору визначається як сума втрат усiх видiв. 

Наприклад, повна втрата напору в трубi довжиною l i дiаметром d, на якiй 

розташовано n мiсцевих опорiв, становитиме  
2 2
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h h h

d g g= =

 =  +  =  +                             (6.128) 

Нагадаємо, що таке арифметичне 

складання називається методом 

суперпозицiї втрат. Вiн дає правильний 

результат лише у тих випадках, коли 

довжини прямолiнiй-них дiлянок 

трубопроводу мiж окремими мiсцевими 

опорами достатнi для стабiлi-зацiї потоку. 

Якщо ця умова не витримується, то 

вiдбувається взаємний вплив опорiв, 

причому вiн може привести як до 

збiльшення коефiцiєнта мiсцевих втрат 

усiєї системи  відносно до арифметичної 

суми  окремих опорiв, так i до його 

зменшення. Це залежить вiд особливостей 

взаємного розташування мiсцевих опорiв. 

Як приклад розглянемо 

результати експериментального 

дослiдже-ння взаємного впливу двох 

прямокутних поворотiв на 90о 

(рисунок 6.23). Як видно з графiкiв, 

при П-по-дібнiй компоновцi 

коефiцiєнт опору системи менший за 

арифметичну суму двох окремо 

взятих поворотiв . Це 

пояснюється тим, що, пройшовши 

перший поворот, потiк набу-ває 

такого розподiлу швидкостей, який є 

«зручним» для другого, тобто на 

другому поворотi перебудова епюри 

швидкостей незначна. При Z-

подібнiй компоновцi − все навпаки. 

Пiсля першого повороту потiк набу-

ває такої епюри швидкостей, яка в 

другому зазнає бiльшої деформацiї 

щодо випадку, коли потiк на пiдходi  

до цього повороту був би стабiлiзо ваний. Цим пояснюється, що   . 

Рисунок 6.22 – Змiна коефіцієнта 

Коріоліса потоку після дiафрагми 

з d0 /d = 0,245 

Рисунок 6.23 – Взаємний вплив  

двох поворотів на 90°,   

за даними М. М. Верьовкіна: 

1 – Z-подібна компоновка;  

2 − П-подібна компоновка 



У мiру зростання вiдстанi мiж опорами i у першому, i у другому випадках 

їх взаємний вплив зменшується. Обидвi кривi асимптотично наближуються до 

лiнiї, що вiдповiдає . Очевидно, що коли вiддалення мiж поворотами 

становитиме довжину дiлянки гiдродинамiчної стабiлiзацiї, взаємний вплив 

місцевих опорів зникне. 

 

6.7.4 Кавiтацiя в мiсцевих опорах 

Розглянемо течію краплинної рiдини крiзь мiсцевий опiр, в якому 

вiдбувається звуження потоку. Вiдповiдно до рiвняння Бернуллi тиск у її 

вузькiй частинi знижується. Якщо вiн падає нижче від тиску паровиникнення 

Pп, котрий вiдповiдає температурi рiдини, то в потоцi зароджуються 

парогазовi бульбашки − виникає процес холодного кипiння. Слово «холодне» 

означає, що процес може вiдбуватися при температурах, значно нижчих за тi, 

при яких рiдина закипає при атмосферному тиску, тобто виникнення 

парогазових бульбашок досягається не шляхом пiдвищення температури, а за 

рахунок зниження тиску. Рухаючись з потоком, бульбашки потрапляють у 

частину труби, де тиск зростає. У деякому перерiзi вiн стає бiльшим за Pп, i 

вiдбувається процес конденсацiї. У мiсцi конденсацiї виникає рiзке 

пiдвищення тиску та температури. Причому це пiдвищення настiльки велике, 

що у випадку конденсацiї на твердiй поверхнi виникає її ерозiя (руйнування). 

Тому кавiтацiя негативно впливає на роботу обладнання i супроводжується 

шумом та вiбрацiєю. Зрозумiло, що робота гiдравлiчних систем у 

кавiтацiйному режимi недопустима. 

Таким чином, пiд кавiтацiєю розумiють сукупнiсть фiзико-хiмiчних 

процесiв, що супроводжуються виникненням i конденсацiєю парогазових 

бульбашок. Незважаючи на уявну простоту визначення, кавiтацiя є комплексом 

досить складних і швидкоплинних процесiв. Важливу роль в них вiдiграють 

динамiка вiльних поверхонь, турбулентнiсть, дифузiя, фазовi переходи тощо. 

Тому i на цей час теорiя кавiтацiї розроблена неостаточно. 

Розрiзняють двi основнi стадiї кавiтацiї. Початкова стадiя 

характеризується виникненням i зростанням бульбашок. При зростаннi вони 

можуть зливатися, створюючи так званi каверни, форма яких залежить вiд 

конфiгурацiї твердих границь потоку i його гiдродинамiчних параметрiв. 

Поява каверн, заповнених парами i газом, вiдповiдає другiй стадiї − 

розвиненiй кавiтацiї. 

Основним параметром, який характеризує можливiсть виникнення 

кавітації, є безрозмiрне число кавiтацiї 
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де P1 i v1 − тиск i середня швидкiсть потоку перед мiсцевим опором; 

     Pкр − тиск, при якому виникає кавiтацiя (часто приймають Pкр = Pп). 

 



Значення , при якому виникає 

кавiтацiя, називається критичним (кр). 

Його величину для кожного мiсцевого 

опору визначають експериментально. 

Як показали дослiдження, 

виникнення в мiсцевому опорi кавiтацiї 

призводить до рiзкого пiдвищення його 

коефiцiєнта втрат. Як приклад на рисунку 

6.24 наведені дослідні криві залежності 

коефіцієнта місцевих втрат регулюю чого 

клапана від числа кавітації, отримані під 

керівництвом А. Д. Альтшуля. Як видно, 

при   кр течія безкавітаційна і  є 

величиною практично сталою, а при         

  кр відбувається різке зростання . 

Кавітація може виникати не тiльки 

там, де зменшується площа живого 

перерiзу. Уникнення кавiтацiї є 

важливою задачею при експлуатацiї 

насосiв; кавiтацiя може виникати на 

поверхнi судових гвинтiв тощо. 

 

6.8 ВИТIКАННЯ РIДИНИ КРІЗЬ ОТВОРИ ТА НАСАДКИ 

 
6.8.1 Витікання рідини крізь малі отвори та насадки під дією сталого тиску 

У багатьох випадках iнженерної практики виникає задача визначення 

витрати при витiканнi рiдини крізь отвори в стiнцi резервуара або крізь коротку 

трубу спецiальної форми (насадок). 

Розглянемо витiкання рiдини в атмосферу крізь малий отвiр дiаметром d0 у 

тонкiй стiнцi (отвiр називають малим, якщо в рiзних його точках тиск можна 

вважати незмiнним; стiнку називають тонкою, якщо її товщина   0,2 d0). 

Як показують дослiди, струмина рiдини при виходi з отвору стискається i 

на вiдстанi приблизно 0,5d0 набуває найменшої площі живого перерiзу Aст. Це 

вiдбувається тому, що рiдина всерединi резервуара притiкає до отвору в 

радiальному напрямі та, досягши краю отвору, через iнерцiйнiсть не може 

раптово змiнити напрям свого руху. Якщо стиснення вiдбувається по всьому 

периметру отвору, то воно називається повним (у противному разі − неповним). 

Якщо, крiм того, стiнки i дно резервуара нiяк не впливають на процес 

стиснення, то воно називається досконалим (у противному разі − 

недосконалим). 

 

 

Рисунок 6.24 – Залежність 

 регулюючого клапана від   



З метою виводу формули для витрати 

застосуємо рiвняння Бернуллi до перерiзів 1−1 

(рисунок 6.25) (вiльна поверхня рiдини в 

резервуарi) i 2−2 (стиснутий перерiз струмини). 

Площу вiльної поверхнi будемо вважати 

великою, тому швидкісним напором у перерiзi 

1−1 знехтуємо, а рiвень H розглядатимемо як 

незмінний. Якщо площину вiдлiку 0−0 

провести через вісь отвору, а тиск P1 

вважати надлишковим, то рiвняння Бернуллi 

для потоку в’язкої рідини (6.18) з 

урахуванням формули (6.112) набирає 

вигляду 
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де  − коефiцiєнт мiсцевих втрат в отворі; 

         vст − середня швидкість у стиснутому перерізі струмини; 

         ст – коефіцієнт Коріоліса у стиснутому перерізі. 

Розв’язуючи рівняння (6.130) вiдносно швидкостi у стиснутому перерiзi, 

маємо 
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Величину 
ст+

=
1

 називають коефiцiєнтом швидкостi. 

Якщо розглядати iдеальну рiдину ( = 0, ст = 1), тиск на вільній поверхні 

якої P1 атмосферний, то з формули (6.131) дістаємо формулу Торрiчеллi43 
 

,2gHvст =                                                (6.132) 

 

яка показує, що швидкiсть витiкання iдеальної рiдини визначається висотою 

стовпа H. 

 

 
 

43 Торрічеллі Еванджеліста (1608–1647) – італійський математик і фізик, учень Галілея. 

Автор концепції про атмосферний тиск, першим сконструював барометр. У механіці 

розвинув ідеї Галілея і сформулював принцип руху центра ваги тіла. Сформулював закон 

витікання рідини крізь отвір у стінці відкритої посудини і вивів формулу для визначення 

швидкості, яка носить його ім’я. 

Рисунок 6.25 – Витікання рідини 

 з резервуара крізь малий отвір 
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Замiсть площi струмини у стиснутому перерізі Аст зручнiше користуватись 

площею отвору A0. Тодi, назвавши вiдношення  

0A

Aст=             (6.134) 

 

коефiцiєнтом стиснення 

струмини, дістаємо 
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або зрештою, 
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де  =   − коефiцiєнт витрати. 

На рисунку 6.26 наведенi гра-

фiки залежностi , ,  для малого 

отвору в тонкiй стiнцi вiд числа 

Рейнольдса. Можна вважати, що при 

Re  105 всi коефiцiєнти перестають залежати вiд цього критерію. 

Якщо стiнка, крізь отвiр в якiй вiдбувається витiкання, має значну товщину 

відносно до d0, то характер витiкання може якiсно змiнитися. Така сама змiна 

вiдбудеться у випадку приєднання до отвору короткої труби того самого 

діаметра – насадка. На рисунку 6.27 показанi найбiльш типовi насадки. 

Розглянемо витiкання крізь зовнiшнiй цилiндричний насадок. 

Рисунок 6.26 – Залежність коефіцієнтів 

, ,  від числа Рейнольдса,  

за даними А. Д. Альтшуля 
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Рисунок 6.27 –  Види насадків: 

а − зовнiшнiй цилiндричний насадок; б − конiчний розхильчастий насадок;                                      

в − конiчний збiжний насадок; г − внутрiшнiй цилiндричний насадок;д − коноїдальний 

насадок 

При входi в такий насадок струмина стискається так само, як i при 

витiканнi крізь отвiр. Але оскiльки вона обмежена стiнками, то створюється 

вихрова кiльцева зона. За стиснутим перерiзом струмина розширюється i на 

виходi заповнює весь перерiз. Швидкiсть у стиснутому перерiзi більша, нiж у 

вихiдному, тому згiдно з рiвнянням Бернуллi тиск у першому менший за 

зовнiшнiй. Якщо зовнiшнiй тиск дорiвнює атмосферному, то у кільцевiй зонi 

виникає вакуум. Оскiльки вакуум сприяє витiканню, то коефiцiєнт витрати у 

насадка бiльший, ніж у отвора. Отже, при iнших рiвних умовах витрата через 

насадок буде більшою, нiж крізь отвiр (для насадка також можна користуватися 

формулою (6.136). І хоча використання насадка призводить до збiльшення 

коефiцiєнта втрат, при довжинi насадка lн = (3...4)dн, як свiдчать розрахунки i 

експериментальнi данi, додатковi втрати меншi за абсолютну величину 

вакууму. У таблиці 6.2 наведенi характеристики витiкання води з деяких 

отворiв i насадкiв. 

Таблиця 6.2 – Коефіцієнти швидкості, стиснення і витрати насадків 
 

Тип отвору або насадка    

Круглий малий отвiр у тонкiй стiнцi 0,97 0,62...0,64 0,61 

Зовнiшнiй цилiндричний насадок 0,82 1 0,82 

Внутрiшнiй цилiндричний насадок 0,71 1 0,71 

Конiчний збiжний насадок 0,963 0,982 0,946 

Конiчний розхильчастий насадок ( = 8о) 0,45 1 0,45 

Коноїдальний насадок 0,98 1 0,98 

 



6.8.2 Витікання рідини крізь великі отвори під дією сталого напору 

Якщо отвір у тонкій стінці має такі 

розміри та форму, що у різних його 

точках тиск неможна вважати 

однаковим, то це слід враховувати при 

визначенні витрати. Нехай напори у 

верхній і нижній точках отвору 

довільної форми (рисунок 6.28) 

становлять H1 і H2, а залежність 

ширини отвору від вертикальної 

координати b(h) відома. Якщо 

елементарна витрата крізь елементарну 

площадку dA0(h)  
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то витрата крізь весь отвір 
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Вважалося, що коефіцієнт витрати  = const, хоч це і є спрощенням. 

Якщо b не залежить від глибини занурення h (отвір прямокутної форми), 

то рівняння (6.138) легко проінтегрувати 
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Представляючи напори H1 = Hц − a /2 і H2 = Hц + a /2, де Hц – глибина 

занурення центру ваги прямокутного отвору; a − його висота, формулу (6.139) 

можна переписати так: 
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Розклавши вирази у круглих дужках в ряд за формулою бінома Ньютона 

(обмежимося чотирма складовими) 
 

3
3 1 1 32 3

2
2 2 2 2

3 3 3

2 2 2 8 4 48 8
ц ц ц ц ц

a а а а
H H H H H

− − 
+ = + + − 

 
            (6.141) 

та 

Рисунок 6.28 – Витікання  

рідини з резервуару  

крізь великий отвір 
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вираз в квадратних дужках зводиться до вигляду 
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Нехтуючи другим членом у круглих дужках правої частини рівняння, 

отримуємо формулу для витрати крізь великий отвір при незмінному напорі у 

прийнятій раніше і зручній для розрахунків формі 
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6.8.3 Витікання рідини крізь малий отвір під дією змінного напору 

Розглянемо резервуар довільної 

форми, з якого відбувається витікання 

рідини з витратою Q і в який одночасно 

надходить витрата Q0 (рисунок 6.29). 

Якщо рівень у резервуарі H1 менший від 

рівня H0, котрий відповідає витраті Q0     

(Q0 = A0 02gH ), то резервуар буде 

наповнюватися, поки не встановиться 

рівність витрат. Якщо H1  H0, то рівень 

буде знижуватися, аж поки знов-таки не 

встановиться рівність витрат.  

Визначимо час зміни рівнів від H1 

до H2, вважаючи, що H1  H2  H0.  

За елементарний відрізок часу dt 

приплив   рідини   в   резервуар   складе 

0 0 02Q dt A gH dt=  ,    а   витече     об’єм 

dtghAdtQ 20= , де h − плинне значення напору. Тоді зміна об’єму рідини в 

резервуарі за час dt 
 

( )0 0 0 0 02 2 2dV A gH dt A ghdt A g H h dt=  −  =  − .       (6.145) 

 

Внаслідок цього рівень зміниться на величину dh і 
 

( )0 0( ) 2dV dhA h A g H h dt= =  − ,                       (6.146) 

або 

Рисунок 6.29 – Витікання рідини 

крізь малий отвір під дією 

змінного напору 
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де A(h) – плинне значення площі вільної поверхні. 

Час, за який рівень зміниться від H1 до H2,  
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Зробимо таку заміну змінних: 
0H h y− = . Тоді 

0h H y= −  і 

( )02dh H y dy= − − .          

Таким чином, для випадку A = const 
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Після інтегрування дістаємо 
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Якщо в резервуар не надходить рідина, то H0 = 0 і (6.150) спрощується до 

вигляду 
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Час повного випорожнення резервуара (H2 = 0) 
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Отже, час повного 

випорожнення резервуара дорівнює 

відношенню подвоєного об’єма 

рідини до початкової витрати. З 

цього випливає, що при сталому 

напорі даний об’єм рідини витече 

вдвічі швидше, ніж при повному 

випорожненні. 

Тепер розглянемо витікання 

рідини під рівень при змінному 

напорі – рідина перетікає з одного 

резервуара в інший (рисунок 6.30). 
Рисунок 6.30 – Витікання рідини під 

рівень при змінному напорі 



У кожен момент часу витікання відбувається під дією змінного напору h.  

За час dt з першого резервуара в другий перетече об’єм dV = Qdt = dtghA 20 . 

За цей час рівень в першому резервуарі зменшиться на dh1, а в другому 

збільшиться на dh2, що приведе до зміни діючого напору на − dh = dh1 + dh2 (знак 

«мінус» вказує на те, що приріст діючого напору від’ємний), або dh = − dh1 − dh2. 

Очевидно, що 

dV = A1(h)dh1 = A2(h)dh2,                                 (6.153) 

або 

dtghA 20 = A1(h)dh1.                                    (6154) 
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а час, за який діючий напір зміниться від H1 до H2, 
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(тут, як і раніше, вважалося, що  = const). 

З формули (6.153)  
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Підставляючи це значення до формули (6.156), дістаємо 
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Якщо площі вільних поверхонь рідини в резервуарах не залежать від 

вертикальної координати, то формулу (6.160) легко проінтегрувати 
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Час повного вирівнювання рівнів в резервуарах 
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6.9 ГIДРАВЛIЧНИЙ РОЗРАХУНОК ТРУБОПРОВОДIВ 

 

Розрахунок трубопровідних мереж − одна з головних задач гiдравлiки. 

Залежно вiд постановки задачі розрiзняють конструкторський розрахунок, 

коли, як правило, за заданою витратою необхiдно обрати оптимальний дiаметр 

мережi та визначити напiр, що забезпечить цю витрату, та перевiрочний, коли 

мережа i обладнання на нiй вже функціонують, а треба визначити дiйсну 

витрату. 

Трубопроводи незмінного діаметра, які не мають паралельних дiлянок i 

вiдгалужень, називаються простими. У противному разі вони є складними.  

Трубопроводи також подiляють на так званi довгi, в яких втрати напору по 

довжинi становлять не менше ніж 90−95 % вiд загальних, i короткi, в яких 

мiсцевi втрати становлять бiльше 5−10 %. Крiм того, течiя в мережi може 

вiдбуватися завдяки роботi насоса (їх називають трубопроводами з насосною 

подачею) i рiзницi п’єзометричних напорiв в резервуарах, мiж якими ця течiя 

вiдбувається. У технiцi бiльш поширеним є перший випадок.  

 

        6.9.1 Характеристика простого трубопроводу з насосною подачею 

Розглянемо простий трубопровiд з насосною подачею (рисунок 6.31). 

Частину магiстралi до 

насоса називають всмок-

тувальною, а пiсля − 

нагнiтальною. Позначимо через 

e1 i e2 втрати питомої енергiї 

на цих дiлянках. Рух будемо 

вважати усталеним, а дiаметр 

трубопроводу незмiнним. 

Питома енергiя, яку 

набуває рiдина в насосi, E = E2 − 

E1 (де E1 i E2 − питомі енергiї 

потоку до i пiсля насоса). 

Згiдно з рiвнянням 

Бернуллi, в початковому перерiзi 

п − п питома енергiя 
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а в кiнцевому к – к 

Рисунок 6.31 – Простий 

трубопровiд з насосною подачею 
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Тодi в перерiзах 1−1 i 2−2 
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а 
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1 2( ) .
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Якщо площi вiльних поверхонь в резервуарах вважати великими, то 

швидкiсними напорами, а отже, i третьою складовою правої частини формули 

(6.167) можна знехтувати. Тоді 

( ) к п
к п

P P
E g z z e



−
= − + +  ,                             (6.168) 

або у формi напорів 

( ) ,к п
к п

P P
H z z h

g

−
= − + +                                 (6.169) 

де e = e1 + e2 − сумарнi втрати питомої енергiї; 

     h = h1 + h2 − сумарні втрати напору (для переважної бiльшостi мереж 

h2  h1, тому втратами у всмоктувальному трубопроводi часто нехтують). 

У загальному випадку 
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де S − опiр мережi, c2 /м5. 

Отже, 

2( ) .к п
к п

P P
H z z SQ

g

−
= − + +                                (6.171) 

 

Таким чином, енергiя, яка передається рiдинi в насосi, витрачається на 

таке: 1) пiдйом рiдини на висоту Hг = (zк − zп); 2) подолання рiзницi тискiв у 

кiнцевому (нагнітальному) i початковому (живильному) резервуарах (Pк − Pп); 

3) подолання втрат напору h. 

Якщо суму перших двох складових у формулі (6.171) позначити Hст, 

розуміючи під цією величиною так звану статичну висоту, або статичний напір, 

то 
 

H = Hст + SQ2.                                             (6.172) 
 



Отримана формула є рiвнянням характеристики простого трубопроводу. 

Характеристика є квадратичною параболою i встановлює залежнiсть мiж 

витратою в мережі Q i напором H, який має розвинути насос для забезпечення 

цієї витрати. Якщо Pк = Pп, то Hст = Hг, а якщо i zк  = zп, то статична висота 

дорівнює нулю і характеристика мережi виходить з початку координат. 

Для безпосереднього визначення витрати в простому трубопроводі або 

складній мережі з насосною подачею необхідне розв’язання системи рівнянь, що 

складається з характеристики трубопроводу (мережі) (6.172) і напірної 

характеристики насоса H = f(Q). Ця система, по суті, є енергетичним і 

матеріальним балансами мережі з насосною подачею. Оскільки характеристика 

насоса подається, як правило, в графічній формі, то і розв’язують цю систему 

найчастіше графічним шляхом. На рисунку 6.32 показаний приклад графічного 

розв’язання. Точка 1 перетину характеристики трубопроводу і напірної 

характеристики насоса називається робочою. За нею визначають подавання 

насоса Qн1 (витрату рідини в трубопроводі) і напір, який розвиває насос Hн1. 

Легко помітити, що крутизна характеристики трубопроводу залежить від 

величини опору S: чим більший опір, тим крутіше проходить крива. Тому, якщо, 

наприклад, за рахунок збільшення коефі- 

цієнта втрат вентиля  (рисунок 6.31) 

збільшити загальний опір до значення Sдр, 

то робоча точка переміститься з позиції 1 в 

позицію 2 і параметри насоса зміняться до 

значень Qн2 і Hн2. У цьому полягає принцип 

так званого дросельного регулювання 

параметрів. Дроселем називається 

регульований місцевий опір, тобто 

місцевий опір, коефіцієнт втрат якого 

можна змінювати за нашим бажанням, 

наприклад вентиль. Цей спосіб 

регулювання досить простий в реалізації, 

але суттєвим його недоліком є виникнення 

додаткових втрат напору hдр. 

 

6.9.2 Принципи розрахунку складних гідравлічних мереж 

Послідовним називається таке з’єднання простих трубопроводів, коли 

витрата на всьому шляху є незмінною, а сама мережа складається з ділянок 

різного діаметра і довжини. 

В основу розрахунку послiдовного з’єднання покладенi два цілком 

очевидних положення: витрати на ділянках з різними діаметрами однакові Q1 =  

= Q2… = Qn = Q i втрати в трубопроводі є сумою втрат в його елементах h =  

= h1 + h2 +… +hn. Таким чином, необхідний напір насоса 
 

Рисунок 6.32 – Графічне визначення 

параметрів у трубопроводі 
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Характеристику мережi, що складається з послідовно сполученних 

простих трубопроводів, можна отримати графiчним додаванням характеристик 

її елементів (простих трубопроводів) по напорам при фiксованих витратах. На 

рисунку 6.33 як приклад наведена мережа з двох послідовних ділянок, а на 

рисунку 6.34 – побудова їх сумарної характеристики.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Паралельними називають трубопроводи, котрi мають спiльнi точки, − 

точки, в яких тиск однаковий для рiзних трубопроводiв. Спiльною точкою 

можна вважати i простiр, куди витікає рідина. Точки А i В (рисунок 6.35) 

належать одночасно декільком простим трубопроводам, з яких складається 

мережа, i тому є спiльними. Оскiльки тиски в них однаковi для всіх дiлянок, то 

з цього випливає перша властивiсть паралельних трубопроводiв: втрати напору 

в паралельних ділянках однакові – h1 = h2 = …= hn. Друга властивiсть 

очевидна: Q1 + Q2 + …+ Qn = Q.  Таким чином,  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 6.33 – Послідовне 

сполучення двох простих 

трубопроводів 

Рисунок 6.34 – Характеристика двох 

послідовно сполучених простих 

трубопроводів 
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тобто витрати по окремих 

ділянках розподіляються 

зворотно пропорціонально корню 

квадратному опорів цих ділянок 
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Для побудови сумарної характеристики такої мережi H = f(Q) слiд 

характеристики окремих дiлянок графічно складати за витратами при фiксованих 

напорах, як це зроблено на рисунку 6.36 для двох паралельних ділянок.  

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

I нарештi, розглянемо розгалужений трубопровiд (просте розгалуження) 

(рисунок 6.37), в якому ділянки ВС і BD є паралельними, котрі відносно до 

трубопроводу АВ сполучені послідовно. Для простого розгалуження 

справедлива така система: 
2

2

2

( )

( ) .

( )

AB B A AB AB

BC C B BC BC

BD D B BD BD

H z z S Q

H z z S Q

H z z S Q

= − +


= − + 
= − + 

                                (6.176) 

 

Графік характеристики такої мережі можна отримати, якщо спочатку 

графічно скласти за витратами характеристики паралельних ділянок ВС і ВD, а 

потім до отриманого графіка графічно додати за напорами характеристику 

ділянки АВ (рисунок 6.38).  

Рисунок 6.35 – Паралельне 

сполучення простих 

трубопроводів 

Рисунок 6.37 – Розгалуженний 

трубопровід 

Рисунок 6.36 – Характеристика 

двох паралельно сполучення  

простих трубопроводів  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Трубопроводами з безперервною рівномірною роздачею вздовж шляху є 

трубопроводи, в яких на однаковій відстані одна від одної знаходяться точки 

розбору витрати та ці витрати однакові.  

Витрата, що підводиться до 

трубопроводу, називається загальною Qз 

(рисунок 6.39). Витрата, що розбирається 

вздовж шляху, – шляховою Qшл, а 

витрата, яка доходить до кінця 

трубопроводу, – транзитною Qтр. 

Очевидно, що 
 

Qз = Qшл + Qтр = ql + Qтр,   (6.177) 
 

де q – питома шляхова витрата, м2/c. 

Витрата в трубопроводі на 

довільній відстані x від початку роздачі  
 

 1x з шл тр шл

x x
Q Q Q Q Q

l l

 
= − = + − 

 
.                        (6.178) 

 

Тоді втрати напору на елементарній ділянці шляху dx (враховуються 

тільки втрати по довжині) 
2

2 1д x тр шл

x
d h S Q dx S Q Q dx

l

  
  = = + −  

  
,                  (6.179) 

 

де S− питомий опір довгого трубопроводу − опір, що приходиться на одиницю 

довжини, с2/м6. 

Вважаючи, що течія відбувається в квадратичній зоні опору, тобто, що 

S= const, для втрат напору на ділянці роздачі з довжиною l можна записати 
 

Рисунок 6.38 – Характеристика розгалуженого 

трубопроводу 

Рисунок 6.39 – Трубопровід                   

з безперервною рівномірною 

роздачею вздовж шляху 
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Проінтегрувавши, дістаємо 
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Для приведення характеристики трубопроводу з безперервною 

рівномірною роздачею до прийнятого виду характеристики мережі (6.172) 

величину 
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зручно розглядати як так звану розрахункову витрату Qр. В інженерних 

розрахунках часто приймають Qр   Qтр + 0,55Qшл. 

З формули (6.181) видно, що у випадку, коли вся загальна витрата 

роздається вздовж шляху (Qтр = 0), то втрата напору втричі менша, ніж у 

випадку тільки транзитного (без роздачі) потоку. 

Найбільш складним є 

розрахунок так званих кільцевих, 

або замкнутих мереж (рисунок 

6.40). Вважається, що для них є 

заданими довжини та діаметри 

окремих ділянок, геметричні 

висоти та витрати у вузлах мережі. 

Одним з методів розрахунку таких 

мереж є метод, запропонований В. 

Г. Лобачовим. Він полягає в 

розв’язанні системи рівнянь, одне 

з яких є балансом витрати у вузлі, 

а друге – балансом втрат напору в 

кільці 
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Іншими словами, повинна витримуватися рівність притоку і відтоку 

рідини в кожному вузлі та алгебраїчна сума втрат напору в лініях кожного 

Рисунок 6.40 – Кільцева мережа 



кільця при його повному обході має дорівнювати нулю. При цьому якщо 

напрям обходу за годинниковою стрілкою збігається з напрямом течії, то втрата 

вважається позитивною, у противному випадку – від’ємною. 

Розрахунок кільцевих мереж ведуть, як правило, за методом послідовних 

наближень, довільно задаючись розподілом витрати (при цьому дотримуючись 

першої умови (6.183), а потім перерозподіляють витрати таким чином, щоб 

врешті-решт задовольнити другу умову. Такі клопіткі розрахунки доцільно 

робити з використанням ЕОМ. 

 

6.10 НЕУСТАЛЕНИЙ РУХ НЕСТИСЛИВОЇ РIДИНИ 

 

6.10.1 Рiвняння Бернуллi для неусталеного руху  

З метою отримання рівняння Бернуллі для неусталеного руху 

перепишемо рівняння Нав’є-Стокса так: 
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Провівши перетворення аналогічно тому, як це зроблено у пункті 4.1.2, 

для елементарної струминки формула (6.184) набирає вигляду 
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або 
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де ( )dzdydxSd ;;


 − елемент лінії течії, що проходить крізь дану елементарну 

струминку. 

Тоді для двох перерізів елементарної струминки 1 – 1 і 2 – 2  
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Перший інтеграл відображає дію сил в’язкого тертя на відрізку шляху 

рідини між перерізами 1 – 1 і 2 – 2 і є втратами напору h. Другий – сил інерції 

неусталеного руху і називається інерційним напором ih . 

Провівши перетворення, як це зроблено у підрозділі 6.3, для неусталеного 

потоку рідини дістаємо  
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Розглянемо докладно останню складову. З урахуванням того, що вектори 

ud


 і Sd


 колінеарні, можна від векторного добутку перейти до добутку їх 

модулів. Тоді, зважаючи, що udA  у даний момент часу вздовж всієї лінії течії є 

величиною сталою і можна змінювати послідовність інтегрування, 
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Помножимо і розділемо останній вираз на v2A 
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Величину  
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називають коефіцієнтом кількості руху, або коефіцієнтом Буссінеска. Легко 

помітити, що коефіцієнт Буссінеска 0 являє собою відношення кількості руху 

потоку, розрахованного за дійсним розподілом швидкостей, до кількості руху 

потоку, визначенного за середньою швидкістю. 

Оскільки добуток vA = Q залежить тільки від часу, а площа перерізу 

потоку – тільки від поздовжньої координати, що збігається з напрямком течії, 

то 
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є інерційним напором потоку hі. 

Для труби незмінного діаметра A = const. Тоді, вважаючи, що і 0 = const, 

дістаємо 
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де l − відстань між перерізами 1 – 1 і 2 – 2. 

Отже, рiвняння Бернуллi для неусталеного руху нестисливої в’язкої рiдини 

в підсумку має вигляд 
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Інерцiйний напiр враховує затрату механiчної енергiї на подолання сил 

iнерцiї рiдини, котра знаходиться мiж перерiзами потоку в даний момент часу. 

Тому на відміну від рівняння Бернуллі для усталеної течії формула (6.194) 

записується не тільки для двох перерізів, а й для даного моменту часу. 

Інерцiйний напiр є знакоперемінною величиною: при dv/dt  0 hi додатний 

(рисунок 6.41,а), а при dv/dt  0 hi − вiд’ємний, тобто на шляху мiж перерiзами 

буде звiльнятися частина кiнетичної енергії. Якщо втрати напору невеликi, то 

повний напiр у даний момент часу вздовж потоку може зростати (рисунок 

6.41,б), що є неможливим для усталеної течії. Хоч інерцiйний напiр і знаходиться 

в правій частині рівняння Бернуллі разом з втратами напору, він не виражає 

втрат енергiї, оскiльки не пов’язаний з дією дисипативних сил. Вiн характеризує 

оберненi перетворення механічної енергiї, пов’язанi з нестацiонарнiстю течiї. 
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Рисунок 6.41 – Напірна і п’єзометрична лінії вздовж неусталеного потоку в’язкої рідини: а – 

додатний інерційний напір; б – від’ємний інерційний напір 



          6.10.2 Гiдравлiчний удар в трубах 

При невеликому прискоренні інерційним напором можна нехтувати. Так, 

наприклад, при витіканні рідини під дією змінного тиску (випорожнення 

резервуара або вирівнювання рівнів в різних резервуарах) течія є неусталеною. 

Але оскільки dv/dt мала, то інерційний напір помітного впливу на процес не має. 

Тому в підрозділі 6.8 використовувалось рівняння Бернуллі для стаціонарної 

течії. 

При великому прискореннi потоку рiдини в трубi вплив hi може виявитися 

превалюючим щодо iнших членiв рівняння (6.194). Бiльш того, якщо припустити, 

що гальмування відбувається миттєво, то dv /dt = −  і hi = − . У цьому випадку 

повинне P2 = , що фізично неможливо. Причиною такого парадокса є припущення 

про нестисливiсть рiдини. Виявляється, що при дуже великих прискореннях змiна 

тиску може бути настiльки значною, що модель нестисливої рідини стає 

неприйнятною і навіть для краплинних рідин стисливість слід враховувати. Крім 

того, при великих значеннях тиску необхідно враховувати й пружність стінок 

труби. 

Рiзка змiна тиску в трубi, що спричинена великими локальними 

прискореннями рiдини, називається гiдравлiчним ударом. Для розгляду 

фiзичного механiзму цього явища проведемо уявний експеримент. 

Нехай з резервуара через трубу, в кiнцi якої встановлено затвор, пiд дiєю напору H 

витiкає рiдина (рисунок 6.42). При рiзкому закриттi затвора найближчий до нього 

шар рiдини зупиниться i його кiнетична енергiя перейде в потенцiальну (енергiю 

тиску). Слiдом за ним зупиниться наступний шар тощо. Таким чином, процес 

гальмування рiдини зi швидкiстю Cхв буде поширюватися вздовж труби вiд 

затвора до входу (пряма ударна хвиля) і в мiру цього тиск в трубi буде зростати. 

Cхв називається швидкiстю поширення фронту ударної хвилi (фронт ударної 

хвилі − поверхня, що вiддiляє дiлянку поширення ударної хвилi вiд дiлянки 

незбуреного потоку). На рисунку 6.43 показаний типовий графiк залежностi тиску 

вiд часу при гiдроударi в трубi. Процесу гальмування рiдини вiдповiдає 

криволiнiйний вiдрiзок ОА. В момент часу, коли вiдбувається зупинка всiєї рiдини 

в трубi, тиск в нiй досяг-не максимального значення P1. Оскiльки цей тиск буде 

бiльшим від вагового тиску стовпа рiдини, пiд дiєю якого вiдбувалась течiя,  то 

почнеться вiдтiк рiдини з труби у резервуар. Тобто процес пiде у зворотному 

напрямі − потенціальна енергія почне переходити в кiнетичну i тиск у трубi почне 

знижуватися (криволiнiйний вiдрiзок АВ). Хвиля зниження тиску, яка 

поширюється вiд входу в трубу до затвора, називається зворотною. За час 
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ударна хвиля змiни тиску пройде шлях вiд затвора до входу в трубу i назад. Цей 

час називають часом фази. 

 

 



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

      Рисунок 6.42 – Схема витікання                            Рисунок 6.43 –  

Зміна тиску в трубі при гідроударі 
 
 

Досягши точки В, процес буде йти в бiк подальшого зниження тиску 

завдяки дiї на рiдину сил iнерцiї. Через в’язкiсть рiдини та деформованiсть стiнок 

труби процес, як видно з графiка, має не тiльки коливальний, але й затухаючий 

характер. 

Розрiзняють два види гiдроудару: прямий i непрямий. Якщо час закриття 

затвора tз менший за час фази, тобто якщо до моменту повернення зворотної 

хвилi затвор вже повнiстю перекрив перерiз потоку, то удар називають прямим. 

I навпаки, при tз  tф  − гідроудар непрямий. 

Основною характеристикою гiдроудару є ударне пiдвищення тиску P. 

Розглянемо один з можливих шляхiв виводу формули для цiєї величини. 

Нехай рiдина рухається по трубi дiаметром d зi швидкiстю v0. Якщо в 

момент часу t затвор частково перекриє перерiз потоку, то швидкiсть 

зменшиться до величини v = v0 − v. З наведеного вище розгляду механiзму 

гiдроудару зрозумiло, що ця змiна вiдбудеться у безпосереднiй близькостi до 

робочого органу затвора i потiм буде поширюватися по трубопроводу. 

У деякий момент часу t1 ця змiна швидкостi досягне перерiзу 1 – 1        

(рисунок 6.44), а через досить невеликий промiжок часу t − перерiзу 2 – 2. 

Очевидно, що змiна швидкостi приведе до змiни тиску, який дорівнюватиме 

P + P, а це приведе до змiни густини:  + . Швидкiсть поширення збурення, 

викликаного закриттям затвора, 
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де x – вiдстань мiж перерiзами 1 – 1 i 2 – 2, яку ударна хвиля долає за час t.  

Маса рiдини, яка знаходиться мiж цими перерiзами, 

 

m = Ax,                                                  (6.197) 
 

де A – площа живого перерiзу труби. 



Змiна густини приводить i до 

змiни маси, котра через промiжок 

часу t дорівнюватиме 

m + m = ( + ) (A + A)x = 

xAxAxAxA +++= .                

(6.198) 
 

Якщо знехтувати прирістом 

площі перерізу, то 
 

m + m = ( + )Ax.   (9.199) 
 

Отже, прирiст маси 

m = Ax.         (6.200) 
 

З iншого боку, m − це рiзниця мiж масою, що втiкає у контрольний 

об’єм зi швидкiстю v0 i витiкає з нього зi швидкiстю v0  − v, 
 

m = Avt.                                              (6.201) 
 

Прирiвнявши формули (6.201) i (6.200), дістаємо 
 

x = vt,                                            (6.202) 
 

а використавши рівняння (6.196), 

.
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v
Cхв                                                  (6.203) 

 

Зовнiшня сила, пiд дiєю якої вiдбувається рух у вiдсiку мiж перерiзами 

1−1 i 2–2, дорiвнює PA. Сила iнерцiї − добуток маси рiдини Ax на 

прискорення v/t. Згiдно з вiдомим принципом Даламбера систему, що 

рухається, можна розглядати як статичну, якщо до дiючих на неї сил додати 

силу iнерцiї. Сили в’язкого тертя через їх відносну малість до уваги не 

братимемо. 

Таким чином, 
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а з урахуванням формули (6.196) 
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Величину тиску в трубi пiсля закриття затвора P1 = P + P можна 

визначити, використавши формулу (6.205) 
 

P1 = P + P = P + Cхв v = P + Cхв (v0 − v).               (6.206) 
 

Рисунок 6.44 – До виводу формули 

для ударного підвищення тиску 



Таким чином, підвищення тиску залежить від того, на скільки 

зменшується швидкість в трубопроводі, тобто від того, скільки кінетичної 

енергії рідини перейде в потенціальну. Найбiльшому пiдвищенню тиску P 

вiдповiдає випадок повного закриття затвора (v = 0) 
 

P = v0Cхв.                                               (6.207) 

Отриманий результат називають формулою Жуковського для прямого 

гідроудару.  

Прирівнявши формули (6.205) і (6.203), дістаємо 
 




=

P
Cхв .                                               (6.208) 

 

Як буде показано в підрозділі 9.3, 


P  є швидкістю поширення звуку 

в даному середовищі. Тому можна зробити висновок, що фронт ударної хвилі 

поширюється зі швидкістю звуку. Оскільки при виводі формули (6.208) ніяких 

обмежень стосовно фізичних властивостей рідини не робилось, то цей висновок 

справедливий як для краплинних рідин, так і для газів. 

Зважаючи на рівняння (1.12), формулу (6.208) можна подати так: 
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р
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E
C ,                                              (6.209) 

 

де Eр − модуль об’ємної пружності рідини. 

Якщо в формулі (6.198) розширенням труби не знехтувати, то, скористав-

шись рівнянням (6.197), маємо 
 

( ),

m m A x A x A x A x

x A A A

 = −   +   +   +   =

=   +  + 
              (6.210) 

 

або нехтуючи величинами вищого порядка малості, 
 

)( AAxm += .                                     (6.211) 
 

Прирівнявши формули (6.211) і (6.201) з урахуванням рівняння (6.196), 

дістаємо 
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а з урахуванням рівняння (6.205) 
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Площа перерізу круглої труби 
4

2dA = . Тому  
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= .                                                (6.214) 

Відносне видовження периметра труби  
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Відповідно до загальних принципів механіки твердого тіла, напруження, 

що виникають в матеріалі труби,  
 

тE
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G
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= ,                                              (6.216) 

де Eт − модуль об’ємної пружності матеріалу труби. 

З іншого боку, для круглої труби справедлива формула (2.48). Тоді, 

переходячи до прийнятих у даному підрозділі позначень, 
 

тE

Pd

d

d




=



2
.                                             (6.217) 

 

Відносне збільшення площі 
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Таким чином, швидкість поширення ударної хвилі 
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а з урахуванням формули (1.12) 
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або 
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де 


=
рE

C0  − швидкiсть звуку в рiдинi (для води Eр = 2109 Па, тому C0  1425 м/с);  

 − товщина стiнки труби. 



Пiдвищення тиску при непрямому гiдроударi описує спiввiдношення 

(6.206). Втім частіше використовують таку, хоча і приблизну, але зручну для 

інженерних розрахунків формулу: 
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На завершення зазначимо, що у деяких випадках (рiзке вiдкриття затвора 

або вiдключення насоса) гiдроудар може починатися зi зниження тиску. У 

цiлому для гiдравлiчних мереж явище гiдроудару є досить небезпечним, 

оскiльки пiд дiєю ударного пiдвищення тиску може вийти з ладу обладнання i 

навiть розiрватися трубопровід.  
 

6.11 ОСОБЛИВОСТІ ТЕЧІЇ В ТРУБАХ НЕКРУГЛОГО ПЕРЕРІЗУ 

Так склалося, що напірні труби некруглого перерізу в промисловості та 

побуті використовуються значно рідше, ніж круглі (виключенням є хіба що 

повітро- і газоходи систем вентиляції, а також деяких технологічних процесів 

енергетичних, хімічних та інших виробництв). Така цілком закономірна 

ситуація обумовлена низкою об’єктивних факторів, пов’язаних зі зручністю і 

економічністю виготовлення та експлуатації, котрі визначають перевагу 

круглих труб над трубами більш складної форми поперечного перерізу. Тому 

цілком природно, що переважна більшість гідравлічних досліджень стосується 

саме вісесиметричних потоків. Втім, як засвідчують експериментальні та 

теоретичні дослідження, течія рідини в напірних трубах некруглого перерізу 

має певні особливості, не властиві вісесиметричним потокам. Ці особливості 

суттєво ускладнюють математичний опис такої течії. Розглянемо їх докладно. 

Основною характерною відмінністю невісесиметричних напірних потоків 

є нерівномірність розподілу дотичних напружень на стінці вздовж периметра 

перерізу. Як показали експериментальні та теоретичні дослідження, ближче до 

кутів прямокутних чи трикутних труб 

величина цих напружень зменшується, 

а безпосередньо в куті наближається до 

нуля. Така особливість викликає появу 

так званих вторинних течій – течій 

рідини у площині, нормальній 

напрямку основного потоку. Як приклад 

на рисун-ку 6.45 наведені ізотахи (лінії 

рівних швидкостей) основного потоку і 

лінії течії вторинних течій (числа, що 

стосуються окремих ліній течії, 

вказують значення функції течії в см3/с. 

Показано праву верхню чверть 

перерізу). Таким чином, 

невісесиметричні потоки, строго 

кажучи,    не     можна     звести     до  

Рисунок 6.45 – Лінії течії вторинних 

течій та ізотахи в квадратній трубі, 

за даними Л. Тепакса 



одновимірної моделі. Однак оскільки величина поперечних складових 

місцевих осереднених швидкостей складає усьго декілька відсотків від 

середньовитратної, то при інженерних рохрахунках фактом існування 

вторинних течій нехтують. 

Вторинні течії впливають на розподіл швидкостей. Завдяки їм рідина 

перетікає з центральної частини перерізу до периферії – в кути і тому ізотахи 

в кутах мають випуклу  форму. 

Строга математична модель поля швидкостей турбулентного потоку в 

трубах некруглого перерізу ще не отримана, а відомі моделі побудовані на 

тих чи інших гіпотезах, переважно є або досить громіздкими, або дозволяють 

робити лише приблизний розрахунок розподілу швидкостей. 

У ламінарних невісесиметричних потоках вторинні течії на спостерігаються. 

Як випливає з матеріалу пункту 6.6.3, товщина в’язкого пристінного шару 

 залежить зворотно від величини дотичних напружень на стінці. Тому 

нерівномірність розподілу дотичних напружень приводить до нерівномірності 

розподілу . У кутах товщина в’язкого шару більша, ніж у центральній частині 

периметра, і, як буде показано далі, це впливає на закономірності гідравлічного 

опору некруглих труб. 

Для визначення втрат напору в трубах некруглого перерізу 

використовують формули Дарсі та Весбаха. Причому замість діаметра у 

формулі (6.104) підставляють еквівалентний діаметр  
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d 4

4
==  − еквівалентний діаметр. 

Для прямокутного напірного каналу площа живого перерізу abA = , 

змочений периметр )(2 baП += , де a і b − менша і більша сторони перерізу. 

Відтак для прямокутного каналу 
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При ламінарному режимі течії 

гідравлічний коефіцієнт тертя може 

бути розрахований за формулою, 

аналогічною до формули (6.105), 
 

Re

С
= ,              (6.225) 

 

де С – коефіцієнт, який залежить від 

співвідношення сторін перерізу a/b 

(рисунок 6.46). 

Рисунок 6.46 – Залежність 

коефіцієнта С від співвідношення 

сторін перерізу прямокутної труби 

a/b,  

за даними Л. Шиллера 



Таким чином, у невісесиметричних трубах гідравлічний коефіцієнт тертя 

у загальному випадку залежить не тільки від числа Рейнольдса і відносної 

еквівалентної шорсткості, але й від форми перерізу каналу. Очевидно, що чим 

більше відношення периметра до площі живого перерізу, тим більшим має бути 

коефіцієнт Дарсі. Так, наприклад, при однакових еквівалентних діаметрах 

периметр прямокутних труб (Ппр) завжди більший за периметр круглих (Пкр) і 

чим більший ступінь витягнутості каналу b/a, тим відношення Ппр/Пкр  більше, а 

отже, більша і площа дотикання потоку зі стінками. Однак очикувана і на 

перший погляд логічна рівність пр/кр = Ппр/Пкр дослідними даними 

підтверджується не для всіх значень числа Рейнольдса.  

На рисунку 6.47 наведена 

дослідна залежність відношення 

коефіцієнтів Дарсі квадратної кв і 

круглої кр фанерних труб з 

однаковим еквівалентним 

діаметром від числа Рейнольдса. 

Як бачимо, відношення кв/кр  при 

Re  1,2106 не є сталою 

величиною. Причому при Re  

0,85106 кв/кр  Пкв/Пкр  = = 1,128. 

Це можна пояснити 

нерівномірністю розподілу 

товщини в’язкого шару вздовж 

периметра  переріза  –  в  кутах    

більша, ніж у центральній частині. Тому при зростанні числа Рейнольдса зміна 

зони гідравлічного опору в різних частинах периметра відбувається 

неоднаково: у центральних перехід від гладкостінної течії до перехідної зони 

або від перехідної зони до автомодельної відбувається раніше (при менших 

Re), ніж в кутах. Таким чином, на відміну від течії в круглих трубах, різні 

частини стінки невісеси-метричних труб можуть «працювати» в різних зонах 

опору. Можна вважати, що при досягненні деякого граничного числа 

Рейнольдса, коли практично весь периметр перерізу починає «працювати» в 

квадратичній зоні опору, кв/кр = Пкв/Пкр = 1,128. Однак на процес виникнення 

втрат енергії по довжині в невісесиметричних трубах впливають і вторинні 

течії, на підтримання котрих також витрачається деяка кількість енергії. 

Очевидно тому в автомодельній зоні опору кв/кр   1,16  Пкв/Пкр.  

Слід визнати, що детального теоретичного і дослідного вивчення питання 

течії в некруглих трубах, яке б дало якісне і кількісне розв’язання задачі 

розрахунку таких потоків, на цей час нема. Цьому, напевне, посприяли такі 

обставини. По-перше, це складність процесів, що відбуваються при течії в 

невісесиметричних каналах, а по-друге, уявлення, що задачу розрахунку таких 

трубопроводів можна розв’язувати за формулами для круглих труб, лише 

замінивши в них діаметр еквівалентним діаметром. Як свідчить навіть 

Рисунок 6.47 – Залежність відношення 

коефіціентів гідравлічного тертя  

квадратної і круглої труб, 

за даними Г.О. Адамова і І.Є. Ідєльчика 



поверхневий аналіз особливостей невісесиметричних напірних потоків, таке 

припущення є неприйнятним, оскільки процеси в цих потоках в деяких 

аспектах якісно відрізняються від вісесиметричних, а проста заміна діаметра на 

еквівалентний діаметр цього не враховує. Тому такий спрощенний підхід часто 

може призвести до огріхи в результатах розрахунків порядка 10… 15 %, що не 

задовольняє точність інженерних розрахунків. 

З прийнятною для інженерних розрахунків точністю коефіцієнт Дарсі в 

трубах прямокутного перерізу може бути визначений за формулами С. С. 

Золотова, отриманими шляхом апроксимації дослідних даних 
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для зони доквадратичного опору і 
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для гідравлічно шорстких труб. 

Останнім часом, завдячуючи розвитку обчислювальної техніки, для 

вивчення течій зі складними граничними умовами усе частіше 

використовуються прикладні програмні пакети. Вони дозволяють моделювати 

гідродинамічні процеси шляхом розв’язання диференціальних рівнянь руху 

числовими методами. У нашій країні поширеними є пакети SOLID WORKS 

Flow Simulation, FLUENT, Flow Vision тощо, які можуть використовуватися для 

ламінарного і турбулентного режимів, для усталеного і неусталеного рухів 

краплинних рідин і стисливих газів, стосовно внутрішньої та зовнішньої задач, 

для суцільних і дисперсних середовищ тощо. Ці пакети значною мірою 

витісняють з наукових досліджень фізичне моделювання (експеримент), 

оскільки є, як правило, дешевшими і скорочують час цих досліджень. З іншого 

боку, слід розуміти, що оскільки числові моделі за своєю суттю є приблизними, 

то і отримані на їх основі наукові результати також мають певну огріху. Крім 

того, отриманий таким чином результат у великій мірі залежить від коректності 

заданих граничних і початкових умов, а також від щільності обраної 

розрахункової сітки та можливостей ЕОМ.  

 



6.12 СИЛОВА ВЗАЄМОДІЯ ПОТОКУ ІДЕАЛЬНОЇ РІДИНИ                                      

З ТВЕРДИМИ ТІЛАМИ 

Одною з основних задач гiдромеханiки є розрахунок силової взаємодiї 

потокiв рiдини з твердими тiлами. При цьому якщо потiк обмежений твердими 

стiнками, то задача називається внутрiшньою, а якщо рiдина обтiкає тверде 

тiло, то − зовнiшньою. 

 

          6.12.1 Закон збереження імпульсу 

Природно, що на рух рiдких середовищ поширюються загальнi закони 

механiки. Серед них особливо важливе i найбiльш загальне значення мають так 

званi закони збереження. Стосовно гiдромеханiки, наприклад, закон збереження 

маси має вигляд рiвняння нерозривностi, а закон збереження енергiї − рiвняння 

Бернуллi. Для розв’язання деяких технiчних задач силової взаємодiї рiдини з твер-

дими тiлами немає потреби знати розподiл швидкостей i тиску в потоцi, а 

достатньо знати iнтегральнi величини. У цьому випадку ефективно 

користуватися іншим загальним законом механіки, а саме − законом збереження 

кiлькостi руху (теоремою iмпульсiв). Головна перевага такого пiдходу полягає у 

тому, що при вiдомих параметрах течiї на границях вiн дозволяє розв’язувати 

задачi, не вдаючись до iнтегрування диференцiальних рiвнянь руху. 

Стосовно руху рiдини теорема iмпульсiв може бути сформульована таким 

чином: похiдна за часом вiд кiлькостi руху рідкого тіла дорiвнює головному 

вектору зовнiшнiх сил,  що на нього діють,  
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де K


 − головний вектор кiлькостi руху. 

Теорему можна сформулювати й по-iншому: швидкiсть змiни кiлькостi 

руху всерединi видiленого об'єму дорiвнює головному вектору зовнiшнiх сил, що 

на нього дiють. Однак у загальному випадку безпосереднiй розрахунок змiни 

кількості  руху рiдкого об’єму пов’язаний з великими (iнколи − нездоланними) 

труднощами. Тому в гiдромеханiцi замiсть визначення змiни кiлькостi руху 

знаходять потiк iмпульсу через нерухому поверхню. Такий метод отримав 

назву методу контрольного об’єму. Вiн особливо ефективний при розглядi 

усталеної течiї. 

Для усвiдомлення його сутi розглянемо усталений рух рiдкого об’єму V, 

обмеженого поверхнею площею А. Нехай у момент часу t цей об’єм займає 

положення в просторi, як це показано на рисунку 6.48. Поверхню А називають 

контрольною. За час dt через елементарну площадку dA, яка видiлена на 

контрольнiй поверхнi i орiєнтацiю котрої задає зовнішня нормаль n


, протiкає 

рiдина масою dAdtun  з кiлькiстю руху )( KddAdtuun


=  (символ  означає 

диференцiювання кількості руху по поверхнi).   



Очевидно, що )( Kd


  додатна для тих 

елементарних площадок, крізь котрi рiдина 

витiкає з контрольного об’єму ( nu  0), i 

вiд’ємна для тих площадок, крізь якi рiдина 

втiкає ( nu   0). Отже, інтеграл 
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являє собою рiзницю кiлькостi руху, 

винесеного i внесеного в контрольний 

об’єм V за час dt рiдиною, що протiкає за 

цей самий час крізь поверхню А.  

Таким чином, для усталеного руху 
 

=
A

n dAuu
dt

Kd 


,          (6.231) 

 

а це свiдчить про те, що похiдна за часом вiд кiлькостi руху рiдини у 

довiльному об’ємi дорiвнює потоку iмпульсу через поверхню, що цей об’єм 

обмежує. 

З урахуванням формули (6.229) останнiй вираз можна переписати так: 
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Оскiльки F


 − рiвнодiюча усiх зовнiшнiх сил, що дiють на об’єм (як 

масових, так i поверхневих), то формулу (6.232) можна подати у такому 

виглядi: 
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У загальному випадку неусталеного руху для того, щоб визначити змiну 

iмпульсу, необхiдно також врахувати i його локальну складову 
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і тоді 
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Вирази (6.233) i (6.235) є iнтегральною формою запису теореми iмпульсiв 

для усталеного i неусталеного рухiв ідеальної рідини. 

 

Рисунок 6.48 – 

До поняття про потік імпульсу 



6.12.2 Внутрішня і зовнішня задачі 

Розглянемо силову взаємодiю 

усталеного потоку нестисливої рідини зi 

стiнками криволiнiйного каналу, що його 

обмежують (внутрішня задача). 

Контрольним об’ємом будемо вважати 

відсiк каналу, що утворюється боковими 

стiнками та перерiзами 1 − 1 i 2 − 2 

(рисунок 6.49). Визначимо проекцiї сили 

динамiчної дiї з боку рiдини на стiнки. 

Рідину вважатимемо ідеальною, а силою 

тяжiння знехтуємо. 

Потік iмпульсу в перерiзi 1 − 1 в 

проекцiї на вiсь ox  
 

,coscoscos

1

1111
2
11111 ==

A

QvAvdAvv                 (6.236) 

а в перерiзi 2 − 2 
 

.coscoscos

2

2222
2
22222 ==

A

QvAvdAvv               (6.237) 

 

Тодi згiдно з рівнянням (6.232) можна записати 

 

2 2 1 1ρ ( cos cos ).xF Q v v= −                                 (6.238) 
 

З iншого боку, оскiльки Fx − проекцiя рiвнодiючої зовнішніх сил, то 
 

1 1 1cosxF PA=  2 2 2cos xP A R−  + ,                            (6.239) 
 

де P1 i P2 − гiдростатичнi тиски у вiдповiдних перерiзах; 

      Rx − проекцiя реакцiї стінки. 

Таким чином, 
 

1 1 1 2 2 2cos cosxR PA P A− =  −  + 1 1 2 2( cos cos ).Q v v  −          (6.240) 
 

Оскiльки ставилася задача розрахувати не реакцiю стiнки, а силу 

динамiчної дiї рiдини, то, маючи на увазi, що Rx = −  Fдx, дістаємо 
 

1 1 1 2 2 2cos cosдxF PA P A=  −  1 1 2 2( cos cos ).Q v v+  −             (6.241) 
 

Дiючи аналогiчно, легко дійти результату для проекцiї на вiсь oy 
 

1 1 1 2 2 2sin sinдyF P A P A=  −  + 1 1 2 2( sin sin ).Q v v  −              (6.242) 
 

Отже, отриманi досить зручнi рiвняння для розрахунку силової взаємодiї 

при розв’язанні внутрiшньої задачi. 

Рисунок 6.49 – Внутрішня задача 



Зовнішня задача розглядає силову взаємодіє вільних струмин з твердими 

тілами. Струмину називають вiльною, якщо вона не стиснута твердими 

границями. Для розрахунку сили, з котрою ця струмина діє на тверде тiло,  

Можна скористатися результатами, 

отриманими для внутрiшньої задачi. 

При цьому осi координат завжди можна 

спрямувати так, щоб 1 = 0 (cos1 = 1) 

(рисунок 6.50). Для зовнiшньої задачi 

P1 = P2, а 22 vv = = v1 (це легко довести 

за допомогою рiвняння Бернуллi, 

нехтуючи вагою рiдини та силами 

в’язкого тертя). 

Отже, з рівняння (6.241) 

випливає, що для зовнiшньої задачi 
 

1 2ρ (1 cosα )дF Qv= −        (6.243) 
 

(iндекс x опускається, оскiльки при даному спрямуваннi координатних осей 

Fдy = 0, a Fд = Fдx). Кут 2 називають кутом сходу потоку. 

Як окремий випадок може розглядатися силова взаємодiя струмини з 

плоскою перешкодою, котра перпендикулярна до первинного напряму потоку. 

У цьому випадку 2 = 90о (cos2 = 0) i  
 

.1QvFд =                                                    (6.244) 
 

Якщо криволiнiйну перешкоду сконструювати так, щоб кут сходу потоку 

був бiльшим за 90о, то cos2 змiнює знак на вiд’ємний i спiвмножник у дужках 

рівняння (6.143) стає бiльшим за одиницю. У граничному випадку, коли 2 =  

= 180о, вiн дорiвнює двом 

.2 1QvFд =                                                  (6.245) 
 

Отже, з цього випливає, що, не змiнюючи витрати, за рахунок тiльки 

геометричної конструкцiї твердого тiла можна збiльшувати силу динамiчної дiї 

струмини. Фiзично це пояснюється тим, що при переходi кута сходу потоку 

через 90о, крiм активної, виникає ще й реактивна складова сили. 

Якщо пiд дiєю потоку тверде тiло рухається зi швидкiстю u, то в формулі 

(6.243) слiд замiсть абсолютної швидкостi пiдставляти вiдносну (v1 − u)  
 

1 2( )(1 cos ).дF Q v u=  − −                                   (6.246) 
 

При взаємодiї струмина передає тiлу потужнiсть 
 

1 2( ) (1 cos ).дN F u Q v u u= =  − −                             (6.247) 
 

З формули (6.247) видно, що потужнiсть залежить вiд спiввiдношення 

швидкостей v1 i u: при v1 = u, або при u = 0 N = 0. Для визначення 

Рисунок 6.50 – Зовнішня задача 
 



оптимального спiввiдношення v1/u (при якому передана потужнiсть 

максимальна) слiд знайти екстремум функцiї (6.247) 
 

2 1(1 cos )( 2 ),
dN

Q v u
du

=  −  −                                 (6.248) 

 

тобто екстремуму відповідає .5,0 1vu =  

Виконавши простi перетворення, формулу (6.243) можна подати у дещо 

iншому виглядi: 
2
1

22(1 cos ) .
2

д

v
F A


= −                                        (6.249) 

 

Така форма запису дозволяє зробити досить важливий висновок про те, 

що сила динамiчної дiї вiльної струмини на тверде тiло пропорцiйна 

динамiчному тиску потоку, а величину 22(1 cos )−   можна розглядати як 

деякий коефіцієнт, величина котрого залежить від форми твердого тіла, що 

обтікається струминою ідеальної рідини. 

На завершення зауважимо, що отримані залежності для вiльної струмини 

справедлива для плоскої задачi. Крiм того, важливо усвiдомити, що пiд час 

усього попереднього розгляду не брали до уваги таку важливу властивiсть 

рідини, як в’язкiсть. Таке спрощення дозволило отримати досить простi 

розрахун-ковi залежностi, але використовувати їх можна тiльки для порiвняно 

невеликого кола найбiльш простих задач. У бiльшостi ж випадкiв для 

отримання прий-нятих за точністю розв’язків необхiдно враховувати дiю сил 

в’язкого тертя, що, зрозумiло, значно ускладнює задачу, оскільки вимагає 

розгляду дійсного розподілу швидкостей. Питання силової взаємодії в’язкої 

рідини з твердими тілами розглядатимуться далі. 

 

6.13 ПРИКЛАДИ ЗАДАЧ ДО РОЗДІЛУ 6 

 
1. Шляхом інтегрування рівнянь Нав’є-

Стокса визначити середню швидкість 

усталеної течії етилового безводного спирта 

в прямій циліндричній трубі з діаметром 

D = 10 мм і гідравлічний коефіцієнт тертя, 

якщо на ділянці з довжиною l = 1,5 м перепад 

тиску сладає P = 150 Па. Температура 

рідини t = 20 °C. Дією масових сил 

знехтувати. 

Для прямої циліндричної труби 

(рисунок 6.51) проекції швидкості 0y zu u= = . 

Тоді  відповідно до рівняння нерозривності 

(3.19) 0xu

x


=


 і 

2

2
0xu

x


=


. 

Рисунок 6.51 – До задачі 1 



Оскільки дією масових сил нехтуємо, то 0X Y Z= = =  і 0
P P

y z

 
= =

 
, а оскільки течія 

усталена, то 0
yx z

uu u

t t t

 
= = =

  
. Таким чином, для даної задачі система дифрівнянь Нав’є-

Стокса (4.38) спрощується до вигляду  
 

2 2

2 2

1 x xu uP

x y z

  
=  + 

    
. 

 

Тиск залежить тільки від поздовжньої координати, тому можна перейти від часткової 

похідної до повної 

P dP P

x dx l

 
= = −


 

 

(знак «мінус» вказує на те, що тиск вздовж потоку зменшується). 

Для потоку в круглій трубі зручно використовувати циліндричну систему координат. 

У ній cosy r=  , sinz r=  . Отже, 
 

2 2

2 2 2

1 1 1P u u u

l r rr r

    
− =  + + 

   
. 

 

Для вісесиметричного потоку остання складова дорівнює нулю. Тоді залишається 
 

2

2

1 1 1P u u d du
r

l r r r dr drr

    
− = + =  

   
. 

 

Інтегруючи, дістаємо 

2
1 2

1
ln

4

P
u r C r C

l


= − + +


. 

 

При r = 0 швидкість може мати кінцеве значення тільки при С1 = 0. На стінці труби         

(r = R) швидкість дорівнює нулю 

2
2

1
0

4

P
R C

l


= − +


. 

Звідки 

2
2

1

4

P
C R

l


=


. 

Отже, 

( )
2

2 2 2

2

1 1
1

4 4

P P r
u R r R

l l R

  
= − = − 

   
. 

 

Середня швидкість 

 
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
0 0 0

1 1 2 1
1 1

4 4 8

R RQ P r P r PR
v R d rdr R rdr

A l l lR R R R

       
= = −  = − =   

      
   . 

 

Для етилового безводного спирту  = 11910−5  Пас,  = 15410−8 м2/с. Тоді середня 

швидкість 



2 2

5

150 0,005
0,26 /

8 8 119 10 1,5

PR
v м с

l −

 
= = =
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. 

Число Рейнольдса 

8

0,26 0,01
Re 1688

154 10

vd
−


= = =

 
. 

Коефіцієнт Дарсі 

264 64
3,79 10

Re 1688

− = = =  . 

 

2. У круглій трубі з діаметром d = 54 мм, еквівалентна шорсткість котрої kе = 0,08 

мм, протікає вода витратою Q = 2 л/с. Приймаючи в’язкість води  = 10−6 м2/с, а течію 

вважаючи усталеною і стабілізованою, визничити відношення швидкості на осі труби до 

середньої. 

Визначимо режим течії води  
 

3
4

6

4 4 2 10
Re 4,72 10

3,14 0,054 10

vd Q

d

−

−

 
= = = = 

    
. 

 

Оскільки Re  Reкр = 2300, то течія турбулентна. Тому, не визначаючи зони 

гідравлічного опору, розрахуємо гідравлічний коефіцієнт тертя за універсальною формулою 

Альтшуля 
 

0,250,25

2

4

68 0,08 68
0,11 0,11 2,56 10

Re 54 4,72 10

ek

d

−  
 = + = + =   

   
. 

 

Зважаючи, що течія є турбулентною усталеною і стабілізованою, для встановлення від-

ношення швидкості на осі труби, яка є максимальною, до середньої швидкості скористаємося 

формулою (6.98). Середня швидкість води 
 

0,9

max

0 0

1 2
2 ( )

R R y
v u r rdr u rdr

A A R


  
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 

  . 

 

Зробимо таку заміну змінних:
y

n
R

=  і 0,9 m = . Оскільки r R y= − , то (1 )r R n= − , 

dr Rdn= − . З урахуванням цього нижня границя інтегрування 10 1r y= → = , а верхня 

2 0r R y= → = . Таким чином,  
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Звідки 
 

2 2 2max 1 1,5 0,5 1 1,35 0,45 1 1,35 2,56 10 0,45 2,56 10 1,23.
u

m m
v

− −= + + = +  +  = +  +   =  

 

Таким чином, швидкість на осі труби більша середньої на 23 %. 
 



3. Із зовнішнього циліндричного насадка під дією напора H = 5 м витікає рідина.  

Нехтуючи опором повітря, визначити відстань x0 від площі вихідного перерізу насадка до 

струмини на висоті h0 = 2 м. 

Швидкість довільної рідкої частинки, що знаходиться в струминці рідини, представимо 

через проекції на координатні осі ux і uy. У точці O, котра відповідає початку витікання, uyО = 0, а   

u = ux. Горизонтальна складова 2xu gH=   і, оскільки на рідку частинку із зовнішніх сил діє 

тільки сила земного тяжіння, проекція котрої на горизонтальну площину дорівнює нулю, то 

величина ux вздовж струминки не змінюється. Запишемо рівняння Бернуллі для струмини 

ідеальної рідини (4.19) стосовно вихідного перерізу сопла 1–1 і довільного перерізу 2–2. Для даної 

задачі 1z y= , 2 0z = , 1 2P P= , 1 xu u= , 2 2
2 x yu u u= + . Таким чином, рівняння (4.19) набирає 

вигляду 
 

( )
2

2 2
2

2 2

x y
x

u u
u

y
g g

+
+ = . 

Звідки 

2yu gy= . 

 

Тоді, вважаючи, що течія є 

двовимірною, рівняння лінії течії струминки 

(3.11) записується так: 

2 2

dx dy

gH gy
=


. 

 

Проінтегрувавши, дістаємо, 

2
x

y С
H

= +


. 

 

При x = 0  y = 0. Тому С = 0 і 
 

2x yH=  . 
 

Коефіцієнт швидкості зовнішнього циліндричного насадка  = 0,82. Таким чином,  

0 02 2 0,82 2 5 5,19x h H=  =   = м. 

 

4. Нехтуючи втратами напору, визначити об’ємну витрату в трубі з діаметром           

D = 100 мм за показаннями витратоміра Вентурі діаметром d = 50 мм, якщо h = 25 мм. 
 

Витратомір Вентурі являє собою вставку меншого діаметра з плавним входом і 

виходом, принцип дії якого оснований на зміні тиску залежно від зміни швидкості (рисунок 

6.53). Щоб визначити витрату скористаємося рівняннями Бернуллі для потоку в’язкої рідини 

(6.18) і нерозривності (6.5). З урахуванням того, що величиною втрат можна знехтувати (h = 

0) і якщо вважати трубу горизонтальною (z1 = z2), рівняння (6.18) спрощується до вигляду 
2 2

1 1 1 2 1 2

2 2

P v P v

g g g g

 
+ = +

 
. 

 

Провівши перерізи 1–1 і 2–2 через точки відбору тисків, легко помітити, що  
 

1 2   
P P

h
g g

− =
 

. 

Рисунок 6.52 – До задачі 3 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Тоді, приймаючи 1 2 1 =  = , рівняння Бернуллі записується так: 
 

2 2
1 2

2 2

v v
h

g g
+ = , 

 

або з урахуванням рівняння нерозривності 

2

2
1 2 2

1

A d
v v v

A D

 
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 
 

 
42 2

2 2

2 2

v vd
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g D g

 
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 
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Швидкість в трубі Вентурі 
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v
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, 

а витрата 
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 м3/c. 

 
5. У точці розгалуження гідравлічної мережі на два паралельних простих 

трубопровода з діаметрами d1 = 100 мм і d2 = 82 мм та довжинами l1 = 152 м і l2 = 185 м 

витрата складає Q = 20 л/с. Нехтуючи втратами в місцевих опорах, визначити витрати в 

цих трубопроводах Q1 і Q2, якщо їх статичні висоти дорівнюють нулю, еквівалентна 

шорсткість однакова, а течія відбувається в квадратичній зоні опору. 
 

Оскільки статичні висоти трубопроводів дорівнюють нулю, то весь напір H 

витрачається на втрати напору. Причому 
 

2 2
1 1 1 2 2 2h S Q h S Q H = =  = = . 

 

Звідки 

Рисунок 6.53 – До задачі 4 
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Очевидно, що 1 2Q Q Q= + , або 
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Отже, витрати 
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7 ОБТIКАННЯ ТВЕРДИХ ТIЛ В’ЯЗКОЮ РIДИНОЮ. 

ОСНОВИ ТЕОРIЙ ПОГРАНИЧНОГО ШАРУ   

ТА ВІЛЬНИХ ТУРБУЛЕНТНИХ СТРУМИН 
 

Задача розрахунку силової взаємодiї потоку рiдини (краплинної або газу) 

з твердими тiлами зустрiчається при проектуваннi рiзноманiтних апаратiв 

(лiтакiв, морських суден тощо) i гiдротехнiчних споруд. Використання при її 

розв’язанні залежностей, отриманих для iдеальної рiдини, як буде показано 

далi, призводить до принципово невiрних розв’язків. Тому при розглядi 

обтiкання слiд враховувати в’язкiсть рiдини, а отже, необхiдно користуватись 

рiвнянням Нав’є-Стокса (для ламiнарного потоку) або Рейнольдса (для 

турбулентного потоку). Але, як вже зазначалося ранiше, iнтегрування цих 

дифрiвнянь можливе лише для деяких окремих випадкiв. Тобто виникає 

тупикова ситуацiя: модель iдеальної рiдини не приводить до вiрних розв’язків, 

а в межах моделi в’язкої рiдини, через насамперед математичнi складнощi, для 

бiльшостi задач розв’язки взагалi дістати неможливо. Однак потреби технiки 

вимагали вирішення цiєї проблеми. Першим знайшов вихiд з ситуацiї, що 

склалася, Л. Прандтль, коли 1904 р. ввiв поняття пограничного шару. 

 

7.1 ОСНОВИ ТЕОРIЇ ПОГРАНИЧНОГО ШАРУ 

 

          7.1.1 Поняття пограничного шару. Умовнi товщини 

Iдея Прандтля була досить простою, але разом з тим, як засвiдчив 

подальший розвиток гiдромеханiки, дуже продуктивною. Вона зводилася до 

того, що при обтiканнi твердих тiл потоком в’язкої рiдини сили в’язкостi в 

рiзних областях течiї проявляються неоднаково. Сили в’язкостi значнi там, де 

виникають значнi поперечнi градiєнти швидкостi, якi приводять до появи 

дотичних напружень. Це спостерiгається у шарах рiдини, що знаходяться 

поблизу твердого тiла. У мiру вiддалення вiд нього дiя сил в’язкостi слабне, 

оскiльки зменшується поперечний градiєнт швидкостi, i на порiвняно 

невеликiй вiдстанi стає настiльки малою, що нею можна нехтувати. Таким 

чином, Прандтль запропонував потiк в’язкої рiдини, що обтiкає тверде тiло, 

умовно дiлити на двi частини: пограничний шар, в якому швидкостi 

розподiленi нерiвномiрно і тому течiя  вихрова, i зовнiшнiй потенціальний 

потiк з практично рiвномiрним розподiлом швидкостей (рисунок  7.1). 

Оскiльки при рiвномiрному розподiлі швидкостей в’язкісних дотичних 

напружень не виникає, то рiдину у зовнiшньому потоцi можна вважати 

нев’язкою. За тiлом утворюється так званий гiдродинамiчний (або 

аеродинамiчний) слiд. У цiй областi ще зберiгається нерiвномiрний розподiл 

швидкостей, викликаний гальмуючим впливом твердої поверхнi. 

Течiя у зовнiшньому потоцi, як правило, є турбулентною. Однак у 

пограничному шарi через рiзке падiння швидкостi бiля поверхнi тiла течiя може 



бути або ламiнарною, або турбулентною. Тому розрiзняють ламiнарний i 

турбулентний пограничнi шари, деякі методи розрахунку яких розглянемо далі. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 7.1 – Поділ потоку, що обтікає тверде тіло 

 

При обтiканнi твердого тiла необмеженим потоком (зовнiшня задача) 

пограничний шар утворюється, починаючи вiд передньої кромки. На рисунку 

7.1 границя показана штриховою лiнiєю. Поняття границi носить дещо умовний 

характер. Оскiльки швидкiсть у кожнiй точцi наближається до швидкостi 

зовнiшнього потоку (u) асимптотично, то встановлення границi по сутi є 

угодою про точнiсть. Прийнято, що границею пограничного шару є лiнiя, у 

кожнiй точцi котрої швидкiсть менша за u на 1 %. 

При течiї рiдини в трубi або каналi (внутрiшня задача) пограничний 

шар виникає на початковiй дiлянцi, де формується поле швидкостей (див. 

рисунок 6.9). 

Таким чином, пограничним вважають шар рiдини, в якому швидкості 

розподіляються нерівномірно, сили iнерцiї спiльномiрнi з силами в’язкого 

тертя, а течiя вихрова; за межами цього шару розподіл швидкостей 

рівномірний, а потiк потенцiальний. Остання умова є також досить важливою, 

оскiльки при вiдсутностi зовнiшнього потенцiального потоку пограничний шар 

видiлити неможливо. 

Для уникнення довiльностi у визначеннi границь пограничного шару 

вводиться поняття про так званi умовнi товщини. 

Розглянемо обтiкання нестисливою рiдиною плоскої пластини, 

встановленої паралельно вектору швидкостi потоку. Нехай площина 1−1 

проходить у зонi потенцiальної течiї перед пластиною (рисунок 7.2), а площина 

2−2 на вiдстанi x вiд її передньої кромки, де товщина пограничного шару 

дорiвнює . 

Простежимо за рухом рiдких частинок вздовж видiленої лiнiї течiї. 



Витрата рiдини, що приходиться на одиницю ширини пластини у перерiзi 

1−1 через шар товщиною , дорiвнює u. При усталеному русi ця витрата буде 

завжди бiльшою за витрату у перерiзi 2−2 пограничного шару, оскiльки ux  u. 

Отже, для того щоб через площину 2−2 пройшла витрата u, необхiдно 

збiльшити перерiз потоку. Тому видiлена лiнiя течiї вiдхиляється вiд свого 

початкового напряму на деяку величину *. 

Рiвняння балансу витрат для площин 1−1 i 2−2 має вигляд 
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
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де u* вiдображає витрату у 

площинi 2−2 через шар завтовшки 

*; 


0

dyux  − те саме у 

пограничному шарi завтовшки . 

Оскiльки 


=
0

dy , то з 

формули (7.1) легко дістати 
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



 
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 
           (7.2) 

Величину * називають умовною товщиною витискання. Вона являє 

собою вiдхилення лiнiї течiї в’язкої рiдини вiд лiнiї течiї iдеальної рiдини, яке 

викликане гальмуючою дiєю твердої поверхнi (тобто утворенням пограничного 

шару). Вирiшальною перевагою умовної товщини витискання є те, що вона 

практично не залежить вiд точностi визначення , оскiльки вже при деяких 

значеннях y, близьких до , швидкiсть ux  u. Тому верхню границю 

iнтегрування у рівнянні (7.2) можна замiнити на  
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dy
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Очевидно, що витискання маси у пограничному шарi супроводжується 

втратою деякої кiлькостi руху. Товщина втрати iмпульсу 

0

** 1x xu u
dy

u u



 

 
 = − 

 
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характеризує ту частину кiлькостi руху в’язкої рiдини, котра втрачається в 

пограничному шарi завтовшки  через гальмуючу дiю твердої поверхнi. 

Рисунок 7.2 – До поняття                          

про товщину витискання 



Величини * i ** називають iнтегральними характеристиками 

пограничного шару i в багатьох випадках вони є бiльш зручними для його 

розрахунку, нiж . 

Важливо також зауважити, що вiдхилення лiнiї течiї в пограничному 

шарi обумовлює двовимiрний характер руху рiдини навiть у найпростiшому 

випадку обтiкання плоскої пластини. Тому для опису руху необхiдно 

враховувати двi проекцiї швидкостi ux i uy (для плоскої задачi). Крiм того, 

незважаючи на те, що вздовж потоку товщина пограничного шару зростає, 

при великих числах Рейнольдса малiсть вiдношення /x зберiгається по всiй 

довжинi тiла. 

 

          7.1.2 Рiвняння руху в плоскому ламінарному пограничному шарi 

Ламiнарна течiя в’язкої рiдини, як було показано у пункті 4.2.2, 

описується системою дифрiвнянь Нав’є-Стокса (4.38), до якої додається 

рiвняння нерозривностi (3.17). У випадку плоскої задачi при усталеному русi 

система спрощується до вигляду 
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Свого часу Прандтль припустив, що не всi члени в системі (7.5) роблять 

спiвмiрний внесок у опис течiї, що вiдбувається в плоскому ламiнарному 

пограничному шарi (рисунок 7.3). При  цьому  основною  вихiдною  

передумовою 

було припущення про те, що в’язкiснi та 

iнерцiйнi члени мають однаковий 

порядок малостi. Дiйсно, якщо 

знехтувати силами iнерцiї, то дістанемо 

рiвняння так званої повзучої течiї, котра 

спостерiгається тiльки при дуже малих 

числах Рейнольдса i зустрiчається рiдко. 

Якщо вiдкинути в’язкiснi члени, то 

дістанемо рiвняння руху iдеальної 

рiдини, розв’язання котрого, як вже 

зазначалося, не приводить до 

правильних результатiв хоча б тому, що 

не задовольняє граничні умови. Що 

стосується масових сил, то у переважнiй  Рисунок 7.3 – Плоский ламінарний 

пограничний шар 



бiльшостi випадків їх вплив на рух рiдини порiвняно з силами  інерції та 

в’язкостi незначний. Тому можна вважати, що X = Y = 0. Таким чином, у 

системi рiвнянь (7.5) необхiдно зберегти в’язкiснi та iнерцiйнi члени. 

Оцiнемо порядок малостi кожного з них. При цьому будемо виходити з 

того, що поздовжня координата спiльномiрна з поздовжнім розмiром твердого 

тiла l (x  l); поперечна координата – з товщиною пограничного шару (у  ), 

швидкості  ux  u, uy  ux. Відповідно до визначення пограничного шару 

можна вважати, що   x. 

Для оцiнки порядку величини uy та її похiдних проiнтегруємо рiвняння 

нерозривностi по y вiд 0 до  
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При y =  
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Тепер можна оцiнити порядок усiх величин, що входять до системи (7.5). 

Для проекцiї на вiсь ox 
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Порядок величин конвективних членiв однаковий, тому їх не можна 

виключати з розгляду. Легко помiтити, що з в’язкiсних членiв перший суттєво 

менший за другий, i тому його доцiльно вiдкинути. 

Отже, перше рiвняння (7.5) набирає вигляду 
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Порядок першої складової лiвої частини рівняння (7.9) визначається 

тiльки тиском i його змiною у зовнiшньому потоцi. 

За визначенням сили iнерцiї у пограничному шарi спiльномiрнi з силами 

в’язкого тертя, тобто 
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або товщина пограничного шару  
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де Rel − число Рейнольдса, в якому за характерний лiнiйний розмiр прийнята 

довжина тіла. 

З формули (7.11) випливає, що товщина ламiнарного пограничного шару 

зростає вздовж потоку, а передумова про малiсть  по вiдношенню до l 

виконується тим точнiше, чим бiльше число Рейнольдса. 

Для проекцiї на вiсь oy з урахуванням формули (7.7) 
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                               (7.12) 

 

Вiдразу помiтно, що порядок першого в’язкiсного члена суттєво менший 

від другого i ним можна знехтувати. 

З формули (7.10) випливає, що 
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а тому 
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Отже, другий в’язкiсний член i конвективнi члени мають однаковий 

порядок, який менший від будь-якого з членiв рівняння (7.9). Тому у пiдсумку 

для проекцiї на вiсь oy можна записати 
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Оскiльки 1/  0, то P/y = 0, а отже, P = const. Сенс цього результату 

досить очевидний: у поперечному перерiзi пограничного шару тиск не 

змiнюється i дорiвнює тиску на поверхнi. 

Таким чином, система дифрiвнянь для плоского ламiнарного пограничного 

шару набирає вигляду 
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Ця система вперше була запропонована Л. Прандтлєм 1904 р. i є 

вихiдною для розвитку теорiї пограничного шару. Замiна P/x на dP/dx 

пiдкреслює те, що тиск залежить лише вiд поздовжньої координати. 



Система (7.16) є незамкнутою, оскiльки мiстить три змiнних ux, uy i P. 

Граничними для неї будуть умови: при y = 0  ux= uy= 0 i при y→   ux → u, 
котрi ще бiльше ускладнюють задачу тому, що вказують на асимптотичне 

наближення ux до u. 

Обмежує широке використання рiвнянь Прандтля ще й те, що при деяких 

числах Рейнольдса ламiнарна течiя в пограничному шарi може змiнюватися на 

турбулентну. Фiзична сутнiсть процесiв, якi при цьому вiдбуваються, 

аналогiчна змiнi режимiв течiї у трубах. 

Розглянемо спрощену схему 

змiни режимiв течiї на прикладi 

плоскої пластини. При натiканнi 

потоку на пластинi утворюється 

пограничний шар, товщина якого  i 

число Рейнольдса, в якому за 

характерний лінійний розмір 

прийнята поздовжня координата x, 

Rex вздовж тіла зростають (рисунок 

7.4). При досягненнi деякої 

поздовжньої координати xкр (Reкрx =  

= uxкр/) течiя в пограничному шарi 

втрачає стiйкiсть i ламiнарний режим 

змiнюється на турбулентний. При 

цьому слiд мати на увазi, що при         

x  xкр пограничний шар буде ламi-

нарним, навiть якщо течiя у зовніш-

ньому потоцi турбулентна. 

Очевидно, що процес змiни 

режиму вiдбувається не раптово, як це показано на рисунку, а протягом деякої 

дiлянки. Але при розв’язаннi практичних задач поступовiстю процесу, як правило, 

можна нехтувати. 

Навiть пiсля переходу ламiнарного пограничного шару в турбулентний на 

поверхнi твердого тiла лишається зовсiм тонкий в’язкий пристінний шар, у якому 

сили в’язкого тертя переважають сили iнерцiї (аналогiчно течiї в трубах; див. пункт 

6.6.3). Його товщина становить близько 1–1,5 % від товщини пограничного шару. 

При визначеннi числа Рейнольдса як характерного лiнiйного розмiру часто 

використовують не поздовжню координату x, а товщину пограничного шару   




= 



u
Re .                                                  (7.17) 

 

Для пластин можна приймати Reкрx = 2105... 2106, Reкр = 2740... 8700; для 

крилових профiлiв Reкрx = 2105... 5105, Reкр = 2200... 6290.  

Встановлено, що зміна режиму відбувається тим ближче до передньої 

кромки тіла, чим більші ступінь турбулентності набігаючого потоку і 

Рисунок 7.4 – Зміна режиму течії                      

в пограничному шарі:  

1 – ламінарний пограничний шар;            

2 – турбулентний пограничний шар;  

3 – в’язкий пристінний шар 
 



шорсткість поверхні цього тіла. На тілі криволінійної форми ламінарний режим 

може зберігатися тільки в зоні від’ємних градієнтів тиску вздовж течії. 

 

7.1.3 Iнтегральне спiввiдношення Кармана для пограничного шару 

Розв’язання прикладних задач шляхом безпосереднього iнтегрування 

рiвнянь Прандтля являє значну складнiсть. Тому виникла потреба в розробцi 

приблизних методiв розрахунку, якi забезпечували б достатню точнiсть 

результатiв. Цi методи базуються на застосуваннi до пограничного шару 

загальних законiв гiдромеханiки. Один з таких методiв 1921 р. був 

запропонований Т. Карманом i полягав у застосуваннi до вiдсiку пограничного 

шару закону збереження кiлькостi руху. Така дiя приводить до замiни 

диференцiйних рiвнянь iнтегральними. 

Розглянемо плоский пограничний шар, що виникає на твердiй поверхнi 

(рисунок 7.5). Течiю будемо вважати усталеною, а рiдину – нестисливою. 

Видiлимо вiдсiк 1–2–4–3 i застосуємо до нього закон збереження імпульсу.  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рисунок 7.5 – Плоский пограничний шар 
 

Визначимо змiну iмпульсу мiж перерiзами 1–2 i 3–4.  

Через перерiз 1–2 у контрольний об’єм одиничної ширини втiкає 

секундна маса 
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кількість руху котрої 
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З контрольного об’єму витiкає секундна маса 
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з кількістю руху 
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Зiставивши рівняння (7.18) і (7.20), легко помiтити, що iснує розбаланс, 

який можна пояснити тiльки втiканням рiдини крізь границю пограничного 

шару 2–4 
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Iмпульс цiєї секундної маси  
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Таким чином, змiна кiлькостi руху за одиницю часу в напрямі осі ox 
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котра згiдно з теоремою iмпульсiв повинна дорiвнювати рiвнодiючій усiх 

зовнiшнiх сил Fx, що за умовою задачі приходиться на одиницю ширини. 

Такими є сили тиску на перерiзи 1–2, 3–4 i поверхню 2–4 та сила тертя на 

поверхнi пластини (масовi сили помiтного впливу не мають, i тому ними можна 

знехтувати): 
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Розкривши дужки i виключивши з розгляду нескiнченно малi вищого 

порядку ( )

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Отже, порiвнюючи рівняння (7.24) i (7.26), дістаємо вираз 
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який називається iнтегральним спiввiдношенням Кармана, або рiвнянням 

кiлькостi руху для плоского пограничного шару. Частковi похiднi замiненi на 

повнi, оскiльки рух усталений. 

Якщо використати рiвняння Бернуллi, записане для зовнiшньої границi 

пограничного шару, то з рівняння (7.27) можна виключити тиск. 
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Відтак 
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Вiдносним недолiком цього рівняння є те, що в ньому мiститься товщина 

пограничного шару , яка визначається дещо умовно. Тому проведемо 

перетворення, які дозволять рівняння (7.30) привести до іншого вигляду. 
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а з урахуванням рівнянь (7.3) i (7.4) дістаємо iнтегральне спiввiдношення 

Кармана в умовних товщина 
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Для нестисливої рідини 
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Перевага такої форми запису над рівнянням (7.30) у тому, що замiсть  

використовуються * i **, котрi визначаються бiльш точно. 

На завершення зауважимо, що при виводi формули (7.30) не робилося 

припущень про режим течiї та форму тіла. Тому отримані спiввiдношення 

справедливi як для ламiнарного, так i для турбулентного пограничних шарiв, що 

утворюються при обтіканні як плоских пластин, так і криволінійних профілів. У 

випадку турбулентного режиму пiд ux слiд розумiти осереднену мiсцеву 

швидкiсть. 

 

          7.1.4 Розрахунок ламiнарного пограничного шару на пластинi 

Розглянемо методику застосування iнтегрального спiввiдношення 

Кармана на прикладi обтiкання нескiнченно тонкої пластини, яка розташована 

паралельно вектору швидкостi зовнiшнього потоку. 

Оскiльки для даної задачі u величина незмiнна, то формулу (7.36) можна 

переписати у такому виглядi: 
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Для розв’язання рівняння (7.37) необхiдно знати закони розподiлу 

дотичних напружень 0 = f(y) i швидкостей ux = f(y). Очевидно, що для 

ламiнарного пограничного шару справедливий закон в’язкого тертя Ньютона, i 

тому 0 = f(y) можна вважати вiдомим. Профiль швидкостi у пограничному шарi 

1921 р. К. Пальгаузеном було запропонувано апроксимувати полiномом 
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Число членiв полiнома визначається числом достовiрних граничних умов, 

котрi можна використати для визначення коефiцiєнтiв. У даному випадку 

скористаємося трьома граничними умовами: при y = 0  ux = 0, тому a0 = 0; при  

y =  ux = u, а отже, a1 + a2
2 = u; при y =   ux/y = 0, з чого випливає, що 

0 = a1 + 2a2. 

Розв’язками системи 
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Знаючи ux = f(y), легко визначити * i ** 
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Напруження на стiнцi 
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Таким чином, рівняння (7.37) набирає вигляду 
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На переднiй кромцi пластини (x = 0) товщина пограничного шару  = 0, 

тому стала C = 0. 

Таким чином, 
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а з урахуванням рівняння (7.43) 
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При бiльш ретельному розглядi задачi розподiл швидкостей ux = f(y) 

можна апроксимувати полiномом четвертого степеня. Це значно ускладнює 

розв’язання i приводить до замiни коефiцiєнтiв у рівняннях (7.49) i (7.50) на 

5,83 i 0,343. 

Випадок ламінарного пограничного шару на плоскій пластині, коли 

du /dx = 0 і dP/dx = 0, є найпростішим. Розв’язки для нього можна отримати та 

шляхом інтегрування рівнянь Прандтля (7.16), як це зробив 1908 р. Блазіус. Він 

дістав формули 
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Величина коефіцієнта у формулі (7.51) залежить від прийнятої точності 

визначення границі пограничного шару. Якщо її визначити з точністю не в 1 , 

а в 0,5 , то коефіцієнт 5,0 зміниться на 5,4, а якщо в 0,1  − то на 6,1. 

Як видно, формули Блазіуса від попередніх відрізняються лише 

значеннями коефіцієнтів і досить добре співпадають з дослідними даними. 

Співвідношення мають також один спільний недолiк: при x → 0  0 → , тодi як 

0 повиннi наближатися до нуля. Це пов’язане з тим, що поблизу передньої 

кромки пластини пограничний шар лише починає формуватися і порушується 

одна з основних його властивостей, а саме та, згідно з якою інтенсивність зміни 

компоненти швидкості ux вздовж напряму течії неспівмірно менша, ніж у 

поперечному напрямі. 

Величину 
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називають місцевим (локальним) коефіцієнтом опору тертя. Для ламінарного 

пограничного шару на плоскій пластині з урахуванням рівняння (7.50) 
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Опір тертя для одної сторони пластини площею A = bl  
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а коефіцієнт повного опору тертя 
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При двосторонньому обтiканнi пластини дотичнi напруження 

подвоюються, тому в цьому випадку правi частини рівнянь (7.50), (7.54) і (7.56) 

теж необхідно подвоїти. 

Слiд також зауважити, що отриманi розв’язки справедливi при достатньо 

великих значеннях чисел Рейнольдса, оскiльки i вся теорiя пограничного шару 

прийнятна тiльки при великих Rel. При малих Rel, величина котрих вимірюється 

десятками або сотнями, можна використовувати формулу Го-Юн-Хуая 
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           7.1.5 Розрахунок турбулентного пограничного шару на пластинi 

Для випадку, коли у пограничному шарi встановлюється розвинутий турбу- 

лентний режим, при застосуванні інтегрального співвідношення Кармана потрiбнi 

принципово вiдмiннi вихiднi спiввiдношення. Це насамперед пов’язане з рiзкою 

змiною епюри швидкостей. Її апроксимують напiвемпiричними або чисто емпiрич-

ними залежностями. Найчастiше використовується степенево-показникова формула 
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Це дає можливiсть легко визначити товщину втрати iмпульсу 
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Для гідравлічно гладкої пластини дотичнi напруження також оцiнюють за 

дослiдною залежністю 
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Таким чином, рiвняння (7.37) для турбулентного пограничного шару 

набирає вигляду 
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Роздiливши змiннi та виконавши iнтегрування, дістаємо 
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(стала iнтегрування дорiвнює нулю, оскiльки при x = 0   = 0). 

З рівнянь (7.60) i (7.61) випливає, що коефiцiєнт місцевого опору тертя 

для турбулентного пограничного шару 
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або з урахуванням рівняння (7.62) 
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Сила опору тертя на одній стороні пластини площею A = bl (з 

урахуванням рівнянь (7.60) і (7.62) 
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Тоді коефіцієт повного опору тертя 
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(досвід вказує на те, що коефіцієнт 0,074 краще відповідає експериментальним 

даним). 

Формула (7.66) добре відповідає дослідним даним при Rel = 5105…107. 

При більших значеннях числа Рейнольдса доцільно використовувати іншу 

залежність 
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Порівнявши рівняння (7.56) і (7.66), легко помітити, що сили опору тертя в 

турбулентному пограничному шарi при iнших рiвних умовах завжди бiльшi, нiж в 



ламiнарному (при Rel = 5105  Cт  2,6 Cл, а при Rel = 106  Cт  3,2 Cл). Ця 

закономірність пояснюється характером тертя при ламінарному і турбулентному 

режимах течії. Одже, для зменшення опору тертя на твердій поверхні доцільно 

збільшувати ділянку ламінарного пограничного шару за рахунок турбулентного. 

Зiставивши формули (7.49) з (7.62), легко також помiтити, що і товщина 

турбулентного пограничного шару вздовж потоку збiльшується iнтенсивнiше, 

нiж в ламiнарному (при Rex = 5105  т  3,5 л, а при Rex = 106  т  4,3 л). Більш 

інтенсивно в турбулентному шарі збільшуються і умовні товщини.  

Отримані вище співвідношення справедливі для турбулентного 

пограничного шару тільки на гідравлічно гладкій пластині. На практиці 

поверхні, що обтікаються, далеко не завжди є гідравлічно гладкими. Як і в 

трубах, розрізняють три зони гідравлічного тертя в турбулентному 

пограничному шарі, а саме: зона гідравлічно гладкої поверхні (в ній коефіцієнт 

опору не залежить від висоти виступів шорсткості k, а визначається числом 

Рейнольдса), перехідна зона (в ній на опір впливають обидва фактори) і зона 

гідравлічно шорсткої поверхні, або квадратична зона опору (в ній величина 

опору тертя визначається тільки висотою виступів шорсткості і не залежить від 

чисда Рейнольдса). 

На підставі дослідів отримана залежність для дотичних напружень на 

гідравлічно шорстких поверхнях 
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Тоді з урахуванням рівняння (7.37) 
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Розділивши змінні та проінтегрувавши, дістаємо 
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 (при x = 0  ** = 0, тому стала інтегрування дорівнює нулю). 

Коефіцієнт місцевого опору тертя шорсткої пластини 
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а коефіцієнт повного опору 
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На підставі більш строгих і тому більш складних теоретичних 

обґрунтувань (використовувався логарифмічний закон розподілу швидкостей) 

Г. Шліхтінгу44 вдалося дістати формулу для коефіцієнта повного опору тертя 

шорсткої пластини такого вигляду: 
5,2

. lg62,189,1

−









+=

k

l
С шт .                                      (7.73) 

 

Формули (7.72) (7.73) у цілому непогано відповідають одна одній. 

Ґрунтовний аналіз турбулентного пограничного шару на пластині 

дозволили Прандтлю і Шліхтінгу розробити номограми приблизного 

розрахунку коефіцієнтів ст і Ст (рисунок 7.6) для всіх трьох зон гідравлічного 

опору. Номограми побудовані з використанням логарифмічного закону 

розподілу швидкостей і без врахування ділянки ламінарного пограничного 

шару. Вони, зокрема, дозволяють при різних умовах визначати величину 

виступів шорсткості, а отже, і необхідну ступінь обробки поверхонь, при якій 

зберігається режим гладкостінного обтікання, тобто шорсткість не впливає на 

опір. 

 

 

 

 
44 Шліхтінг Герман (1907–1982) – німецький вчений в області аеродинаміки, професор 

Брауншвейзького університету, працював над створенням аеродинамічного інституту в 

аеропорті Брауншвейг-Ваггум. Автор численних наукових робіт з динаміки в’язкої рідини, 

аеродинаміки літака, лопатевих апаратів, у т. ч. монографії «Теорія пограничного шару» 

(1951), яка стала класичною у цій галузі гідромеханіки та витримала чимало перевидань. 
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Рисунок 7.6 – Номограми Прандтля-Шліхтінга для для коефіцієнта  

місцеваго опору плоскої пластини (а) і коефіцієнта повного опору  

плоскої пластини (б) 

 

Слід зауважити, що номограми справедливі лише для пластин з 

рівнозернистою і однаково розподіленою по поверхні шорсткістю. Вони не 

поширюються на поверхні зі зварними швами, клепками тощо. 

Таким чином, у цьому i попередньому підрозділах розглянута найбільш 

проста задача теорії пограничного шару – задача приблизного (нестрогого) 

розрахунку турбулентного i ламiнарного пограничних шарiв, що виникають на 

нескiнченно тонкiй пластинi при умовi незмiнностi тиску i швидкостi у 

зовнiшньому потоцi.  



          7.1.6 Вiдрив пограничного шару 

На вiдмiну вiд обтiкання плоскої пластини при обтiканнi тiл 

криволiнiйної форми тиск у зовнiшньому потоцi не лишається сталим, а 

змiнюється залежно вiд швидкостi. На дiлянцi АВ (рисунок 7.7) швидкiсть 

рiдких частинок, що знаходяться у пограничному шарi, зростає (ux/x  0), а 

тиск зменшується (P/x  0). Цей вiд’ємний градiєнт тиску, незважаючи на дiю 

сил в’язкого тертя, сприяє прискореному руху рiдини. 

При переходi потоку через точку В градiєнт тиску змiнює знак, а отже, 

рiдина для руху вперед повинна долати не тiльки силу опору тертя, а й силу 

тиску. Якби рідина була ідеальною, то її швидкість поблизу тіла не 

зменшувалася б і кінетичної енергії було б достатньо для подолання сил тиску. 

Швидкість реальної рідини біля твердої поверхні мала, і тому кінетичної енергії 

недостатньо для подолання сукупної дії сил в’язкого тертя і тиску. Тому в 

деякій точці О відбувається гальмування рідини. Частинки, що рухаються за 

бiльш вiддаленими вiд тiла траєкторiями, вiдхиляються у бiк зовнішнього 

потоку і товщина пограничного шару різко зростає. Частина рiдини за точкою 

О починає рухатися у зворотному напрямі. Це явище називають вiдривом 

пограничного шару, а точку О − точкою відриву. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

Рисунок 7.7 – Відрив пограничного шару 

 

Оскільки в точці відриву відбувається зміна напряму течії рідини, що 

знаходиться безпосередньо біля поверхні, то  
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а отже, у точці відриву дотичні напруження 0 = 0. Ця умова може бути 

використана при визначенні положення точки відриву. Так, застосувавши для 



опису ламінарного пограничного шару на криволінійній поверхні метод 

Кочина-Лойцянського, можна дістати, що в точці відриву  
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Тому якщо відомі u = f (x) і ** = f (x), то рівняння (7.75) можна розв’язати 

відносно поздовжньої координати. Однак при цьому слід враховувати такі 

обставини. По-перше, в області відриву внаслідок гальмування якісно змінюються 

характеристики (властивості), які приписувалися пограничному шару при його 

визначенні і виводі рівнянь Прандтля – поперечні розміри пограничного шару 

стають великими, складовою 22 xux  по відношенню до 22 yux  у формулі 

(7.5) нехтувати не можна. Отже, на зону відриву рівняння (7.16) поширюватися не 

може, а тому тиск в будь-якому поперечному перерізі пограничного шару також 

не можна вважати сталою величиною. По-друге, внаслідок потовшення 

пограничного шару необхідно враховувати його вплив на зовнішній потік (так 

званий зворотний вплив), що ще більше ускладнює задачу. Тому і до цього часу 

розрахунок пограничного шару поблизу точки відриву є слабким місцем всіх 

відомих теорій, а розрахунки ведуть, як правило, на підставі дослідних даних. 

Відрив пограничного шару, як засвідчує ґрунтовний теоретичний аналіз і 

дані дослідів, можливий тільки за умови сукупної дії позитивного градієнту 

тиску і сил в’язкого тертя. Якщо один з цих факторів відсутній, то відрив не 

відбувається (наприклад безградієнтне обтікання в’язкою рідиною плоскої 

пластини). 

За точкою вiдриву виникає вiдривна течiя, характерна сильною 

нестiйкiстю великомасштабних вихорiв. Окремi вихори вiдриваються вiд 

поверхнi та зносяться потоком, а на їх мiсці виникають новi тощо. Утворення, 

взаємодiя i перемiщення вихорiв за тiлом становлять вiдмiнну вiд пограничного 

шару на твердій поверхні та зовнiшнього потоку область течiї, яка називається 

гiдродинамiчним (аеродинамiчним) слiдом. Його протяжнiсть залежить вiд 

форми поверхнi, що обтiкається, i числа Рейнольдса.  

 

7.2 ОПIР ТIЛ, ЩО ОБТIКАЮТЬСЯ В’ЯЗКОЮ РIДИНОЮ 

 

          7.2.1 Сили, котрi дiють на тiло, що обтiкається в’язкою рiдиною 

При обтiканнi потоком в’язкої рiдини тверде тiло сприймає сили, якi 

розподiленi по його поверхнi. Цi поверхневi аеродинамiчнi сили у загальному 

випадку можуть бути зведенi до головного вектора 
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де PF


 − рiвнодiюча сил тиску, котра обумовлена нерiвномiрнiстю розподiлу  

тиску по поверхнi тiла; 



     F


 − рiвнодiюча сил в’язкого тертя, яка визначається розподiлом дотичних 

напружень на поверхнi тiла. 

Враховуючи, що 
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силу тертя можна подати як 
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(залежно вiд режиму течiї в пограничному шарi для пластини локальний 

коефiцiєнт опору cf можна розрахувати за формулою (7.54) або (7.64). 

Якщо, дiючи в межах плоскої моделi, при визначеннi F


 вiсь ox 

спрямувати паралельно вектору u


, а вiсь oy перпендикулярно до нього i 

вертикально вгору (рисунок 7.8), то yx FFF
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є силою лобового опору, а 
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пiдйомною силою. 

 

 

Першу складову в рівнянні (7.79) називають опором тиску; другу − 

опором тертя. 

З формули (7.80) випливає, що пiдйомна сила залежить не тiльки вiд 

розподiлу тиску, а й вiд дотичних напружень. Останнi частiше за все відіграють 

незначну роль, i тому при визначеннi Fy ними нехтують. Якщо б течiя була 

вiдсутня (рiдина знаходиться у станi спокою), то за наявностi сили тяжiння дiя 

рiдини на тiло звелася б до архiмедової пiдйомної сили. 

Тiла, що обтiкаються рiдиною, роздiляють на добре i погано обтiчні. До 

перших належать тi, в яких пограничний шар прилягає до поверхнi в усiх її 

точках, тобто відриву не відбувається. Це профiлi типу аеродинамiчного крила 

або турбiнної лопатки, тонка пластина, котра розташована паралельно вектору 

швидкостi. Їх обтiкання характеризується плавнiстю i стабiльнiстю, а силу 

лобового опору визначає опiр тертя. 

Рисунок 7.8 – Підйомна сила та сила 

лобового опору на криловому профілі 



Тiла з тупими обводами типу сфери, цилiндра або корпуса автомобiля є 

поганообтiчними. Їх обтiкання супроводжується вiдривом пограничного шару, 

а в силi лобового опору головну роль вiдiграє опiр тиску. 

У прикладних розрахунках при визначеннi Fx i Fy, як правило, 

користуються не формулами (7.79) i (7.80), а так званими аеродинамiчними 

формулами, побудова структури котрих може здiйснитися, наприклад, методом 

аналiзу розмiрностей (підрозділ 5.4): 
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де Cx i Cy − коефiцiєнти лобового опору i пiдйомної сили, якi визначаються 

експериментально; 

      A − характерна площа. 

Характерна площа A визначається залежно вiд типу тiла. Для погано 

обтiчних тiл − це площа мiделівого перерiзу, тобто максимальна площа 

поперечного перерiзу тiла, нормальна до вектора швидкостi набiгаючого потоку 

u


(наприклад, для сфери − це площа кола, розрахована за дiаметром). Для 

добре обтiчних тiл − це площа в планi, що дорiвнює добутку розмаху l на 

довжину хорди профiля b (хордою називається лінія, що єднає дві найбільш 

віддалені точками профілю, тобто передню і задню кромки). 

Класифiкацiя тiл, що обтiкаються, є дещо умовною. Так, наприклад, 

аеродинамiчне крило (за визначенням, добре обтiчне тiло) при великих кутах 

атаки фактично є погано обтічним, оскiльки в таких умовах вiдбувається вiдрив 

пограничного шару i опiр тиску значно зростає (кутом атаки називається кут мiж 

хордою i напрямом руху потоку). Те ж саме можна сказати i про тонку пластину, 

якщо її розташувати пiд великим кутом до вектора швидкостi набiгаючого потоку. 

Необхiдно також зауважити, що опiр не вичерпується двома складовими 

(тиску i тертя). Так, при обтiканнi, наприклад, аеродинамiчного крила тиск по 

поверхні розподіляється нерівномірно. Внаслідок цього відбувається перетікання 

рідини біля торців із зони з більшим тиском (під крилом) у зону з меншим тиском 

(над крилом). Виникає так званий краєвий ефект, котрий полягає у виникненні 

особливої системи вихорів, що збігають з поверхні та утворюють таким чином 

додатковий опір. Його називають iндуктивним опором. Оскільки підйомна сила є 

наслідком нерівномірності розподілу тиску по поверхні профілю, то, очевидно, що 

індуктивна складова лобового опору існує тільки при Fy  0. 

Крім того, при обтiканнi краплинною рiдиною частково занурених тiл, 

наприклад суден, утворюються поверхневi хвилi, енергія котрих пропорціональна 

квадрату амплітуди. При обтiканнi тiл надзвуковим газовим потоком утворюються 

ударнi хвилi (докладно їх фізична природа буде розглянута далі). Ці фактори 

призводять до виникнення так званого хвильового опору. У деяких випадках 



частини iндуктивної та хвильової складових у загальному опорi можуть бути 

значними. 

 

          7.2.2 Обтiкання кругового цилiндра iдеальною рiдиною. 

Парадокс Ейлера-Даламбера. Формула Жуковського 

Оскiльки для погано обтiчних тiл, котрим є цилiндр, визначаючим є опiр 

тиску, то було б природним спробувати в межах моделi iдеальної рiдини 

отримати розподiл тиску по поверхнi та завдяки цьому розрахувати першi 

складовi в формулах (7.79) i (7.80). 

Одним iз шляхiв визначення закону розподiлу тиску по поверхнi 

цилiндра, що обтiкається iдеальною рiдиною, є метод суперпозицiї 

найпростiших потенцiальних течiй (пункт 3.6.4). Розглянемо накладення 

плоскопаралельного потенцiального потоку i диполя. Згiдно з принципом 

суперпозицiї потенцiал швидкостi та функцiя течiї нового потоку 
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З останнього випливає, що сімейство лiнiй течiї описується виразом 
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а рiвняння нульової лiнiї течії 
 

2 2

1
1 0.

2

M
y

u x y

 
− = 

 + 
                                      (7.86) 

 

Воно справедливе при y = 0  i  
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Перша умова показує, що нульова лiнiя течiї збігається з вiссю ox, а 

друга − коло з центром у початку координат i радiусом 
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Таким чином, нульова лiнiя течiї являє собою вiсь ox на деякiй вiдстанi вiд 

цилiндра; в точцi K1 роздiляється на два напiвкола, а в точцi K2 знову зливається i 

збігається з вiссю ox (рисунок 7.9). Якщо взяти до уваги, що в iдеальнiй рiдинi 

умова, котра визначає будь-яку лiнiю течiї (un = 0), збігається з граничною 

умовою, то можна коло радiусом r0 (нульову лiнiю течiї) замiнити твердою 

поверхнею. Картина течiї при цьому не змiнюється. Отже, не враховуючи течiю 



всерединi кола, отримаємо його обтiкання (точнiше − обтiкання кругового 

цилiндра) потенцiальним потоком зi швидкістю u. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 7.9 – Обтікання кругового циліндра потенціальним потоком 

 

Перейдемо до полярної системи координат, в якiй x = r cos, y = r sin. 

Враховуючи, що M = 2ur0
2, 
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Складовi швидкості  
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На поверхнi цилiндра (r = r0) 0=ru  i 

 

2 sin .u u = −                                                (7.92) 
 

Останнiй вираз є законом розподiлу швидкостi iдеальної рiдини на 

поверхнi цилiндра. Знак мінус означає, що напрям руху потоку i вiдлiку кута  

протилежнi. 



З рівняння (7.92) випливає, що у точках K1 ( = ) i K2  ( = 0), якi 

називаються передньою i задньою критичними точками, u = 0, а в точках M1 i 

M2 ( =  /2) швидкiсть досягає максимального значення u = 2u. 
Якщо скористатися рiвнянням Бернуллi, то вiд розподiлу швидкостей 

можна перейти до розподiлу тиску на поверхнi. Нехтуючи масовими силами, 

запишемо рiвняння Бернуллi у формi тиску для точки, що достатньо вiддалена 

вiд цилiндра i для довiльної точки цилiндра 
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Дрiб у лiвiй частинi рівняння (7.94) позначають P  i називають 

коефiцiєнтом тиску. Це рiвняння дозволяє представляти розподiл тиску на 

поверхнi цилiндра у безрозмiрному виглядi. 

Залежнiсть представляють або у виглядi координатної дiаграми (рисунок 

7.10) (по осi абсцис вiдкладенi координатнi кути  = 180о − , що відрахо-

вуються вiд точки K1 за годинниковою стрілкою), або полярної дiаграми 

(рисунок 7.11) ( P  вiдкладають вiд поверхнi цилiндра по радiусу всередину, 

якщо P  0, i зовнi, якщо P  0). З графікiв можна легко помiтити, що 

теоретична i дослiдна кривi задовiльно збігаються у лобовiй частинi цилiндра i 

суттєво вiдрiзняються в його тильнiй частинi. Це пов’язане з тим, що 

теоретична конфiгурацiя лiнiй течiї симетрична вiдносно координатних осей, у 

той час як при обтiканнi цилiндра в’язкою рiдиною вiдбувається вiдрив 

пограничного шару i зона за його тильною стороною заповнена вихорами, що 

вiдриваються  вiд поверхнi. Це приводить до зниження тиску ( P  0). 

Елементарна сила тиску (рисунок 7.12) 
 

0 ,dF PndA Pnr ld= − = −                                          (7.95) 

де l − довжина твiрної цилiндра. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Рисунок 7.10 – Координатна діаграма:  − теорiя;  

 • − дослiд 50 1012,2Re =


= du
;   − дослiд 51006,1Re =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Проекцiї сили тиску 
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Розрахувавши iнтеграли, можна пересвiдчитися, що Fx = Fy = 0. До цього 

результату можна також прийти i без математичних викладок, виходячи iз 

симетричностi розподiлу тиску по поверхнi вiдносно координатних осей. 

Таким чином, при обтiканнi круглого цилiндра iдеальною рiдиною 

рівнодiюча сил тиску дорiвнює нулю. Цей дещо дивний результат вперше був 

отриманий Даламбером, а декiлькома роками ранiше до аналогiчного розв’язку 

прийшов i Ейлер при визначеннi сили опору сфери. Тому цей результат отримав 

назву парадокса Ейлера-Даламбера. У зв’язку з цим пiзнiше Даламбер писав, що 

Рисунок 7.11 – Полярна діаграма:             Рисунок 7.12 – Проекції сили     

   − теорiя;• − дослiднi точки                  тиску на круговому циліндрі 



це «єдиний парадокс, котрий я залишаю для розв’язання геометрам наступних 

часів». 

Парадоксальнiсть отриманого результату виявляється насамперед при 

зiставленнi його з дослiдними даними, котрi беззаперечно свiдчать, що при 

обтiканнi твердих тiл (у т. ч. i цилiндра) реальною рiдиною сили дiяння iснують. 

Однак, враховуючи, що розглядалась iдеальна рiдина, тобто не бралась до уваги 

в’язкiсть, отриманий результат є цiлком логiчним. Виключивши з розгляду цю 

властивiсть, котра є причиною рiзкого розходження теоретичної та дослiдних 

залежностей P =f(), свiдомо пiшли на спрощення, яке виявилося занадто 

грубим i привело до неправдоподiбних результатiв. Крiм того, сили в’язкого 

тертя проявляються i безпосередньо у виглядi дотичних напружень на поверхнi 

обтiчного тiла (другi складовi у правих частинах рівнянь (7.79) i (7.80). 

У зв’язку з наведеними вище мiркуваннями цiлком обґрунтованою була б 

спроба, залишаючись в межах теорiї iдеальної рiдини, дещо ускладнити задачу 

з метою отримання розподiлу тиску, яке давало б ненульове значення 

рiвнодiючої сили. Для цього накладемо на отриману вище течiю плоский вихор 

з центром у початку координат i обертанням за годинниковою стрiлкою (при 

такому напрямі знак у формулі (3.117) змiнюється на вiд’ємний). У результатi 

такого складання знову отримаємо потiк, який обтiкає круглий цилiндр. Дiйсно, 

оскiльки лiнiї плоского потенцiального вихору − кола, то серед них знайдеться 

таке, яке збігається з поверхнею цилiндра. Очевидно, що усi iншi лiнiї течiї в 

результатi складання змiнять свою конфiгурацiю. Така течiя називається 

циркуляцiйним обтiканням цилiндра. Для неї 
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а на поверхнi цилiндра 0=ru  i 
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Визначимо положення критичних точок. З умови u = 0 випливає, що 
 

0

sin ,
4u r


 = −


                                            (7.103) 

 

а це можливо у трьох випадках значення циркуляції швидкості. 

1. Г  4ur0; тодi на поверхнi розташованi двi критичнi точки в третiй i 

четвертiй чвертях (рисунок 7.13,а). 

2. Г = 4ur0; тодi sinкр = − 1  або  кр = 270о. Отже, на поверхнi цилiндра 

одна критична точка (рисунок 7.13,б). 

3. Г  4ur0. Оскiльки sinкр не може бути бiльшим від одиницi, то на 

поверхнi цилiндра критичних точок нема. Бiльш докладний розгляд цього 

випадку показує, що точка з нульовою швидкiстю розташована всерединi 

потоку на петлеподiбнiй лiнiї течiї, яка обмежує замкнену область поблизу 

цилiндра з циркуляцiйною течiєю (рисунок 7.13,в) . 

З урахуванням формули (7.102) можна визначити вираз для коефiцiєнта 

тиску 
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На рисунку 7.14 показанi кривi залежностi P = f( ). Вони свiдчать про те, 

що вiдносно осi oy тиск розподiлений симетрично, а отже, як i у попередньому 

випадку Fx = 0. Однак цi епюри несиметричнi вiдносно осi ox, а тому Fy 

вiдмiнна вiд нуля. Її можна визначити з рівняння (7.97). При цьому згiдно з 

рівнянням (7.93) тиск 
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Рисунок 7.13 – Циркуляційне обтікання круглого циліндра: 

а − Г  4ur0; б − Г = 4ur0; в − Г  4ur0 
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Вираз (7.106) є формулою Жуковського для пiдйомної сили, котра виникає 

при циркуляцiйному обтiканнi цилiндра потенцiальним потоком. Силу, що 

приходиться на одиницю довжини тіла = uG


, яка у даному випадку 

збігається з проекцією Fy називають силою Жуковського. Для того щоб знайти 

напрям її дії, необхiдно вектор швидкостi повернути на 90о у бік, протилежний 

циркуляцiї. 

1906 р. Жуковський довів, що формула (7.106) справедлива для 

цилiндричного тiла довiльної форми. Це означає, що за формулою Жуковського 

можна визначити пiдйомну (поперечну) силу при розрахунку аеродинамiчних 

крил, корабельних гребних гвинтiв, лопаток турбiн тощо. Фiзично iснування 

пiдйомної сили пояснюється перерозподiлом тиску на поверхнi, до якого 

привело приєднання до потоку вихора. 

У природi циркуляцiйне обтiкання цилiндра реальною рiдиною можна 

отримати, якщо його обертати навколо своєї осi. При цьому картина обтiкання 

подiбна показанiй на рисунку 7.13, а на цилiндр дiє поперечна сила. 

Виникнення поперечної сили при обтiканнi реальною рiдиною цилiндра або 

сфери, що обертаються навколо своєї осi, називається ефектом Магнуса. Саме 

цим ефектом пояснюється криволiнiйнiсть горизонтальної проекцiї траєкторiї 

польоту пiдкрученого м’яча. 

Можливiсть практичного застосування ефекту Магнуса привернула 

увагу суднобудiвникiв. Так, 1923 р. морське судно «Бухау» було оснащене 

вертикальними циліндричними роторами (роторами Флетнера), якi 

встановлювалися на палубi. Ротори обертались навколо своєї осi та 

використовували вiтровий потiк для утворення поперечної сили, пiд дiєю 

якої судно рухалось.  

 

 

 

 

 

 

 



7.2.3 Обтiкання кругового цилiндра 

в’язкою рiдиною. Криза опору 

Коефiцiєнт лобового опору Сx 

характеризує сумарний опiр i залежить вiд 

форми обтiчного тiла i числа Рейнольдса. 

Причому, як свiдчать результати 

експериментiв, ця залежнiсть має досить 

складний характер. На рисунку 7.15 

наведенi дослiднi кривi Сx = f(Re) для 

кругового цилiндра i сфери. При малих 

Re картина обтiкання цилiндра, тобто 

конфiгурацiя лiнiй течiї близька до 

обтiкання iдеальною рiдиною, тому 

розподiл тиску також близький до 

теоретичного (рисунок 7.10). Очевидно, 

що опiр тиску вкрай незначний, а Fx 

визначається дотичними напруженнями, 

тобто опором тертя. При зростаннi Re 

зона дiї в’язкостi зменшується, а отже, 

зменшується опiр тертя i Fx. У дiапазонi 

Re = 104...105 значення Cx лишаються 

практично незмiнними, а при 

подальшому зростаннi Re величина 

коефiцiєнта лобового опору рiзко 

зменшується. Цей скачок називають 

кризою опору. Причина його полягає у 

такому. При невеликих числах 

Рейнольдса пограничний шар є 

ламiнарним. Його вiдрив вiд поверхнi 

відбувається при  = 82...87о, тобто у 

лобовiй частинi цилiндра (рисунок 

7.16,а). Зростання Re приводить до того, 

що течiя в пограничному шарi 

турбулiзується до моменту вiдриву. Iсну-

вання турбулентних пульсацiй приводить 

до зростання кiнетичної енергiї рiдких 

частинок. Тому такий пограничний шар є 

бiльш стiйким до відриву, тобто момент 

вiдриву затягується − зміщується вниз по 

потоку ( = 110...120о) (рисунок 7.15,б). 

Таким чином, зона вiдриву, яка 

характеризується пониженими 

значеннями тиску (рисунки 7.10 i 7.11), 

Рисунок 7.14 – Залежностi P = f() 

при циркуляційному обтіканні 

циліндра 



зменшується, а тому зменшується сила лобового опору. Отже, явище кризи 

опору пов’язане з турбулiзацiєю пограничного шару i змiщенням точки його 

вiдриву у тильну частину цилiндра. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Рисунок 7.15 – Дослiднi кривi Сx = f(Re) для кругового цилiндра (•) i сфери (o) 
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Рисунок 7.16 – Відрив ламінарного (а) та турбулентного (б) пограничніх шарів 
 

7.2.4 Формула Жуковського для ґратки профілів. Аеродинамічні 

характеристики профілів 

Велике практичне значення має задача розрахунку взаємодії рідини з 

ґратками профілів – системою лопаток однакової форми, котрі рівномірно 

розташовані на поверхні обертання. Строго кажучи, під профілем розуміють  

нормальний до твірної переріз обтічного тіла, але інколи профілем називають 

лопатку або крило у цілому. Ґратки профілів є основним елементом турбін і 

динамічних нагнітачів (насосів, вентиляторів, компресорів). У турбінах 

внаслідок силової взаємодії відбувається передача енергії від потоку рідини до 

лопаток. У нагнітачах – від лопаток до рідини. При цьому потік змінює напрям 

і швидкість свого руху. Окремим видом є нерухомі ґратки, в яких відбувається 

не обмін енергією, а її перетворення з одного виду на інший та поворот потоку. 

Залежно від відношення швидкості потоку до швидкості звуку ґратки 

профілів класифікують на дозвукові, звукові та надзвукові. Фізична картина течії в 



міжлопатевих каналах останніх двох видів ґраток визначається не тільки 

в’язкістю, а й стисливістю, що, зрозуміло, значно ускладнює задачу їх розрахунку. 

Не зупиняючись на особливостях конструкцій ґраток профілів, лише 

визначимо деякі з їх основних параметрів. Кроком ґратки t називають відстань між 

відповідними точками сусідніх профілів, а лінію, що поєднує ці точки, – фронтом 

ґратки. Нормаль до фронту – вісь ґратки. Кут 1 між напрямом швидкості на вході 

та фронтом є кутом входу, а між фронтом і швидкістю на виході – кутом виходу 2. 

Розрахунок силової взаємодії потоку із заданими параметрами на вході та 

ґратки профілів (лопаток) конкретної форми називають прямою задачею. Під 

зворотною задачею розуміють визначення конструктивних параметрів ґратки, 

які забезпечили б задані кути входу і повороту потоку. Оскільки задані умови 

можуть задовольняти нескінченно багато різноманітних ґраток, то для 

розв’язання зворотної задачі необхідно задавати додаткові умови, наприклад 

умову мінімальності втрат енергії в проточній (міжлопатевій) частині ґратки. 

Розглянемо обтікання прямолінійної плоскої ґратки профілів усталеним 

потоком ідеальної рідини (рисунок 7.17) з метою визначення сили F , котра діє 

з боку рідини на окрему лопатку. Для цього паралельно фронту проведемо два 

перерізи 1–1 і 2–2, на такій відстані, що швидкості та тиск в них можна вважати 

сталими. Двома конгруентними лініями течії bd і ae, котрі знаходяться одна від 

одної на відстані t, виділимо контрольний об’єм одиничної ширини abed. Якщо 

течія усталена, то в нього втікає і витікає секундна маса 
 

zzdeab tctcmmm 2211 ==== .                              (7.107) 
 

Проекції імпульсу цієї секундної маси на вісь ou у вхідному і вихідному 

перерізах 

uzabu ctcK 111=                                          (7.108) 

і 

uzdeu ctcK 222= ,                                        (7.109) 

а на вісь oz  
2
11 zabz tcK =                                              (7.110) 

 

і 2
22 zdez tcK = .                                            (7.111) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 7.17 – Обтікання ідеальною рідиною ґратки профілів 

 

Тоді відповідно до закону збереження кількості руху фронтальна і осева 

проекції рівнодіючої сили F


, що діє з боку рідини на лопатку одиничної ширини,  
 

1 1 1 2( )u z u uF tc c c=  − ,                                        (7.112) 
 

2 2
1 1 2 2 1 2( )z z zF t с с P P=  − + −                                    (7.113) 

 

(сили тиску на поверхні aе і bd в напрямі осі ou однакові за величиною і 

протилежні за напрямом, тому у формулі (7.112) вони не представлені). 

Для нестисливої рідини (1 = 2 = ) zzz ccc == 21 . Тоді 
 

( )1 2zF t P P= − .                                            (7.114) 
 

Записавши для перерізів 1–1 і 2–2 рівняння Бернуллі, легко отримати, що 
 

( )2 2
1 2 2 1

2
P P c c


− = − .                                          (7.115) 

Відтак, 
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 
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                    (7.116) 

 

Ввівши у розгляд середню між вхідною і вихідною швидкостями 

( )215,0 ссс


+= , з рисунку 7.17 бачимо, що  
 

2

21 uu
u

cc
с

+
= .                                               (7.117) 

 

Тоді рівняння (1.116) набирає вигляду 



 

2 1( )z u u uF t c c c=  − .                                         (7.118) 
 

Циркуляція швидкості по контуру abde  
 

edabeadebdababde +=+++=                         (7.119) 

( bd ed = − ). 

uab tctc 111 cos == ,                                       (7.120) 
 

2 2 2cosed utc tc = −  = −                                       (7.121) 
 

(за позитивний прийнятий напрям обходу за годинниковою стрілкою). 

Для потенціального потоку ідеальної рідини, як випливає з матеріалу 

пункту 5.5.2, abde дорівнює циркуляції по довільному контуру, у т. ч. і по 

контуру поверхні лопатки . Отже,  
 

1 2( )abde u ut c c =  = − ,                                     (7.122) 

а тому 

abdezu cF = ,                                                 (7.123) 

z u abdeF c= −  .                                                (7.124) 
 

Таким чином, рівнодіюча сили, з якою діє ідеальна рідина на профіль 

одиничної ширини, дорівнює силі Жуковського  
 

abdey cGFF ===


                                           (7.125) 
 

(напрям осі ox збігається з напрямом с


). 

Ця формула вперше була виведена 1912 р. М. Є. Жуковським і називається 

формулою Жуковського для ґратки профілів. Напрям дії F


, як і сили 

Жуковського, визначається поворотом швидкості c


 на 90о у бік, протилежний 

циркуляції. 

Якщо розглядати в’язку рідину, то формула (7.115) має вигляд 
 

( )2 2
1 2 2 1 1 2

2
P P c c Р −


− = − +  ,                                  (7.126) 

де 21−Р  − втрати тиску в міжлопатевому каналі. 

Тоді рівнодіюча сила, що виникає на лопатці одиничної ширини при її 

обтіканні в’язкою рідиною, 
 

zzuzu FFFFFF


++=+= 1 ,                               (7.127) 

де  

abdezu cF = ,                                            (7.128) 
 

1z u abdeF c= −  ,                                           (7.129) 

а 

21−= РtFz                                              (7.130) 
 



є так званою додатковою осевою силою, яка не залежить від циркуляції, а 

визначається втратами енергії в міжлопатевому каналі ґратки. 

Таким чином,  

zzabde FGFcF


+=+= .                                 (7.131) 
 

Отже, результуюча сила, що діє на профіль у ґратці з боку в’язкої рідини, 

складається з сили Жуковського і додаткової осевої сили, котра спрямована 

вздовж осі ґратки. Оскільки циркуляція при інших рівних умовах в потоці 

в’язкої рідини менша, ніж в ідеальній, то менша і сила Жуковського. 

Ґратки, площа живого перерізу міжлопатевого каналу котрих зростає, 

називають дифузорними ґратками. У них P2  P1, с2  с1. Тому напрям 1zF


 і zF


  

протилежний, а отже, в дифузорних ґратках величина рівнодіючої F


 менша за 

силу Жуковського G


 (рисунок 7.18,а). Дифузорними є ґратки, наприклад, в 

нагнітачах. У реактивних ступенях турбін навпаки − міжлопатеві канали 

конфузорні (площа живого перерізу їх міжлопатевих каналів зменшується). У 

них P2  P1 і с2  с1. Відповідно напрям дії 1zF


 і zF


  збігається, тому величина 

рівнодіючої більша за силу Жуковського (рисунок 7.18,б). 

Відношення підйомної сили одиничного профілю до сили лобового опору 
 

x

y

x

y

C

C

F

F
k ==                                                (7.132) 

 

характеризує його аеродинамічну досконалість і називається якістю профілю (крила). 

Коефіцієнти підйомної сили і лобового опору даного профілю залежать 

від кута атаки. На рисунку 7.19 наведені типові дослідні залежності Cy = f() і          

Cx = f() профілю. Порівняння дослідних значень коефіцієнта підйомної сили з 

теоретичними засвідчують, що дослідні значення підйомної сили менші за 

теоретичні. Це пояснюється впливом в’язкості. 

При деякому критичному куті атаки кр Cy набуває максимального 

значення, а при подальшому зростанні  зменшується. 
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Рисунок 7.18 – Обтікання дифузорної (а) і конфузорної (б) ґраток профілів                       

в’язкою нестисливою рідиною 

 

Величина Cx навпаки − при досягненні кр починає зростати більш інтен-

сивно. Такий характер зміни коефіцієнтів пов’язаний з відривом пограничного 

шару, що відбувається при досягненні кутів атаки, близьких до критичного. 

 

 

 

 

 

 

 

 



Мінімальному значенню 

коефіцієнта лобового опору 

відпові-дає такий кут атаки, при 

якому Cy = 0, тобто Fy = 0, а отже, 

обтікання є фактично 

безциркуляційним. 

Результати аеродинамічніх 

випробувань профілів часто 

представляють у вигляді 

залежностей Cy = f(Cx) (такий 

графік називають полярою крила 

або профіля), які креслять для 

різних кутів атаки (рисунок 7.20), і 

k = f() (рисунок 7.21). 

Аеродинамічні характеристики 

різних профілів зібрані у 

спеціальних атласах. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 7.20 – Залежність                          Рисунок 7. 21 – Залежність 

Cy = f(Cx)  профілю                                             k = f()профілю 

Рисунок 7.19 – Типові  

дослідні залежності  

Cy = f() і Cx = f() 



7.3 ВІЛЬНІ ТУРБУЛЕНТНІ СТРУМИНИ 

У попередніх підрозділах цього розділу розглядалася течія в’язких рідин 

біля твердих тіл, тобто задача, що стосується так званої пристіночної 

турбулентності. Однак у техніці, зокрема ракетних і авіаційних реактивних 

двигунах, парогенераторах теплових електростанцій, системах вентиляції та 

гідропневмоавтоматики тощо, часто спостерігаються потоки з нерівномірним 

розподілом швидкостей, які не контактують з твердими поверхнями і тому 

належать до так званої вільної турбулентності.  
 

7.3.1 Класифікація і загальні властивості турбулентних струмин 

До потоків з вільною турбулентністю можна віднести такі: 1) 

аеродинамічний слід за твердим тілом, що обтікається в’язкою рідиною 

(рисунок 7.1), або супутну течію за твердим тілом, котре рухається в нерухомій 

рідині; 2) два паралельних потоки в’язкої рідини, які рухаються з різними 

швидкостями та взаємодіють між собою  (рисунок 7.22); 

3) вільні струмини – струмини, що 

утворюються при витіканні рідини, 

наприклад із сопел або отворів у 

середовище, границі котрого ніяк не 

впливають на особливості течії. 

Якщо фізичні властивості 

середовища, куди відбувається 

витікання, такі самі, як і у рідини, 

котра витікає, то такі струмини 

називають затопленими. У 

противному випадку – 

незатопленими (наприклад 

витікання води в повітря). Якщо 

струмина по всій своїй довжині має 

однакову температуру, тобто не 

обмінюється теплом із зовнішнім 

середовищем, то її називають 

ізотермічною. У противному 

випадку – неізотермічною. Залежно 

від режиму течії можуть бути 

ламінарні або турбулентні 

струмини. Можливий випадок, коли 

на виході з сопла струмина є ламінарною, а далі втрачає стійкість і відбувається 

зміна режиму на турбулентний (рисунок 7.23). Однак у переважній більшості 

практично значущих випадків струмини є турбулентними. 

Залежно від форми сопла чи отвору, з якого відбувається витікання, 

струмина може бути плоскою, вісесиметричною або іншої, більш складної, 

форми. А залежно від співвідношення швидкості витікання до швидкості звуку 

струмини поділяють на дозвукові та надзвукові. 

Рисунок 7.22 – Два паралельних 

потоки, що рухаються з різними 

швидкостями в одному напрямі  



 
 

Рисунок 7.23 – Тіньова фотографія струмини вуглекислого газу,                                    

що витікає у повітря, Ф. Ландіса і А. Х. Шапіро 
 

Розглянемо турбулентну затоплену струмину (рисунок 7.24). Такі 

струмини, як правило, поділяють на три характерні ділянки: початкову, 

перехідну і основну. На початковій ділянці струмина складається з 

потенціального ядра з незмінною швидкістю u0 (якщо, звичайно, на виході з 

сопла був рівномірний розподіл швидкостей) і струминного пограничного 

шару. Причому вздовж струмини завдяки захопленню зовнішньої рідини та 

проникненню ззовні в ядро вихорових структур зона пограничного шару 

збільшується, а ядра зменшується. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 7.24 – Схематичний поділ вільної струмини 
 



На відстані xп, де поперечний обмін досягає осі струмини, ядро зникає і 

починається перехідна ділянка (на рисунку 7.24 вона не показана). Протягом її 

відбувається падіння осевої швидкості um і велике зростання інтенсивності 

турбулентності поблизу осі. Там, де це зростання припиняється, закінчується 

перехідна і починається основна ділянка, головні особливості котрої у тому, що 

на ній спостерігається подібність епюр швидкостей та інтенсивність 

турбулентності змінюється слабко. У переважній більшості розрахунків 

перехідну зону взагалі до уваги не беруть, тобто її існуванням нехтують. 

На підставі численних дослідів і теоретичного аналізу можна 

стверджувати, що границі ядра турбулентної струмини  я–я  і зовнішні границі 

струминного пограничного шару  я–п  і  п–о  є прямими лініями. Як і у випадку 

пограничного шару на твердій поверхні, границею струминного пограничного 

шару вважатимемо лінію, де місцеві швидкості відрізняються від швидкості 

зовнішнього середовища на 1 %. Лінії зовнішніх границь на початковій і 

основній ділянках не співпадають за рахунок того, що на основній ділянці 

товщина струмини зростає більш інтенсивно. Точку P, що утворюється на 

перетині продовження границь струмини на основній ділянці, називають 

полюсом. Причому, як знов-таки засвідчують досліди, tg0 = 0,22. 

Як засвідчили роботи, проведені під керівництвом А. С. Гіневського, 

величина інтенсивності турбулентності у вільних струминах на порядок більша, 

ніж у трубах. Крім того, відрізняється і структура турбулентності – в 

струминному пограничному шарі існує дві форми турбулентного обміну, а саме 

– градієнтна дифузія, котра залежить від градієнтів осереднених швидкостей і 

описується напівемпіричними теоріями турбулентності, та об’ємна конвекція, 

яка обумовлена існуванням великих вихорів і не залежить від місцевих 

градієнтів. Причому турбулентний обмін об’ємною конвекцією проводиться не 

окремим вихором від початку до кінця, а послідовним ланцюгом вихорів. 

Таким чином, у межах турбулентних струмин, як і при будь-якій 

турбулентній течії, відбувається інтенсивне поперечне перемішування, 

внаслідок якого виникає струминний пограничний шар і поперечні розміри 

струмин збільшуються. Це зростання обумовлене захопленням в струмину 

зовнішньої рідини. Тому витрата через поперечний переріз вздовж струмини 

зростає. Оскільки тиск вздовж вільної струмини не змінюється, то відповідно 

до закону збереження імпульсу кількість руху в кожному перерізі однакова. 

Характерною особливістю турбулентних струмин є й те, що швидкість 

поперек потоку у пограничному шарі змінюється значно інтенсивніше, ніж 

вздовж його, а поперечні складові швидкості у будь-якому перерізі неспівмірно 

малі порівняно з поздовжніми. Тому поперечні лінійні розміри струмин суттєво 

менші за поздовжні, а відтак, до вільних затоплених струмин можна 

застосовувати дифрівняння для пограничного шару. 

Як засвідчили результати теоретичного аналізу, підтверджені дослідними 

даними, як в супутному сліді, так і на основній ділянці затопленої струмини 

існує повна подібність профілів надлишкових значень швидкостей, температур 



і концентрацій домішок (по відношенню значення на осі). На рисунку 7.25 

представлена динаміка зміни поля швидкостей у вільній плоскій затопленій 

струмині, а на рисунку 7.26 – безрозмірні профилі швидкостей (yc – координата 

точки, де місцева швидкість дорівнює 0,5um) на основній ділянці цієї струмини 

(за даними Е. Фертмана). Струмина утворювалась при витіканні повітря з 

прямокутного отвору розмірами 0,03 x 0,65 м. 
 

 
 

 

 

 
 

Подібність безрозмірних профилів спостерігається і у вісесиметричних 

струминах. З цього випливає, що безрозмірні профілі швидкостей є 

універсальними і можуть бути представлені так: 
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для перерізу з поточною висотою b плоскої струмини та  
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для перерізу з поточним радіусом R вісесиметричної струмини (y і r – поточні 

поперечні координати). 

Оскільки поточні значення висоти b плоскої струмини та радіуса R 

вісесиметричної струмини залежать від поздовжньої координати x, то, 

відраховуючи цю координату від полюса P, у загальному випадку маємо b = a1x  

і R = a2r (де a1 і a2 − сталі величини). Тоді безрозмірні профілі швидкостей 

(7.133) і (7.134) можуть бути представлені так: 

                  Рисунок 7.25 –  

Епюри швидкостей струмини 

Рисунок 7.26 – Безрозмірні 

профилі швидкостей  

на основній ділянці струмини 
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Тобто лінії muu /  є промінями, що виходять з полюса струмини. На 

рисунку 7.27 наведені такі лінії для плоскої та вісесиметричної струмин. 

Причому для обох випадків дослідні точки потрапляють на одні й ті самі 

проміні. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

7.3.2 Плоскі вільні затоплені струмини 

Застосуємо до вільної плоскої затопленої струмини одиничної товщини 

закон збереження імпульсу, аналогічно тому, як це зроблено у пункті 7.1.3 для 

пограничного шару. Течію вважатимемо усталеною, а рідину – нестисливою. 

Виділимо лініями 1–2–3–4 контрольний об’єм (рисунок 7.28). Крізь переріз 1–2 

до об’єму вноситься кількість руху  
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а крізь переріз 3–4 виноситься 
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Рисунок 7.27 – Лінії рівних значень безрозмірних швидкостей 
muu /                       

у затоплених плоскій і вісесиметричній струминах:                                                                  

• − плоска струмина, за даними Т. Трюпеля 

о – вісесиметрична струмина, за даними Е. Фертмана 



Крізь границі об’єму 2–3 і 

1–4 в напрямі течії імпульсу не 

переноситься. Вважається, що 

тиск у будь-якій точці вільної 

струмини є незмінним (це 

припущення, як засвідчують 

досліди, досить грубе, але воно 

суттєво спрощує розгляд задачі 

та врешті решт не призводить до 

помилкових результатів). Таким 

чином, нехтуючи дією масових 

сил, для плоскої струмини закон 

збереження імпульсу може бути 

записаний  
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Оскільки формула (7.139) справедливе для будь-яких перерізів струмини, 

то воно справедливе і для вихідного перерізу сопла чи отвору, з якого 

відбувається витікання. Тоді формула (7.139) може бути записане по-іншому: 
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b

dyyubu
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де b0 – половина ширини сопла; 

     u(y) – закон розподілу швидкостей у пограничному шарі довільного перерізу 

струмини на основній її ділянці. 

Вираз (7.140) можна представити і у безрозмірній формі 
 

1
1

0

2

00

=

















b

y
d

u

u

b

b
,                                        (7.141) 
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Очевидно, що з урахуванням рівняння (7.133) інтеграл в останньому 

рівнянні має дорівнювати сталій величині. Цю величину можна визначити, 

якщо скористатися рівнянням розподілу швидкостей в пограничному шарі 
)(yfu = . Одним з них є поліном третього ступеня 
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Рисунок 7.28 – До закону збереження 

імпульсу в плоскому струминному  

пограничному шарі 



Широко відома також формула Шліхтінга для аеродинамічного сліду, що 

виникає за твердим тілом, яка є прийнятною також і для струминного 

пограничного шару  
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У дещо іншому вигляді  
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вона може використовуватися для струминного пограничного шару на 

початковій ділянці ( ( )яb y = −  − товщина цього пограничного шару; яy  − 

координата границі ядра струмини (рисунок 7.29). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 7.29 – Пограничний шар на початковій ділянці струмини 
 

Таким чином, скориставшись, наприклад формулою (7.143), легко 

отримати числове значення інтеграла в рівнянні (7.142) 
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Отже, 
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Звідки 
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Враховуючи, що  

)(22,0)(tg 0001 xxxxxab +=+== ,                          (7.149) 
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Це означає, що швидкість на осі основної ділянки плоскої струмини um 

зменшується пропорціонально корню квадратному відстані від полюса x. 

Якщо рівняння (7.141) переписати для вихідного перерізу сопла і 

перерізу, в якому закінчується початкова ділянка, 
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Теоретичний аналіз і дослідні дані вказують на те, що на початковій 

ділянці як плоскої, так і вісесиметричної струмин нарощення товщини 

струминного пограничного шару  відбувається за лінійною залежністю 
x= 27,0 . Тоді з урахуванням формули (7.152) і того, що в кінцевому перерізі 

початкової ділянки ппb = , може бути встановлена проста залежність для 

координати, де закінчується початкова і починається перехідна ділянка (або 

основна, якщо існуванням перехідної знехтувати) 
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Вище зазначалося, що витрата вздовж струмини є змінною за рахунок 

захоплення рідини із зовнішнього середовища. Очевидно, що витрата Q, котра 

приходиться на одиницю товщини плоскої струмини, складається з витрати в 

ядрі Qя і струминному пограничному шарі Qп 
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При інтегруванні можна скористатися як формулою Шліхтінга (7.145), 

так і поліномом (7.143), котрий справедливий для струминного пограничного 

шару на початковій ділянці. Обидві формули не є строгими теоретичними та від 

того описують розподіл швидкостей з деякою огріхою. Це, зрозуміло, має 

позначитися і на точності тих залежностей, котрі будуть виводитися на їх 

підставі. Залежності, виведені з використанням формули (7.143), краще 

відповідають дослідним даним. Тому скористаємося поліномом. 



Враховуючи, що на початковій ділянці 0uum = , рівняння (7.154) 

перепишемо так: 
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Зробимо таку заміну змінних: яy y
z

−
=


. Тоді dzdy = , z1 = 0, z2 = 1. 

Отже, 
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а після інтегрування 
 

( )+= 5,02 0 япоч yuQ .                                         (7.157) 

 

Координата 0 tgя яy b x= −   (див. рисунок 7.29), x= 27,0 . Тоді 

 

( )  0 0 0 02 tg 0,5 0,27 2 (tg 0,135)поч я яQ u b x x u b x  = −  +  = −  − .     (7.158) 

 

З рівняння (7.153) видно, що tgя = 0,1. Відтак, 
 

( )xbuQпоч += 035,02 00 ,                                     (7.159) 
 

або поділивши на витрату через сопло, що приходиться на одиницю його 

ширини, 000 2 buQ = , дістаємо закон зміни витрати вздовж початкової ділянки 

плоскої струмини у безрозмірному виді 
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(якщо використати в формулі (7.154) не рівняння (7.143), а (7.145), то в 

останній формулі замість коефіцієнта 0,035 буде 0,022). 

Витрата на основній ділянці  
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( z
b

y
= , bdzdy = , z1 = 0, z2 = 1). А у безрозмірній формі, враховуючи рівняння 

(7.149) і (7.150), 
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Очевидно, що у перехідному перерізі від початкової ділянки до основної 

( пxx = ) формули (7.160) і (7.162) мають давати одне й те саме значення 

витрати. Тому  
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а з урахуванням рівняння (7.153) 
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Звідки отримуємо залежність 

для полюсної відстані 
 

00 29,2 bx = .                                               (7.165) 

 

          7.3.3 Вісесиметричні вільні затоплені струмини 

Застосувавши для вільної затопленої вісесиметричної струмини закон 

збереження імпульсу, легко дістати 
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або у циліндричній системі координат ( rdrrdrddA == 2 ) 
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де R1 і R2 – радіуси зовнішніх границь струмин у відповідних перерізах. 

Для вихідного перерізу круглого сопла і довільного перерізу струмини 
 

=
R

rdrruuR
0

22
0

2
0 )(2 ,                                       (7.168) 

 

або у безрозмірному вигляді 
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Відповідно до рівняння (7.143) епюра швидкостей на основній ділянці 

вісесиметричної струмини 
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а в струминному пограничному шарі на початковій ділянці 
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Тоді формула (7.170) для основної ділянки набирає вигляду 
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Нескладно дістати, що інтеграл у формулі (7.173) дорівнює 0,0857. Тоді 
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З урахуванням того, що )(22,0 0 xxR += , 
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Отже, швидкість на осі основної ділянки вісесиметричної струмини um 

зменшується пропорціонально відстані від полюса. 

Запишемо рівняння (7.170) для вихідного перерізу сопла і перерізу, де 

закінчується початкова ділянка, 
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Звідки товщина пограничного шару в перехідному перерізі (um = u0) 
 

042,2 RRп = ,                                               (7.178) 

 

а координата перехідного (від початкової ділянки до основної) перерізу 

096,8 Rxп = .                                               (7.179) 
 



Витрата на початковій ділянці вісесиметричної струмини 
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Після заміни змінних ( яr R
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Відносна витрата 
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0 0tg 0,112я яR R x R x = −  = − (як видно з формули (7.179), 112,0tg =я ), 

x= 27,0 . 

Після нескладних перетворень 
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Витрата на основній ділянці вісесиметричної струмини 
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Приймаючи, що )(22,0 0 xxR += , 
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З урахуванням формули (7.175) відносна витрата 
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Порівнявши вирази (7.183) та (7.186) за умови пxx =  і з урахуванням 

формули (7.179), дістаємо  

00 05,2 Rx = .                                                (7.187) 
 

Значення відносних полюсних відстаней як для плоскої (7.165), так і для 

вісесиметричної струмин (7.187) добре підтверджуються дослідними даними, 

представленими на рисунку 7.27. 

Важливо зауважити, що отримані співвідношення для плоских та вісеси-

метричних струмин справедливі тільки при рівномірному розподіленні швидкостей 

на виході з сопла або насадка і порівняно невеликій степені турбулентності потоку. 

 

7.3 ПРИКЛАДИ ЗАДАЧ ДО РОЗДІЛУ 7 

 
1. В перерізі турбулентного пограничного шару, що знаходиться на відстані l = 2 м 

від передньої кромки плоскої пластини, котра обтікається повітряним потоком, на 

підставі вимірювань епюри швидкостей визначена величина товщини втрати імпульсу      

** = 0,003085 м. Визначити середнє по довжині значення місцевого коефіцієнта тертя Cf. 
 

Порівнявши рівняння (7.37) і (7.53), запишемо 
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Розділивши змінні та проінтегрувавши, 
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Середнє по пластині значення місцевого коефіцієнта тертя 
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
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l
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Такого самого результату можна дійти, якщо скористатися рівняннями (7.37), (7.65) і (7.66). 

 

2. Як зміниться сила опору тертя плоскої пластини довжиною l = 2 м, котра 

обтікається повітряним потоком ( = 1,5110−5 м2/с) зі швидкістю u = 50 м/c, якщо після 

обробки її початкова шорсткість k = 2 мм  зменшилася у 200 разів? 
 

Число Рейнольдса 
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З графіка на рисунку 7.6 бачимо, що поверхня пластини є гідравлічно шорсткою. 

Тому або з графіка, або з рівняння (7.73) дістаємо 
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Після обробки поверхні  
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З графіка на рисунку 7.6 бачимо, що тепер поверхня пластини є гідравлічно гладкою. 

Тому або з графіка, або з формули (7.67) дістаємо 
 

( )

3

1 1
67 7

0,0307 0,0307
3,26 10

6,62 10Re
l

тC −= = = 



. 

 

Таким чином, після обробки опір пластини зменшився у  
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3. Визначити поперечну силу, а також коефіцієнт підйомної (поперечної) сили Сy, що 

діє на циліндр з діаметром d = 0,5 м і довжиною l = 2 м, який обертається навколо своєї осі 

з частотою  = 20 c−1 та обтікається плоским потенціальним повітряним потоком                

(п = 1,24 кг/м3) зі швидкістю u = 45 м/c. Скільки критичних точок знаходиться на 

поверхні циліндра 

 

Обтікання циліндра, що обертається навколо своєї осі, плоским потенціальним потоком 

аналогічне циркуляційному обтіканню, для якого справедлива формула Жуковського (7.106).  

Швидкість на поверхні циліндра  
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d
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Відповідно до формули (3.56) циркуляція швидкості 
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Таким чином, поперечна сила  
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Коефіцієнт підйомної сили можна визначити з рівняння (7.82), якщо зважити, що 

характерна площа ldA = , 
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Оскільки  
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то на поверхні циліндра дві критичні точки, а обтіканню відповідає рисунок 7.13,а. 

 

4. Визначити швидкість висхідного потоку повітря (п = 1,20 кг/м3), під дією якого 

кулеподібна тверда частинка, густина якої ч = 1300 кг/м3, а діаметр d = 1,5 мм, 

знаходитиметься у стані рівноваги. 

Швидкість потоку u , при якій зависла 

частинка знаходиться у стані рівноваги, 

тобто коливається на одному рівні, не 

переміщуючись в підсумку ні вгору, ні вниз, 

називають швидкістю витання. На таку 

частинку діють три сили: 
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Баланс цих сил 
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Звідки швидкість витання 
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Всі величини в останньому рівнянні відомі, окрім коефіцієнта лобового опору. Як  

видно з графіка на рисунку 7.15, Cx сферичного тіла є складною функцією числа Рейнольдса. 

Аналіз графіка дозволяє представити цю залежність у степеневому вигляді 
 

Рисунок 7.30 – До задачі 4 



nx

a
C

Re
= , 

причому значення коефіцієнтів для різних диапазонів числа Рейнольдса різні. Вони 

представлені у таблиці 7.1. При Re  1 наведена вище формула точно збігається з 

теоретичною формулою Стокса. 

Таблиця 7.1 – Коефіцієнти для визначення Cx 
 

Re 0–1 1–50  50–103  103−2105 

a 24 25 4 0,45 

n 1 0,75 0,3 0 

 

Оскільки Re визначити неможливо, то для розв’язання задачі скористаємося методом 

послідовних наближень. Задамося довільним значенням швидкості, наприклад 1u = 5 м/c. Тоді  
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(оскільки задана густина повітря відповідає його температурі 20 оС, то приймаємо кінематич-

ну в’язкість  = 1,5110−5 м2/с, що також відповідає цій температурі). 

Коефіцієнт лобового опору, що відповідає =1Re  497, можна відшукати за графіком, а 

можна скористатись формулою і коефіцієнтами з таблиці 7.1 
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Далі, повторюючи розрахунки, дістаємо 579Re2 = ; 593,02 =xC ; 96,53 =u  м/c. 

592Re3 = ; 589,03 =xC ; 98,54 =u  м/c. 593Re4 = ; 589,04 =xC ; 98,55 =u  м/c. Оскільки 

значення швидкості витання далі не змінюється, то розрахунки закінчуємо. 

Скориставшись балансом сил, отриманий результат легко перевірити 
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Отже, швидкість витання кулеподібної твердої частинки 98,5=u  м/c. 

 

5. Визначити висоту димової труби електростанції H, при якій тверді частинки 

попілу густиною ч = 2000 кг/м3 і діаметром d = 0,1 мм, котрі містяться в диму густиною 

д = 1,23 кг/м3 і в’язкістю  = 1,4510−5 м2/с, випадуть на землю на відстані l = 1500 м. 

Швидкість вітру прийняти vв = 10 м/с, властивості диму і швидкість осадження вважати 

незмінними. 

 

Частинка попілу рухається в горизонтальному напрямі зі швидкістю вітру vв і у 

вертикальному зі швидкістю осадження vос. Оскільки vос є незмінною, то сила тяжіння 

врівноважується архімедовою силою і силою лобового опору, а отже, справедливий баланс 

сил з попередньої задачі  
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Оскільки Re невідоме, то для розв’язання 

задачі скористаємося методом 

послідовних наближень. Задамося 

довільним значенням швидкості 

осадження, наприклад 
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Далі, повторюючи розрахунки, дістаємо 13,4Re2 = ; 63,82 =xC ; 494,03 =осu  м/c. 

41,3Re3 = ; 96,93 =xC ; 460,04 =осu  м/c. 17,3Re4 = ; 5,104 =xC ; 448,05 =осu  м/c. 09,3Re5 = ; 

7,105 =xC ; 443,06 =осu  м/c. 06,3Re6 = ; 8,106 =xC ; 441,07 =осu  м/c. 04,3Re7 = ; 8,107 =xC ; 

441,08 =осu  м/c. Оскільки значення швидкості осадження далі не змінюється, то розрахунки 

закінчуємо. 

Задана відстань від димової труби долається за час 
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За цей час частинка попілу повинна впасти з висоти H на землю. Відтак, необхідна 

висота труби 

2,66150441,0 === tvH ос  м. 
 

6. Визначити кут атаки крила літака і необхідну потужність його двигуна, якщо 

сумарна площа крил Aкр = 23 м2, площа міделевого перерізу фюзеляжа Aф = 3,5 м2, а 

коефіцієнт лобового опору фюзеляжа Cxф = 0,1 (підйомною силою фюзеляжа знехтувати). 

Коефіцієнт корисної дії двигуна  = 0,7. Маса літака m = 25 т. Він летить на незмінній 

висоті зі сталою швидкістю v = 382 км/год. Поляра профілю крила представлена на рисунку 

7.20, густина повітря  = 1,26 кг/м3. 
 

Для того щоб літак тримався у повітрі, необхідна рівність yтяж FF = , або 

2

2v
ACmg крy


= . 

Звідки 

Рисунок 7.31 – До задачі 5 
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З рисунку 7.20 бачимо, що цьому значенню коефіцієнта підйомної сили відповідає кут 

атаки  ≈ 10о і коефіцієнт лобового опору Cx ≈ 0,09. Отже, сила лобового опору 
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Таким чином, необхідна потужність двигуна 
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7. Крізь коноїдальне сопло радіусом R0 = 50 мм під дією надлишкового тиску Pн = 300 

Па в атмосферу витікає повітря ( = 1,21 кг/м3). Вважаючи розподіл швидкостей на виході 

з сопла рівномірним, визначити радіуси струмини, швидкості на її осі та витрати на 

відстанях від зрізу сопла x1 = 300 мм і x2 = 600 мм. 
 

Відповідно до формули (6.131) швидкість на виході із сопла 
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Оскільки координата перехідного перерізу 
 

44805,096,896,8 0 === Rxп  мм  x1 = 300 мм,  

і  

448=пx  мм  x2 = 600 мм, 

то перший переріз знаходиться на початковій ділянці, а другий − на основній.  

У першому перерізі радіус струми дорівнює сумі товщини ядра і струминного 

пограничного шару 
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У другому перерізі радіус струминного пограничного шару 
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а витрата  
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Швидкості на осі струмини в першому перерізі 8,2101 == uum  м/с, а в другому –  
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8 ОСНОВИ ГІДРОДИНАМІЧНОЇ                                                      

ТЕОРІЇ ЗМАЩУВАННЯ 
 

Велике практичне значення для інженерної механіки мають задачі течії 

в’язкої рідини в напірних каналах складної форми. Так, між поверхнями 

деталей машин та механізмів, що труться, як правило знаходиться рухомий і 

дуже тонкий шар (порядку 10−2 …10−3 мм) в’язкої рідини. Завдяки такій малій 

товщині, не зважаючи на інколи досить великі швидкості, течія відбувається 

при малих числах Рейнольдса. Задачі розрахунку таких течій, наприклад 

змащувального шару рідини між шийкою валу і підшипником ковзання, 

складають основу гідродинамічної теорії змащування. Ці задачі розв’язуються 

шляхом інтегрування дифрівнянь Нав’є-Стокса, в яких нехтовно малими 

вважають масові сили та сили інерції, а враховують тільки сили в’язкості та 

тиску. 

8.1 ТЕЧІЯ В’ЯЗКОЇ РІДИНИ МІЖ ДВОМА 

СПІВВІСНИМИ ЦИЛІНДРАМИ, ЩО ОБЕРТАЮТЬСЯ 
 

Розглянемо рух в’язкої рідини у кільцевому зазорі між двома циліндрами, 

що обертаються навколо спільної осі, котра збігається з віссю oz (рисунок 8.1). 

Внутрішній циліндр, радіусом R1, обертається з кутовою швидкістю 1, а 

зовнішній, радіусом R2, – з кутовою швидкістю 2. Течію вважатимемо 

двовимірною, усталеною і ламінарною, а рідину нестисливою. 

Для задач, де течія має вісьову симетрію, зручно користуватися 

циліндричною системою координат, в якій дифрівняння нерозривності (3.19) має 

вигляд  
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а система дифрівнянь Нав’є-Стокса (4.38) 
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Оскільки канал, в якому відбу-

вається рух, вісесиметричний, то лінії 

течії є концентричними колами. Отже,    

ur = 0, а тиск не залежить від 

координати . Крім того, для 

двовимірної течії uz = 0 і всі похідні по 

z також дорівнюють нулю. Тоді 

формула (8.1) скорочується до вигляду 
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r
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а за умови нехтування масовими 

силами і силами інерції система (8.2) 

скорочується до вигляду 
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(часткові похідні замінені на повні з тієї причини, що параметри потоку 

залежать лише від координат r). 

Оскільки друге рівняння містить тільки одну змінну, то його можна 

розв’язувати незалежно від першого. Представивши швидкість u = rk, друге 

рівняння (8.4) диференціюванням легко зводиться до вигляду 
 

2 2 2( 1) 0k k kk k r kr r− − −− + − = .                                   (8.5) 

Звідки 
2 1 0k − = ,                                                      (8.6) 

тобто 1=k . 

Таким чином, загальним розв’язком є 
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C
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1 += .                                                  (8.7) 

 

Щоб визначити сталі інтегрування, скористаємося такими граничними 

умовами: при r = R1 111 Ru = , а при r = R2 222 Ru = . Тоді    
 

Рисунок 8.1 – Течія в’язкої  

рідини між співвісними 

 циліндрами, що обертаються 
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Розв’язавши цю систему, дістанемо, що 
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а рівняння (8.7) набирає вигляду 
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Отриманий таким чином закон розподілу швидкостей в кільцевому зазорі є 

лінійним і дозводяє вивести формулу дотичних напружень. З цією метою роз-

глянемо розподіл швидкостей, наприклад для випадку, коли 1  2 (рисунок 8.2).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 Рисунок 8.2 – Розподіл швидкостей в кільцевому зазорі 



Виділимо в рухомій в’язкій рідині за допомогою двох циліндричних 

поверхонь з радіусами r і r + dr елементарно тонкий шар. Очевидно, що кутова 

швидкість на колі з радіусом r дорівнює 
r

u
B

= . Тоді кутова швидкість на 

колі з радіусом r + dr становитиме  
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а довжина шляху, що пройде елементарна частинка по цьому колу за час dt, 
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(кривизною відрізків нехтуємо). 

Якщо 1 = 2 = const і всі шари рідини обертаються з однаковою кутовою 

швидкістю 
r

u= , то рідина рухається без деформації – як тверде тіло. Тоді за 

час dt частинка пройде шлях 
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Таким чином, як видно з рисунку, у випадку 1  2 відбувається кутова 

деформація d, величина котрої залежить від відстані, 
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(величиною вищого порядка малості нехтуємо). 

Вважаючи кутову деформацію невеликою, 
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У пункті 1.2.4 на підставі аналізу деформації рідкої частинки дійшли 

висновку, що дотичні напруження пропорційні швидкості кутової деформації 

рідкої частинки. Отже, закон в’язкого тертя Ньютона (1.22) для рідкого тіла 

циліндричної форми можна записати так: 
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Підставляючи до рівняння (8.16) закон розподілу швидкостей (8.10), дістаємо 
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З рівняння (8.17) видно, що у міру наближення до поверхні зовнішнього 

циліндра дотичні напруження зменшуються. 

Сила в’язкого тертя на циліндричній поверхні, довжина твірної котрої H, 

а радіус r, 
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Сумарний момент цієї сили відносно осі обертання 
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як бачимо, не залежить від радіуса кола. 

Якщо розглянути конкретний випадок змащування нерухомого під-

шипника (2 = 0) і співвісної шийки вала та при цьому загальну товщину 

в’язкої рідини 2 1R R = − вважати малою, то сила 
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Наведені вище формули вперше були отримані М. П. Петровим. Формули 

Петрова (8.20) і (8.21) вказують на те, що сила тертя та її момент на відміну від 

залежностей для сухого тертя від зовнішнього навантаження на шийку валу не 

залежать, а визначаються, окрім геометричних параметрів, частотою обертання 

і величинами в’язкості та товщини шару змащувальної рідини. До робіт 

М. П. Петрова сила тертя в підшипниках визначалась за формулою F = fG (де 

f – коефіцієнт тертя, а G – зовнішне навантаження), що не відповідало фізичній 

суті явища і спростовувалося дослідними даними. Слід відмітити, що формула 

(8.20) майже збігається із законом в’язкого тертя (1.20), тому формулу (1.22) 

інколи називають формулою Ньютона-Петрова. 

Формули Петрова мають один суттєвий недолік, котрий викликаний 

умовами постановки задачі, а саме – умовою симетричності течії, яка 

відбувається між двома співвісними циліндрами. Співвісність обумовлює не 

тільки симетричність ліній течії відносно осі обертання, а й симетричність 

розподілу тиску по поверхням і внутрішнього, і зовнішнього циліндрів. 

Очевидним наслідком цього є те, що рівнодіюча сил тиску, як і сил в’язкого 

тертя, дорівнює нулю. Це означає, що підшипник не може нести ніякого 

зовнішнього навантаження. Відтак, застосування формул Петрова обмежується 

умовою відсутності зовнішнього (нормального до осі циліндричних поверхонь) 

навантаження. 

 

8.2 ЗМАЩУВАННЯ ПЛОСКИХ ПОВЕРХОНЬ 
 

Найпростішою задачею гідродинамічної теорії змащування, котра дає 

уяву про причини виникнення у рухомому тонкому шарі в’язкої рідини сили, 

що врівноважує зовнішнє навантаження, є задача про змащувальний шар між 

двома нахиленими одна до одної під малим кутом поверхнями (її називають 

задачею про клиноподібний змащувальний шар). 

Нехай нижня пластина є горизонтальною і рухається зі швидкістю u0 у 

бік, протилежний осі ox (рисунок 8.3), а верхня, проекція котрої на цю вісь 

дорівнює l, нерухома. Як і в попередній задачі, течію вважатимемо 

двовимірною (оскільки ширина пластин H набагато більша за товщину зазору), 

усталеною і ламінарною, а рідину нестисливою. 

Позначимо через h0 і h1 висоти вихідного і вхідного перерізів, а через h − 

його плинну висоту, причому  









+=

l

x
khh 10 ,                                                 (8.22) 

де 1 0

0

h h
k

h

−
=  0 – геометричний параметр; 

     x – плинне значення поздовжньої координати. 
 

 

 

 



Для умов даної задачі uz = 0 (течія 

двовимірна) і всі похідні за часом також 

дорівнюють нулю (течія усталена). Оскільки 

верхня пластина нахилена до нижньої під 

малим кутом (l  h1 − h0), то ux  uy, тобто 

поперечною складовою швидкості 

змащувальної рідини можна знехтувати. З тієї 

самої причини 
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Таким чином, дифрівняння Нав’є-

Стокса (4.38) для даної задачі спрощується до 

вигляду  
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а дифрівняння нерозривності (3.19) 
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(враховані дві похідні, оскільки вони хоч і є малими, але мають один порядок). 

Інтегрування першого рівняння системи (8.23) дає 
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Граничними є такі умови: при y = 0  ux = − u0, при y = h  ux = 0 і при x = 0 

та  x = l  P = P0, де P0 – зовнішній тиск (тиск поза клиноподібним змащувальним 

шаром). Тоді 
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Рисунок 8.3 – Клиноподібний  

змащувальний шар 



Підставляючи значення констант до формули (8.25), після елементарних 

перетворень дістаємо закон розподілу швидкостей у клиноподібному 

змащувальному шарі 
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Р

івняння сталості витрати вздовж шару 
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Після підстановки рівняння (8.28) до (8.29) та інтегрування, дістаємо 
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або  
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З останньої граничної умови випливає, що в інтервалі поздовжньої 

координати від 0 до l має існувати таке значення xm, при якому виконується умова 

0=
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. Якщо через hm позначити висоту шару, де x = xm, то з умови (8.31) 

матимемо 
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Таким чином, порівнюючи останні два рівняння, 
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Друга похідна тиску по поздовжній координаті 
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З рівняння (8.22) видно, що 
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Відтак, 0
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, а отже, в точці x = xm (h = hm) тиск досягає 

максимального значення. 

Використавши рівняння (8.22), закон розподілу тиску (8.33) подамо так: 
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Тоді закон розподілу тиску в поперечній до осі ox площині 
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Розділивши змінні та проінтегрувавши, дістаємо 
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З граничної умови для тиску 
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З урахуванням того, що )1(01 += khh , 
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Звідки після нескладних перетворень 
 

2

1
2 0

+

+
=

k

k
hhm .                                                (8.42) 

 

Підставивши отримане значення hm до першого рівняння системи (8.40), 

дістаємо 
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Тепер закон розподілу тиску (8.39) з урахуванням рівнянь (8.22), (8.42) і 

(8.43) 
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Якщо скористатися формулами (8.42) і (8.22), то отримаємо рівність 
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з якої можна дістати просте рівняння для координати точки максимального тиску 
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l
xm .                                                     (8.46) 

 

Сила тиску F, котра підтримує повзун з шириною H, виникає під дією 

різниці тисків P – P0. Її величина 
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Замінивши змінні ( ykxl =+ , 
y l

x
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−
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k

dy
dx = , ly =1  і )1(2 kly += ), 

після інтегрування дістаємо 
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Зворотна пропорціональність сили тиску, котра компенсує зовнішнє 

навантаження, квадрату товщини h0 засвідчує, що зростання цього 

навантаження приводить до зменшення h0 і відповідного збільшення F. Таким 

чином, за рахунок зміни товщини шару змащувальної рідини компенсація 

зовнішнього навантаження відбувається автоматично, шляхом своєрідної 

саморегуляції. Зрозуміло, що це відбувається тільки за умови руху нижньої 

пластини ліворуч або верхньої (повзуна) – праворуч (рисунок 8.3). Якщо 

поверхні нерухомі, то F = 0. 

Легко показати, що 
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l
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Тоді 
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тобто сила залежить від кута нахилу між поверхнями. 

Якщо з рівняння (8.48) взяти похідну по k і прирівняти її до нуля 
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то в результаті цієї дії дістанемо  
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Розв’язок рівняння (8.52) k = 1,19. Можна переконатися, що 

19,1
2

2

=









kdk
Fd  0, а отже, цей розв’язок відповідає максимальному значенню 

сили тиску. Підставивши k = 1,19 до рівняння (8.48), отримаємо формулу для 

максимальної сили 
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а скориставшись рівнянням (8.46), легко визначити координату точки з 

максимальним тиском при k = 1,19 

lxm 313,0= .                                                   (8.54) 
 

Момент сил тиску відносно точки B (рисунок 8.3) 
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Після застосування згаданної вище заміни змінних та інтегрування 

дістаємо 
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(оскільки кут  малий, то вважатимемо, що 1cos = ). 

Тоді, використавши рівняння (8.48), легко визначити координату центру 

тиску 
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У випадку k = 1,19 xF = 0,423l, тобто рівнодіюча прикладена ближче до 

початку координат, що обумовлено характером розподілу тиску. 



Скориставшись законом в’язкого тертя Ньютона і законом розподілу 

швидкостей в клиноподібному змащувальному шарі (8.28), визначимо в’язкісні 

дотичні напруження на поверхні нижньої (рухомої) пластини 
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а з урахуванням рівнянь (8.22) і (8.44) 
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Тоді сила в’язкого тертя на нижній пластині 
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Зокрема, при k = 1,19  
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Можна помітити, що ця формула відрізняється від отриманої у 

попередньому підрозділі формули Петрова (8.20) лише коефіцієнтом, котрий 

враховує змінність товщини шару. 

Відношення максимальної сили тиску до відповідної сили в’язкого тертя 
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Оскільки l  h0, то сила тиску в клиноподібному змащувальному шарі 

набагато більша за силу в’язкого тертя. 

З формули (8.28) видно, що швидкість ux в деяких зонах шару 

змащувальної рідини може бути величиною позитивною – течія за деякого збігу 

параметрів може відбуватися у бік, зворотний швидкості u0, тобто можуть 

виникати зворотні течії, котрі супроводжуються відривом рідини від твердої 

поверхні. Фізично це пояснюється характером розподілу тиску вздовж потоку. 

Для наочності на рисунку 8.4 наведений графік зміни тиску, відповідний до 

формули (8.44), з якого видно, що при x  xm течія відбувається в умовах 



зростання тиску. Подолання сил тиску і сил в’язкого тертя відбувається за 

рахунок кінетичної енергії. Ті рідкі частинки, котрі знаходяться ближче до 

верхньої (нерухомої) поверхні, мають менший запас цієї енергії та під дією сил 

тиску можуть рухатися у протилежний бік (рисунок 8.5), створюючи таким 

чином зворотну течію (природа цього явища аналогічна відриву пограничного 

шару, розглянутого в пункті 7.1.6). 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Рисунок 8.4 – Характер розподілу            Рисунок 8.5 – Зворотна 

             тиску вздовж клиноподібного                течія в клиниподібному 

                    змащувального шару                          змащувальному шарі 

 

Координату точку відриву можна визначити з умови 
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З урахуванням рівнянь (8.34), (8.22) і (8.46) 
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де xв – координата шару рідини, в якому починається відрив; 

     hв – товщина цього шару. 

Останнє рівняння засвідчує таке: при 1k  lxв  , а отже, відриву не 

відбувається; при k  1, тобто коли tg 
l

h0 , поблизу верхньої пластини 

відбувається відрив і зворотна течія. Зокрема, при k = 1,19  xв = 0,89l. 

Найбільшим значенням геометричного параметра k, при якому не 

відбувається зворотна течія і не порушується суцільність змащувального шару,    

k = 1. При цьому сила тиску 
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і сила в’язкого тертя 
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u
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мало відрізняються від значень, що відповідають k = 1,19. 

Таким чином, з розглянутого вище випливає важливий для всієї 

гідродинамічної теорії змащування висновок про природу підтримуючої сили: 

при відносному русі двох нахилених одна до одної поверхонь (як це показано на 

рисунку 8.3) відбувається підтиснення змащувальної рідини ззовні у простір 

між цими поверхнями, що приводить до зростання тиску і виникнення 

поперечної сили F. 

Оскільки 
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то при k = 0, як це видно з рівняння (8.44), тиск між поверхнями P дорівнює 

зовнішньому P0 і F = 0 (суворо кажучи, при k = 0 підтримуюча сила 

дорівнюватиме архімедовій силі, але оскільки величина останньої неспівмірно 

менша за силу зовнішнього навантаження, то вважають, що F = 0). 

 

8.3 ТЕЧІЯ В’ЯЗКОЇ РІДИНИ МІЖ ДВОМА 

ЕКСЦЕНТРИЧНИМИ ЦИЛІНДРАМИ, ЩО ОБЕРТАЮТЬСЯ 

 

З матеріалу підрозділу 8.1 випливає висновок: при зовнішньому 

навантаженні співвісне розташування шийки вала і підшипника ковзання 

неможливе. Тому більш точно гідродинамічному змащенню підшипника 

відповідає течія в’язкої рідини між двома ексцентрично розташованими 

циліндрами, що обертаються.  

Розглянемо рух змащувальної рідини в тонкому шарі, котрий 

утворюється двома ексцентричними циліндричними поверхнями. Нехай 



внутрішній циліндр (наприклад шийка вала), радіусом R1, обертається зі сталою 

кутовою швидкістю , а зовнішній (підшипник), радіусом R2, − нерухомий 

(рисунок 8.6). Течію, як і у випадку співвісних циліндрів, вважатимемо 

двовимірною, усталеною і ламінарною, а рідину нестисливою. 

Оскільки товщина змащува-

льного шару h мала відносно до 

радіуса внутрішнього циліндра R1, 

то кривизною його границь можна 

знехтувати і таким чином звести 

задачу до випадку плоского 

клиноподібного змащувального 

шару (таку задачу називають 

задачею Зоммерфельда). При цьому 

поздовжня координата x довільної 

точки В відраховується від 

нерухомої точки О, котра виділена в 

перерізі, де товщина h мінімальна, а 

поперечна y – від точки A по 

нормалі до кола. Відтак, x = OA =    

= R1 (де  − кут, що відраховується 

від лінії OО1 у бік, протилежний 

напряму обертання). 

При обраній системі 

координат граничні умови для 

швидкостей такі: при y = 0  ux = − u0 

(де u0 = R1– 

колова швидкість шийки вала), при y = h  ux = 0. Вони точно збігаються з 

умовами для клиноподібного змащувального шару. Отже, для даної задачі 

справедливі співвідношення (8.28) і (8.34). Однак очевидно, що вигляд 

залежностей h від x і граничні умови для тиску є відмінними. 

При малому значенні ексцентриситету e кут  близький до нуля і з 

трикутника О1ЕО2 маємо 

++ cos12 ehRR ,                                            (8.71) 

або 
−= coseh ,                                                (8.72) 

де 2 1R R = − . 

З рисунку 8.6 також можна бачити, що   e. Тому, ввівши у розгляд 

параметр е=  ( 1 ), формулу (8.72) подамо так: 
 

( )cosh e=  −  .                                               (8.73) 
 

Пригадавши, що у загальному випадку 
 

Рисунок 8.6 – Течія в’язкої рідини 

між ексцентричними циліндрами,                               

що обертаються 
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формулу (8.34) перепишемо у такому вигляді: 
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Тоді можна записати 
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де P() − тиск у перерізі з довільним кутом ; 

     P0 – тиск у початковому перерізі (початковим вважатимемо переріз з 

мінімальним значенням h, де  = 0). 

Оскільки шар змащувальної рідини є замкнутим, то функція тиску від 

кута  є безперервною і періодичною. Ясно, що період дорівнює 2. Тоді P0 =  

= P(2) і з формули (8.77) випливає 
 

2 2

3 2
0 0

0m

d d
h

h h

  
− =  .                                           (8.78) 

 

Звідки, скориставшись універсальною тригонометричною підстановкою, 

можна визначити товщину шару, в якому тиск має максимальне значення, 
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З урахуванням цього закон розподілу тиску (8.76) перепишемо так: 
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а рівняння (8.77) після підстановки до нього співвідношення (8.79) та інтегру-

вання набирає вигляду 
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Отримана формула дозволяє 

розраховувати тиск у довільному 

перерізі змащувального шару з 

точністю до P0. Оскільки   1, то ( – 

cos) завжди є величиною позитивною 

і знак різниці P() −  P0 визначається 

знаком sin. Так, при 0  P() – 

P0  0, а при  2  P() – P0   0. 

Ясно також, що в перерізах, де  = 0 і 

= , P() = P0. На рисунку 8.7 

характер розподілу тиску зображено у 

вигліді полярної діаграми P() – P0 =  

= f(), з котрої видно, що тиск на 

поверхні шийки вала розподіляється 

нерівномірно, а отже, на відміну від 

течії між співвісними циліндрами, у 

цьому випадку виникає поперечна до 

осі вала сила тиску. 

 

Дотичні напруження на поверхні шийки вала 
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Використовуючи рівняння (8.80), останнє рівняння зводиться до вигляду 
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              (8.83) 

 

З формул (8.81) і (8.83) можна помітити, що для будь-якої пари точок A1 і 

A2 шийки вала, симетричних відносно лінії О1О2 (рисунок 8.8), справедливі 

рівняння:  

 0 0( ) (2 )P P P P − = −  −  − ,                                      (8.84) 
 

Рисунок 8.7 – Полярна діаграма 

розподілу тиску  

на поверхні шийки вала  

циліндричного підшипника ковзання 



0 0( ) (2 )  =   −  .                                             (8.85) 

 

Отже, сума проекцій елемен-

тарних сил тиску і в’язкого тертя на 

лінію О1О2 дорівнює нулю, а тому 

результуюча (підтримуюча) сила 

спрямована нормально до лінії осів 

циліндричних поверхонь. 

Результуюча сила тиску на 

шийку валу з довжиною H  
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де HRA 12= − площа поверхні шийки вала. 

Оскільки лінії дії елементарних сил тиску проходять через вісь внут-

рішнього циліндра, то момент сил тиску дорівнює нулю. 

Результуюча сила в’язкого тертя 
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а її момент 
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Підтримуюча сила, що діє на шийку вала та компенсує зовнішнє 

навантаження G, у загальному випадку є сумою рівнодіючих сил тиску F і 

в’язкого тертя F. Але оскільки сила тиску, як видно з формули (8.86), має 

порядок −2, а сила в’язкого тертя -1, то зважаючи на малість , вважають, що F 

 F і в’язкісною складовою нехтують (G = F). Втім, можна стверджувати, що 

Рисунок 8.8 – Елементарні сили 

тиску і в’язкого тертя на 

поверхні шийки вала 



саме завдяки дії сил в’язкого тертя енергія вала, що обертається, передається 

рідині. На відміну від, скажімо, руху рідини в трубах, де причиною течії та 

виникнення сил в’язкого тертя є створена різниця тиску, в клиноподібному 

змащувальному шарі нерівномірність тиску є наслідком течії в’язкої рідини в 

каналі змінної площі поперечного перерізу. Оскільки величина сили опору тертя 

залежить від кута , то підведена до вала механічна енергія витрачається по-

різному: там, де опір течії менший за підведену енергію, частина цієї енергії 

перетворюється в потенціальну енергію тиску (тиск збільшується), і навпаки – 

там, де на подолання опору течії витрачається більше енергії, ніж підводиться, цей 

опір долається за рахунок потенціальної енергії (тиск зменшується). Завдяки дії 

цього механізму своєрідної саморегуляції накопичення і перетворення енергії з 

одної форми в іншу, створюється нерівномірність розподілу тиску і виникає 

поперечна сила. Під дією цієї сили та сили в’язкого тертя вал знаходиться у 

«плаваючому» стані, тобто поверхні шийки вала і підшипника не дотикаються. 

При цьому вал зміщується по відношенню до осі підшипника вниз і у бік 

обертання, як це показано на рисунку 8.6. 

Отримані вище співвідношення дозволяють визначити оптимальні умови 

роботи підшипників ковзання. Приймаючи до уваги формули (8.86) і (8.87), 

коефіцієнт тертя  
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Для визначення величини , при якому коефіцієнт тертя є мінімальним, 

прирівняємо до нуля похідну f  по  
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Оскільки легко бачити, що друга похідна є позитивною, то розв’язок 

рівняння (8.90) 2=  відповідає мінімальному значенню коефіцієнта тертя. 

Причому  
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З урахуванням цього з формули (8.86) нескладно отримати значення 

колової швидкості u0, а отже, і кутової швидкості обертання вала , які при 

даному зовнішньому навантаженні G = F забезпечать мінімальне тертя, 
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Якщо ввести у розгляд параметр 
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котрий відіграє роль коефіцієнта при силі тиску F і тому називається 

коефіцієнтом підтримуючої сили, то рівняння (8.86) перепишемо так: 
 

2

106




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RAu
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З формул (8.93) і (8.94) видно, що 

при дуже малому навантаженні або, 

навпаки, при дуже великій коловій 

швидкості, величина  даного 

підшипника наближається до нуля, а 

значення  − до нескінченності 

(рисунок 8.9). Нескладно також 

помітити, що абсолютне значення сили 

в’язкого тертя на поверхні шийки вала 

при її ексцентричному розташуванні в 

підшипнику відрізняється від F при 

співвісному обертанні (формула 

Петрова (8.20) лише числовим 

коефіцієнтом, котрий враховує 

ексцентричність поверхонь. Оскільки 
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то при e = 0 формула (8.87) переходить у формулу Петрова для співвісних 

поверхонь. Таким чином, формулу Петрова можна розглядати як граничний 

випадок або нульового навантаження на вал, або необмежено великої частоти 

його обертання. 

Якщо розглянути інший граничний випадок, коли коефіцієнт  

наближається до одиниці, то оскільки  
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з формули (8.94) випливає, що або u0 = 0, або =G . 

З рисунку 8.6 видно, що при 2     течія відбувається в дифузорній 

частині каналу (верхня половина змащувального шару). Тому в частині цієї 

зони, як можна переконатися з формули (8.80) або рисунку 8.7, течія 

відбувається у бік зростання тиску, а швидкість при цьому зменшується і цим 

створюються умови для відриву змащувальної рідини від твердої поверхні. 

Очевидно, що, нехтуючи кривизною змащувального шару, умовою відриву 

можна вважати рівність (8.63), а координата і товщина шару, де цей відрив 

Рисунок 8.9 – Залежність  

коефіцієнта підтримуючої сили 

 від параметра  



відбудеться, визначається формулами (8.67) та (8.66). Тоді, скориставшись 

рівнянням (8.73), 
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а скориставшись формулою (8.79), дістаємо для кута відриву  
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Оскільки cosв не може бути більшим від одиниці, то нерівність 
 

3 4 −    12 2 +                                              (8.99) 
 

є умовою безвідривної течії. Її задовольняють значення   в = 3,303. Тоді з 

формули (8.93) відповідний коефіцієнт підтримуючої сили   0,152, а з 

формули (8.94) колова швидкість, що відповідає умові суцільності 

змащувального шару, при заданих навантаженні, геометричних параметрах 

підшипника і в’язкості рідини  
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Ці граничні значення вперше були розраховані Л. С. Лейбензоном45. На 

рисунку 8.9 частина кривої, яка не відповідає умові безвідривності течії, 

зображена пунктиром (до речі, значення 2= , котре відповідає мінімальній 

величині коефіцієнта тертя, потрапляє у «неробочий» діапазон). 

Отримані вище співвідношення для гідродинамічного змащування 

підшипника ковзання, виходячи з умов постановки задачі, справедливі тільки 

для випадку повного заповнення рідиною об’єму між поверхнями, що труться, і 

коли поверхні безпосередньо не дотикаються. Таке тертя називають рідинним, і 

воно є найкращім як з точки зору мінімізації механічних втрат енергії, так і з 

точки зору збереження тертьових поверхонь. При цьому f  0,001… 0,005. Якщо 

  3,303, течія змащувальної рідини відривна, а тому виведені в цьому розділі 

розрахункові співвідношення застосовувати неможна. Тертя, при якому 

суцільність змащувального шару порушена і шийка вала та підшипник у деяких 

зонах дотикаються, називають напіврідинним. Зміна режиму рідинного тертя на 

напіврідинне може виникати при недостатньому подаванні масла або створенні 

умов, за яких порушується суцільність змащувального шару, тощо. Область 

переходу називають граничним змащуванням. Коефіцієнт напіврідинного тертя 

значно більший від рідинного, а отже, більші механічні втрати та 
 

45 Лейбензон Леонід Самуїлович (1879–1951) – видатний російський і радянський вчений – 

фахівець у галузі геофізики, теорії пружності, опору матеріалів, гідродинаміки, фільтрації 

газу і нафти. Працював на різних науково-педагогічних і адміністративних посадах, зокрема 

у 1934–1936 рр. був директором науково-дослідного інституту механіки Московського 

державного університету ім. М. В. Ломоносова, з 1943 р. академік АН СРСР. 



тепловиділення. Тому зміна режиму тертя погіршує умови роботи підшипника 

і, особливо при великій частоті обертання валу, може призвести до виходу його 

з ладу.  

Наступними за класифікацією є напівсухе, коли поверхні безпосередньо 

дотикаються на відносно довгих ділянках, а мастило на них знаходиться тільки 

у вигляді адсорбційної плівки, і сухе тертя. 

Слід розуміти, що певну огріху в розрахунок змащувального шару 

підшипника ковзання вносить припущення про двовимірність течії. Насправді 

нерівномірність тиску спостерігається як по периметру циліндричних 

поверхонь, так і вздовж їх твірних. Ця нерівномірність залежить не тільки від 

так званих краєвих ефектів, а й від конкретного способу підвода мастила до 

тертьових поверхонь та можливого викривлення шийки вала. 

Зазначимо, що точний розв’язок плоскої задачі гідродинамічного 

змащування з припущенням про нехтовну малість масових сил і сил інерції був 

даний М. Є. Жуковським і С. О. Чаплигіним46.  

 
8.4 ПРИКЛАДИ ЗАДАЧ ДО РОЗДІЛУ 8 

 

1. Нижня пластина клиноподібного змащувального шару рухається відносно верхньої 

зі швидкістю u0 = 5 м/с (див. рисунок 8.3). Визначити витрату мастила в’язкістю  =  

= 0,1 Пас у цьому шарі, якщо його ширина H = 200 мм, довжина l = 500 мм, геометричний 

параметр k = 1, а зовнішнє навантаження G = 2 кН. 
 

З формули (8.68), приймаючи G = Fт, дістаємо, що висота вихідного перерізу 
 

2 2
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l H u
h

G
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
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Тоді за формулою (8.42) визначаємо висоту шару, де спостерігається максимум тиску, 
 

3 3
0

1 1 1
2 2 1,41 10 1,88 10

2 1 2
m

k
h h

k

− −+ +
= =   = 

+ +
 м. 

 

 
46 Чаплигін Сергій Олексійович (1869–1942) – видатний російський і радянський вчений у 

галузі механіки, математики, аеродинаміки, з 1929 р. академік АН СРСР, з 1928 по 1931 рр. 

директор-начальник Центрального аерогідродинамічного інституту (ЦАГІ) – найбільшого 

державного наукового авіаційного центру СРСР. З 1931 по 1941 рр. керував створенням 

аеродинамічної лабораторії ЦАГІ. У своїх перших наукових роботах Чаплигін започаткував 

вивчення газової динаміки (у її сучасному розумінні), у роботі «Про тиск 

плоскопаралельного потоку на перешкоди» (1910) шляхом використання теорії функції 

комплексної змінної він дав аналітичне виведення формули Жуковського для підйомної сили 

крила. У своїй фундаментальній праці «Теорія ґратчастого крила» (1914) заклав основи 

теорії обтікання ґраток лопатевих машин циркуляційним потоком. У співпраці з М. Є. 

Жуковським надрукував роботу «Про тертя в змащувальному шарі між шипом і 

підшипником» (1906), в якій дано точне розв’язання задачі про рух змащувального шару.  



Оскільки при усталеній течії нестисливої рідини витрата однакова в будь-якому 

перерізі, то її зручно визначити в перерізі з висотою hm, де 0=
dx

dP . Відповідно до рівняння 

(8.30) витрата крізь шар шириною H  
 

3
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1,88 10
0,2 5 9,4 10
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m
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h
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(знак мінус означає, що мастило рухається у бік, протилежний напряму осі ox). 

Порівнюючи останню формулу з рівнянням нерозривності ,HvhvAQ m==  нескладно 

помітити, що в шарі з максимальним значенням тиску і висотою hm середньовитратна 

швидкість v дорівнює половині u0. 

 

2. Визначити момент і коефіцієнт тертя підшипника ковзання, навантаженого 

силою G = 40 кН. Радіус і довжина шийки вала R1 = 40 мм і H = 100 мм, частота обертання 

вала   = 20 с−1, зазор  = 510−2 мм, а в’язкість мастила  = 0,2 Па с. Як зміняться умови 

тертя, якщо при інших незмінних умовах в’язкість зменшиться удвічі? 
 

З формули (8.94), приймаючи G = F, дістаємо, що коефіцієнт підтримуючої сили 
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З графіка на рисунку 8.9 визначаємо відповідне значення параметра  = 4,8 (течія 

мастила безвідривна). Тоді з формули (8.88) момент сил в’язкого тертя 
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а з рівняння (8.89) коефіцієнт тертя 

 

00217,0
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При зменшенні в’язкості удвічі коефіцієнт підтримуючої сили удвічі збільшиться −        

 = 0,208. З рисунку 8.9 бачимо, що течія мастила стає відривною. Щоб повернутися у 

безвідривний режим, необхідно, наприклад, відповідно до формули (8.100) зменшити 

навантаження до значення 
3 3
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або збільшити частоту обертання  
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9 ОСНОВИ ГАЗОВОЇ ДИНАМІКИ 
 

Властивiсть стисливостi характерна як для газiв, так i для краплинних 

рiдин. Однак якщо для змiни об’єму останнiх необхiдно прикласти значнi зу-

силля, то гази змiнюють густину порiвняно легко. 

При русi газiв з вiдносно невеликими швидкостями (до 60...70 м/с) 

стисливість з прийнятною для практики точнiстю можна не враховувати i до 

газiв застосовуються тi самі закони, що й для краплинних рiдин. При великих 

швидкостях течiї, порiвняльних зi швидкiстю звуку i бiльших за неї, 

стисливість суттєво впливає на закономiрностi течії, тому нею не можна 

нехтувати. Вивченням законiв такої течiї займається роздiл гiдромеханiки − 

газова динамiка. 

 

9.1 ЗВ’ЯЗОК МIЖ ПАРАМЕТРАМИ                                                                         

ПРИ АДIАБАТИЧНIЙ ТЕЧIЇ ГАЗУ 

 

Оскiльки при течiї стисливого газу змiнюється його густина, виникає нео-

бхiднiсть у додатковому рiвняннi, яке пов’язувало б густину i тиск. Як було по-

казано у пункті 1.2.1, для досконалого газу цей зв’язок встановлює рiвняння 

Клайперона 

,
ρ

RT
P

=                                                      (9.1) 

 

де R − газова стала, яка залежить тiльки вiд роду газу (для повiтря R =  

= 287,15 Дж/(кг К). 

Як випливає із закону (9.1), змiна густини газу супроводжується змiною 

температури Т або теплообмiном з навколишнiм середовищем. Тому для опису 

руху стисливого газу використовуються термодинамiчнi спiввiдношення. Газо-

ва динамiка, як правило, розглядає рух з великими швидкостями на коротких 

ділянках, а тому можна вважати, що газ не обмiнюється теплом з навколишнiм 

середовищем. У термодинамiцi такий процес називають адiабатичним. Для 

нього 

C
P
k

=
ρ

,                                                      (9.2) 

де C − стала величина;  

     k − показник адiабати, котрий дорiвнює вiдношенню питомої 

теплоємкостi при незмiнному тиску (СP) до питомої теплоємкостi при 

незмiнному об’ємi (CV) 
 

.
V

P

C

C
k =                                                       (9.3) 

Згiдно з формулою Майєра 
 



R = CP − CV .                                                  (9.4) 

Тому легко встановити зв’язок мiж газовою сталою i показником адiабати 
 

1
P

k
R C

k

−
= ,                                                  (9.5) 

або 

R = (k −  1)CV .                                                 (9.6) 
 

У термодинамiцi добуток СPT називають тепловою функцiєю, або ен-

тальпiєю i. З урахуванням рівнянь (9.5) i (9.1) можна записати, що 
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P

k k P
i C T RT

k k
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                                    (9.7) 

 

Якщо через «0» позначити деякi фiксованi значення тиску i густини, то 

згiдно з формули (9.2) можна записати 
 

   ,
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0

kk

PP


=


                                                   (9.8) 

 

а використавши формулу (9.1), маємо спiввiдношення мiж параметрами при 

адiабатичнiй течiї газу 
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9.2 РIВНЯННЯ БЕРНУЛЛI ДЛЯ АДIАБАТИЧНОЇ ТЕЧIЇ 

СТИСЛИВОГО ГАЗУ 

 

Якщо густина рiдини є змiнною величиною, вид iнтеграла Бернуллi 

визначається залежнiстю  вiд параметрiв потоку. Принципово густина 

стисливої рiдини може залежати вiд рiзних факторiв, але якщо  залежить тільки 

вiд тиску, то такі середовища називають баротропними. Далi будемо розглядати 

тільки їх. 

Як це було зроблено у пункті 4.1.2, прирiвняємо лiву частину рівняння 

(4.12) до нуля 
2

0.
2

P u
d

 
+ −  = 

 
                                           (9.11) 

 

При iнтегруваннi рівняння (9.11) слiд врахувати двi особливостi. Перша 

полягає у тому, що густина газових середовищ мала i тому дiєю масових сил 



(третьою складовою у дужках) без помiтної шкоди для точностi можна знехту-

вати. Друга − залежнiсть густини вiд тиску, вид якої визначається характером 

термодинамiчного процесу. Для адiабатичного процесу справедливий вираз 

(9.2). Тому 

,1 = − dCkdP k                                               (9.12) 

або 

.2 =


− dCk
dP k

                                              (9.13) 

 

Проiнтегруємо рівняння (9.11) з урахуванням цих зауважень 
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Оскiльки  C = 
k

P


, то 

2 1 .
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                             (9.15) 

Отже, 
2

const,
1 2

k P u

k
+ =

− 
                                         (9.16) 

 

або з урахуванням формули (9.1) 
 

2

const.
1 2

k u
RT

k
+ =

−
                                       (9.17) 

 

Вирази (9.16) i (9.17) є одними з можливих форм запису рiвняння Бернуллi 

для адiабатичної течiї iдеального газу. Останнiй вираз вказує на те, що при 

зростаннi швидкостi газового потоку його температура зменшується, а при  

гальмуваннi − збiльшується. Такий характер змiни параметрів течiї пояснюєть-

ся теплоiзольованiстю процесу. 

Враховуючи формулу (9.7), можна подати рiвняння Бернуллi у 

термодинамiчнiй формi 

const,
2

2

=+
u

i                                               (9.18) 

 

яка зручна при розрахунках таких пристроїв, в котрих вiдсутня технiчна робота, 

наприклад сопел. 

Зауважимо, що якби розглядалась теплоiзольована течiя газу з тертям, то i 

в цьому випадку рiвняння (9.18) лишалося б справедливим. Дiйсно, хоч на по-

долання сил тертя i була б витрачена частина механiчної енергiї, але вона пере-



творилась би у теплоту, що привело б до зростання внутрiшньої енергiї газу. 

Тому сума 
2

2u
i +  лишається незмiнною. 

 

9.3 АДIАБАТИЧНА ШВИДКIСТЬ ЗВУКУ. ЧИСЛО МАХА 

 

Виключно важливе мiсце в газовiй динамiці займає поняття про швид-

кiсть звуку, пiд якою розумiють швидкiсть поширення малих збурень, тобто 

швидкiсть поширення у просторi малих змiн тиску i густини. 

Розглянемо трубу незмiнної 

площi А, заповнену нерухомим газом, 

тиск i густина якого P0 i 0  (рисунок 

9.1). Якщо поршню надати раптове ма-

ле перемiщення зi швидкiстю u1, то це 

приведе до згущення газу перед ним − 

тиск пiдвищиться на величину  

P = P1 −  P0, а густина на  = 1 −  0. 

Збурення, викликане перемiщенням 

поршня, поширюватиметься у газi з 

деякою швидкiстю a i за деякий час 

охопить дiлянку x, а за час dt − ще й 

вiдстань dx = adt. 

У момент часу t + dt в об’ємi завтовшки dx маса газу становить 1Adx =      

= 1Aadt. Ця  маса  повинна дорiвнювати сумi початкової маси 0Adx = 0Aadt i 

внесеної 1u1Adt (газ у зонi згущення рухається зі швидкiстю u1), тобто 
 

1 Aadt = 0 Aadt + 1 u1Adt,                                    (9.19) 

або 

1a = 0a + 1u1.                                                                      (9.20) 
 

Згiдно з законом збереження iмпульсу для об’єму завтовшки dx можна 

записати 

1 1
1 0 ,

Adxu
P A P A

dt


= −                                          (9.21) 

або 

1 1 1 0.au P P = −                                                (9.22) 

Звідки 
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a
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−
=


                                                  (9.23) 

 

Скориставшись останнім виразом, рівняння (9.20) можна представити 
 

1 0
1 0 ,

P P
a a

a

−
 =  +                                           (9.24) 

Рисунок 9.1 – До поняття                           

про швидкість звуку 



або 

2 1 0

1 0

.
P P P

a
− 

= =
 −  

                                           (9.25) 

Якщо змiни тиску P i густини  малi, то, переходячи до нескiнченно 

малих, дістаємо 

.


=
d

dP
a                                                     (9.26) 

 

Величина a − мiсцева швидкiсть поширення малих збурень. До числа 

найбiльш широко спостережуваних явищ поширення малих збурень в краплинних 

рiдинах i газах належить поширення звуку. Воно являє собою послiдовнi малi сти-

снення i розрядження. Тому швидкiсть a називають швидкiстю звуку. 

Усi мiркування, завдяки яким виведена формула (9.26), справедливi для 

будь-якого пружного середовища. Тому вона виражає швидкiсть звуку для та-

ких середовищ. Так, якщо рiдина при малих стисненнях пiдпорядковується за-

кону Гука, то згiдно з формулою (1.12) 
 

.


=
E

a                                                      (9.27) 

 

Якщо рiдину розглядати як абсолютно нестисливу ( = const), то з фор-

мули (9.26) випливає, що a = . Це означає, що в такiй рiдинi збурення поши-

рюються з нескiнченно великою швидкiстю, тобто всяка мала змiна тиску в 

данiй точцi потоку миттєво вiдбивається в будь-якому іншому його мiсцi. У 

рядi випадкiв, як це було показано в попереднiх роздiлах, таке припущення 

може з достатньою для практики точнiстю прийматися при розрахунках. Але 

iснує цiлий клас задач, що розглядають рух газiв з великими швидкостями, в 

яких стисливiсть обумовлює не тiльки кiлькiсно вiдмiннi результати, але й 

якiсно iншу поведiнку потокiв. 

Згiдно з формулою (9.26) швидкiсть звуку залежить вiд характеру проце-

су. Для адiабатичного процесу 
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
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d

dP k
                                           (9.28) 

 

Отже, адiабатична швидкiсть звуку 
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

=
P

ka                                                     (9.29) 

 

Оскiльки далi будемо розглядати тiльки адiабатичний процес, то 

швидкiсть a називатимемо просто швидкiстю звуку. 

Формула (9.29) вперше була виведена Лапласом. З урахуванням закону 

Клайперона її можна подати у виглядi 
 



.kRTa =                                                  (9.30) 
 

Таким чином, швидкiсть звуку в газi залежить тiльки вiд його фiзичних 

властивостей i температури. 

Вiдношення швидкостi газового потоку до швидкостi звуку називається 

числом (критерієм) Маха47 

  .
a

u
=                                                     (9.31) 

 

Число Маха − основний критерiй подiбностi для течiй газу, що 

вiдбуваються з великими швидкостями. Воно є мiрою стисливостi. Для дове-

дення цього запишемо рівняння (9.11) без урахування масових сил у виглядi 
 

  0=+


udu
dP

                                                 (9.32) 

 

i проведемо деякi перетворення 
 

2 .
dP d d

udu a
d

 
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                                      (9.33) 

 

Подiливши лiву i праву частини рівняння (9.33) на u2, маємо 
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або 

  
2M .
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u


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
                                              (9.35) 

 

Отже, M є своєрiдним коефiцiєнтом, що вказує на вiдносну змiну густини 

при змiнi швидкостi, тобто число Маха може бути мiрою стисливостi. 

У кiнетичнiй теорiї газiв показано, що швидкiсть звуку має той самий по-

рядок, що й середня квадратична швидкiсть вiльного пробiгу молекул, 
 

.3RTvS =                                                   (9.36) 
 

Порiвнюючи з рівнянням (9.30), дістаємо 
 

.
3

Sv
k

a =                                                   (9.37) 

Тому 

 
47 Мах Ернст (1838–1916) – видатний австрійський фізик і філософ, фахівець в галузі 

балістики, один із засновників газової динаміки; вивчав поширення ударних хвиль; першим 

довів, що ефект стисливості залежить від числа, що дорівнює відношенню швидкості потоку 

до швидкості звука, яке названо його ім’ям. У філософії Мах був суб’єктивним ідеалістом, 

він стверджував, що навколишній світ – це лише наші відчуття, а тому задача науки – 

описувати саме ці відчуття. 
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або 
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u k

v
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З цього випливає, що квадрат числа Маха можна розглядати як величи-

ну, котра характеризує вiдношення кiнетичних енергiй спрямованого руху по-

току до хаотичного («внутрішнього») руху газу. При M  k3  енергiя спря-

мованого руху бiльша за енергiю хаотичного, а при M  k3  − навпаки. 

З точки зору газової динамiки важливим є не стiльки значення числа Маха, при 

якому зрiвнюються енергiї направленого i хаотичного рухiв, скiльки значення M = 1, 

якому вiдповiдає рiвність швидкостей потоку i поширення звуку. Якщо M  1, потiк 

називається дозвуковим, а якщо M  1 − надзвуковим. При M = 1 швидкiсть потоку 

дорiвнює мiсцевiй швидкостi звуку та її називають критичною (aкр). 

Розрахунки, наведенi далі, показують, що газовий потiк можна вважати 

нестисливим, якщо M  0,2; похибка у визначеннi тиску при цьому становитиме 

приблизно 1 %, а густини − 2 %. Для повiтря (k = 1,4; R = 287,15 Дж/(кгК) при 

нормальних умовах (T = 288 К) a = 340 м/с i значенню M = 0,2 вiдповiдає  

u = 68 м/с. 

 

9.4 IЗОЕНТРОПIЧНА ТЕЧIЯ СТИСЛИВОГО ГАЗУ 

 

Як випливає з рiвняння Бернуллi (9.17), течiя стисливого газу завжди су-

проводжується перетвореннями теплоти, або теплообмiном. Функцiєю, яка од-

нозначно визначає тепловi перетворення, є ентропiя S, для котрої 
 

.
T

dq
dS =                                                    (9.40) 

 

З формули (9.40) зрозумiло, що при пiдведеннi до системи теплоти (dq  0) її 

ентропiя зростає, i навпаки − якщо теплота вiдводиться (dq  0), то ентропiя змен-

шується. Течiя в’язкого газу навiть без теплообмiну із зовнiшнiм середовищем 

вiдбувається в умовах dq  0, оскiльки завдяки тертю частина механiчної енергiї пе-

реходить у тепло. Але якщо розглядати теплоiзольований процес руху iдеального 

газу, то ентропiю можна вважати величиною незмiнною. Тому адiабатичну течiю 

iдеального газу розглядають як iзоентропiчний процес. 

 

           9.4.1 Iзоентропiчнi спiввiдношення.  

Зведена швидкість i газодинамiчнi функцiї 

У потоцi завжди можуть iснувати точки або областi, в яких швидкiсть га-

зу дорiвнює нулю. Прикладом може стати випадок обтiкання цилiндра (пункт 



7.2.2). Точки, в яких u = 0, називають критичними, а параметри в них − пара-

метрами гальмування (P, , i, a, T). 

Рiвняння Бернуллi, записане в термодинамiчнiй формi, вказує на те, що 

при адiабатичнiй течiї сума питомої ентальпiї та питомої кiнетичної енергiї 

є незмiнною. Отже, при гальмуваннi вiдбувається збiльшення ентальпiї за раху-

нок кiнетичної енергiї. 

У критичних точках 

.
2

2

*

u
ii +=                                                  (9.41) 

 

Величину i називають ентальпiєю загальмованого газу. 

З урахуванням формули (9.7) останню формулу можна подати у такому 

виглядi: 
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2

2

*
PC

u
TT +=                                               (9.42) 

 

Остання складова має розмiрнiсть температури i називається динамiчним 

пiдвищенням температури. Тому, гальмування газу приводить до так званого 

аеродинамiчного нагрiву, пiд яким розумiють нагрiв до температури, вищої за 

температуру потоку. 

Це явище слiд брати до уваги, наприклад, при вимiрюваннi температури 

газового потоку. Коли його швидкiсть вiдносно невелика (кiнетична енергiя 

мала вiдносно до тепломiсткостi), то динамiчне пiдвищення температури також 

невелике i його величиною можна нехтувати. Але при швидкостях, близьких до 

швидкостi звуку i бiльших за неї, кiнетична енергiя стає спiвмiрною з теп-

ломiсткiстю, i тому температура загальмованого газу досить помiтно 

вiдрiзняється  вiд температури потоку, що рухається. 

Зменшення кiнетичної енергiї газу i вiдповiдне пiдвищення його 

температури може вiдбуватися або вiд стиснення, що має мiсце в критичних 

точках, або вiд тертя в пограничному шарi. У першому випадку, якщо 

знехтувати відводом тепла, процес можна вважати оборотним. Це означає, що у 

випадку надання газу можливостi розширитися його параметри набудуть 

початкових (до гальмування) значень. Процес гальмування в пограничному 

шарi є не оборотним, оскiльки для того щоб частинки газу знов набули 

початкової швидкості, необхiдно самочинне перетворення теплового руху 

молекул в упорядкований рух, а це відповідно до законiв термодинамiки 

неможливо. 

Використовуючи параметри гальмування, рiвняння (9.16) i (9.17) можна 

подати у такому виглядi: 
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                                              (9.45) 

 

де a − швидкiсть звуку в загальмованому газi. 

З рівняння (9.44) випливає, що 
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1 1 M .
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T k u k
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Скориставшись отриманими ранiше спiввiдношеннями мiж параметрами 

при адiабатичнiй течiї (9.9) i (9.10) та (9.45), маємо 
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Таким чином, вiдношення будь-якого параметра газового потоку до 

вiдповiдного параметра гальмування залежить тiльки вiд числа Маха.  

У газовiй динамiці параметрам гальмування надають дещо бiльшого зна-

чення, нiж параметрам у точках, де потiк не рухається. Навiть якщо у потоцi 

нема критичних точок, параметрами гальмування користуються при 

розрахунках як параметрами, котрi мав би газ, якщо його загальмували без 

необоротних перетворень механiчної енергiї. 

Ранiше вже зазначалося, що швидкiсть потоку, яка дорiвнює мiсцевiй 

швидкостi звуку, називається критичною (u = a = aкр). Так само критичними 

називаються i параметри потоку (Tкр, Pкр, кр, iкр), якi вiдповiдають цiй швидкостi. 

Цiлком зрозумiло, що критичнiй швидкостi вiдповiдає число Маха, яке до-

рівнює одиницi. Тому спiввiдношення для критичних параметрiв можна легко 

дістати з формул (9.46)−(9.49): 
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Отже, для даного iзоентропiчного потоку спiввiдношення параметрiв гальму-

вання i критичних параметрiв є величиною незмiнною, яка залежить вiд фiзичних 

властивостей газу (показника адiабати). Для будь-якого газу завжди k  1, тому кри-

тична швидкiсть завжди менша за швидкiсть звуку в загальмованому середовищi. 

Оскiльки лiва частина в рівнянні (9.45) є величиною незмiнною, то 

збiльшення швидкостi потоку приводить до зниження швидкостi звуку a. 

Теоретично швидкiсть потоку може досягти такого граничного значення, при якому 

a = 0. Така швидкiсть є максимальною швидкістю газового потока umax. Її величина 
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u a

k
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−
                                             (9.54) 

 

З формул (9.29) i (9.30) випливає, що швидкiсть звуку може обертатися в 

нуль лише при витiканнi газу в порожнечу, тобто в абсолютний вакуум (P = 0, 

T = 0, i = 0). При максимальнiй швидкостi течiї вся теплова енергiя молекул 

перетворюється в кiнетичну енергiю направленого руху. Фiзично umax недосяжна 

i є теоретичною границею для швидкостi газу. Крiм того, з наближенням 

швидкостi потоку до umax розрядженiсть газу стає досить великою i тому до 

потоку не можна застосувати рiвняння стану iдеального газу Клайперона i 

рiвняння енергiї у вiдомiй для нас формi. 

Максимальну швидкiсть можна зв’язати з критичною, якщо зiставити рів-

няння (9.53) з (9.54) 
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Становить також певний iнтерес зв’язок мiж швидкiстю звуку i критич-

ною швидкiстю. Для його встановлення перепишемо рівняння (9.45) з ураху-

ванням залежностi a вiд aкр (9.53):  
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звідки 
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Якiсний характер змiни розглянутих швидкостей подано на рисунку 9.2. 

Якщо на початку деякого уявного каналу  (x = 0)  газовий  потiк  не  рухається 

(u = 0), то швидкiсть звуку найбiльша i 

дорiвнює a, а якщо в кiнцi цього каналу 

(x = 1) пiдтримується абсолютний ваку-

ум, то u = umax i a = 0. Зрозумiло, що точ-

ка перетину двох кривих буде вiдповiда-

ти критичнiй швидкостi aкр. 

У газовiй динамiці часто 

використовують безрозмiрне подання 

розрахунквих формул. Для цього, крiм 

числа Маха, вводиться поняття зведеної 

швидкості 
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=                       (9.58) 

 

Враховуючи, що aкр залежить вiд a, 

яка згiдно з рівнянням (9.45) характери-

зує повну питому енергiю потоку, зведе-

на швидкiсть характеризує вiдношення 

мiж кiнетичною i повною енергiями. 

Зв’язок мiж  i M можна встановити, якщо кожну складову рівняння 

(9.56) роздiлити на u2 , 
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Здiйснивши перетворення, дістаємо 
 

2
2

2

2
M

1 ( 1)
1

1

k k

k


=

+ − 
−

+

,                                         (9.61) 

або 
2

2

2

M 1
.

1 2
1 M

2

k

k

+
 =

−
+

                                            (9.62) 

 

Рисунок 9.2 – Якісний характер  

зміни швидкостей газового потоку 

Рисунок 9.2 – Якісний характер 

зміни швидкостей  

газового потоку 



Можна вiдмiтити, що при M = 1  = 1, а при M →  зведена швидкiсть 

прагне до цiлком визначеної границi. Дiйсно, аналіз показує, що при M →  u → 

umax. Тодi 
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                                        (9.63) 

Користуючись залежністю (9.61), формули (9.46)−(9.49) можна подати у 

такому виглядi: 
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де (), (), () − газодинамiчні функцiї.  

Вони встановлюють однозначний зв’язок вiдносних параметрiв потоку зі 

зведеною швидкiстю i мають важливе прикладне значення, оскiльки заздалегiдь 

розрахованi та зведенi у таблиці цi функцiї дають змогу суттєво скоротити 

обчислювальну роботу. У таблиці 9.1 наведені значення газодинамічних фу-

нкцій для повітря (k = 1,4). 



 

Таблиця 9.1 – Газодинамічні функції 
 

    q M 

0,00 1,0000 1,0000 1,0000 0 0 

0,10 0,9983 0,9942 0,9959 0,1571 0,0914 

0,20 0,9933 0,9768 0,9834 0,3102 0,1830 

0,30 0,9850 0,9485 0,9630 0,4557 0,2760 

0,40 0,9733 0,9097 0,9346 0,5897 0,3701 

0,50 0,9583 0,8616 0,8991 0,7091 0,4663 

0,60 0,9400 0,8053 0,8567 0,8109 0,5649 

0,70 0,9183 0,7422 0,8082 0,8924 0,6668 

0,80 0,8933 0,6738 0,7543 0,9518 0,7727 

0,90 0,8650 0,6019 0,6959 0,9879 0,8833 

1,00 0,8333 0,5283 0,6340 1,0000 1,0000 

1,10 0,7983 0,4546 0,5994 0,9880 1,1239 

1,20 0,7600 0,3827 0,5035 0,9531 1,2566 

1,30 0,7183 0,3142 0,4374 0,8969 1,4002 

1,40 0,6733 0,2505 0,3720 0,8216 1,5575 

1,50 0,6250 0,1930 0,3088 0,7307 1,7321 

1,60 0,5733 0,1427 0,2489 0,6282 1,9290 

1,70 0,5183 0,1003 0,1934 0,5187 2,1555 

1,80 0,4600 0,0660 0,1435 0,4075 2,4227 

1,90 0,3983 0,0399 0,1002 0,3002 2,7481 

2,00 0,3333 0,0214 0,0642 0,2024 3,1622 

2,10 0,2650 0,0096 0,0361 0,1198 3,7240 

2,20 0,1933 0,0032 0,0164 0,0570 4,5674 

2,30 0,1183 0,00057 0,00482 0,0175 6,1033 

2,40 0,0400 0,12810−4 0,00032 0,0012 10,957 

2,4495 0 0 0 0  

 

          9.4.2 Витiкання газу крізь звужуюче сопло.  

Формула Сен-Венана-Ванцеля 

Розглянемо витiкання газу з резервуара крізь конiчне звужуюче сопло 

(рисунок 9.3). Розмiри резервуара будемо вважати набагато бiльшими за 

розмiри отвору. Це дозволяє нехтувати швидкiстю газу в резервуарi, а отже, 

параметри в ньому вважатимемо параметрами гальмування. Параметри 

зовнiшнього середовища у вихiдному перерiзi сопла, площа котрого A1, позна-

чимо P1, 1, u1, T1. 

Якщо швидкiсть витiкання вважати великою, а довжину сопла малою, то 

теплообмiном газу з навколишнім середовищем можна нехтувати i процес течiї 

розглядати як адiабатичний. 



Визначимо вигляд залежностi для масової витрати крізь сопло. Для цього 

запишемо рiвняння Бернуллi стосовно двох перерiзiв, один з яких проходить 

через резервуар, а другий – через вихiдний перерiз сопла, 
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Розв’язок вiдносно швидкостi дає 
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Користуючись зв’язком мiж пара-

метрами при адiабатичному процесi (9.9) i 

(9.10), можна записати 
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Тодi формула (9.69) набирає вигляду 
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або з урахуванням формули (9.29) 
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Останнi два вирази є рiзновидами формули Сен-Венана48-Ванцеля49 для 

швидкостi витiкання газу. 

 
48 Сен-Венан Адемар Жан-Клод Барре (1797–1886) – французький математик, механік, інженер. 

Побудував теорію крутіння і вигину призматичного стрижня і сформулював принцип пом’як-

шення граничних умов, вивів рівняння течії рідини під її поверхнею, які носять його ім’я.  
49 Ванцель П’єр Лоран (1814–1848) – французький математик, професор прикладної механіки 

Політехнічної школи (Франція). Відомий низкою цікавих праць у галузі математичних задач, 

механіки, аеродинаміки. 

Рисунок 9.3 – Резервуар 

 з конічним звужуючим соплом 



Переходячи до масової витрати, маємо 
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то з формулою (9.73) можна здiйснити такі перетворення: 
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де .
*

1

P

P
=  

Очевидно, що при незмiнних P i  масову витрату визначає величина в 

квадратних дужках. Згiдно з формулою (9.75) Qм = 0 при  = 0 i  = 1, а отже, 

функцiя має екстремум мiж цими точками. Позначимо вiдповiдне екстремуму 

вiдношення тискiв через кр, для якого 
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Звідки 
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Порiвнявши отриманий результат з формулою (9.51), доходимо висновку, що 
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а отже, максимальна масова витрата у вихiдному перерiзi сопла встановлюється 

при критичних параметрах. Це означає, що газ рухається зi швидкiстю, що 

дорiвнює мiсцевiй швидкостi звуку. При цьому критичне спiввiдношення тискiв 

кр, як випливає з рівняння (9.78), залежить тiльки вiд фiзичних властивостей 

газу (показника адiабати). Так, для повiтря кр = 0,528. 

Максимальна, або критична масова, витрата 
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Вiдношення довiльної витрати до критичної називається зведеною витра-

тою. Її можна дістати, скориставшись формулами (9.29), (9.52), (9.53) та (9.57), 
 

1
2 1

1
1 1 2 1

1 .
1 2

k
k

k
k k

кр кр

u k
q

a k

+
−

−   + 
= = −  −   

 −     

                      (9.81) 

 

Використовуючи ще й рівняння (9.66), зведену витрату можна подати 

через зведену швидкiсть 
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Графiк залежностi зведеної 

витрати вiд вiдношення тискiв  

для повiтря поданий на рисунку 

9.4. Цiлком природно, що при  = 1 

масова витрата дорiвнює нулю i 

зниження  веде до зростання q, а 

отже, i Qм. Однак при переході  

через кр згiдно з рівнянням (9.81) 

масова витрата повинна зменшу-

ватися (пунктирна частина гра-

фiка), тобто зменшення тиску за 

соплом повинно привести до змен- 

шення i витрати, що суперечить 

сутi створеної дiї. Досвiд показує, 

що при    кр   формула (9.81) дає 

реальну картину змiни q, а при    кр будь-яке зниження тиску за соплом до 

змiни масової витрати не приводить (q = 1). 

Щоб усвiдомити фiзичну сутнiсть незмiнностi масової витрати, слiд 

пригадати, що змiна тиску за соплом є малим збуренням, котре поширюється зi 

швидкiстю звуку. При   кр  швидкiсть газу у вихiдному перерiзi сопла менша за 

швидкiсть звуку, змiна зовнiшнього тиску проникає в середину сопла i обумовлює 

Рисунок 9.4 – Залежність зведеної  

витрати від відношення тисків 



вiдповiдну змiну перепаду тиску, пiд дiєю котрого вiдбувається витiкання. При 

 = кр  u1 = aкр, i в перерiзi сопла встановлюється так званий звуковий бар’єр, че-

рез котрий змiни зовнiшнього тиску проникнути не можуть,  оскiльки частинки 

газу рухаються з тiєю самою швидкiстю вниз по течiї, з якою вверх по течiї поши-

рюється хвиля зниження тиску. У зв’язку з цим при   кр  тиск у вихiдному пе-

рерiзi сопла лишається незмiнним (Pкр), а тому не змiнюється i масова витрата. 

З вищенаведеного випливають два важливi висновки. Перший полягає у 

тому, що формулу Сен-Венана-Ванцеля можна використовувати лише при 

  кр. При цьому не слiд забувати, що мова йшла про iдеальний газ; течiя реа-

льного в’язкого газу буде супроводжуватися дiєю сил тертя, а тому його масова 

витрата буде дещо меншою за розраховану за формулою (9.75). Другий висно-

вок полягає у тому, що в звичайному звужуючому соплi не можна досягнути 

надзвукової швидкостi витiкання, яку б різницю тиску не створили. 

 

9.4.3 Закон обертання дiї. Сопло Лаваля 

Рiвняння нерозривностi для газового потоку в кiнцевiй (гiдравлiчнiй) 

формi має вигляд 

Qм = uA = const.                                            (9.83) 
 

Якщо при умовi незмiнностi масової витрати його спочатку прологариф-

мувати, а потiм продиференцiювати, то дістанемо 
 

.0=++




A

dA

u

dud
                                           (9.84) 

 

Пiдставляючи до рівняння (9.84) рiвняння (9.35) i виконавши простi пе-

ретворення, можемо записати формулу 
 

2(M 1) ,
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u A
− =                                           (9.85) 

 

яка носить iм’я П’єра Анрі Гюгoнiо50 i виражає так званий закон обертання дiї. 

Ця формула досить зручна для аналiзу характеру змiни швидкостi при 

русi газу в трубi змiнного перерiзу. Якщо M  1, то величина в дужках вiд’ємна, 

тому в розширенiй трубi (dA  0) потiк сповiльнюється (du  0), а в звужуючiй 

(dA  0) − прискорюється (du  0). Отже, дозвуковий газовий потiк поводить 

себе аналогiчно потоку нестисливої рiдини. 

Якщо M  1, то величина в дужках додатна. У цьому випадку в 

розширенiй трубi (dA  0) потiк прискорюється (du  0), а в звужуючiй (dA  0) 

− сповiльнюється (du  0). Цей парадоксальний на перший погляд результат по-

 
50 Гюгоніо (Югоніо) П’єр Анрі (1851–1887) – видатний французький математик і механік, 

фахівець в галузі балістики та один із засновників газової динаміки, автор фундаментальних 

робіт у галузі ударних хвиль, зокрема 1885 року отримав рівняння ударної хвилі (ударної 

адіабати), відоме як рівняння Гюгоніо-Ранкіна. Ці результати опубліковані були уже після 

смерті вченого. 



яснюється тим, що при розширеннi газу густина сильно зменшується i добуток 

А в рівнянні (9.83), незважаючи на зростання площi, все ж зменшується, що 

приводить до зростання u. Отже, надзвуковий потiк поводить себе протилежно 

дозвуковому. 

Якщо M = 1, то не вiдбувається розривної течiї (du = ) тiльки за умови 

dA = 0. Тобто за умови досягнення дозвуковим потоком в деякому екстра-

мальному перерiзi (dA = 0) критичних параметрiв (M = 1) похiдна швидкостi по 

довжинi каналу може мати кiнцеве значення. Це означає можливiсть переходу в 

критичному перерiзi дозвукового потоку в надзвуковий. При цьому критичний 

перерiз повинен бути мiнiмальним, оскiльки у противному випадку дозвуковий 

потiк вздовж труби буде уповiльнюватися i тому нiяк не зможе досягти 

критичної швидкостi. 

Отже, на пiдставi розглянутого можна 

зробити виключно важливий висновок: 

перехiд через швидкiсть звуку неможливий 

при однобічнiй дiї на потiк; щоб дозвуковий 

потiк розiгнати до надзвукової швидкості, 

необхiдно спочатку звужувати канал, а 

потiм його розширювати, тобто змiнити 

характер дiї на потiк з боку стiнок каналу. 

При цьому в мiнiмальному перерiзi повиннi 

бути досягнуті критичнi параметри. Іншими 

словами, перехiд через швидкiсть звуку 

можливий, тiльки якщо в критичному 

перерiзi змiнити характер дiї на потiк. У 

цьому полягає закон обертання дiї. 

Пристрiй, який реалiзує сформульований  

закон, називається соплом Лаваля51. Схема-

тично воно показане на рисунку 9.5, де та-

кож наведенi графіки, котрi характеризують 

змiну тиску i швидкостi вздовж поздовжньої 

координати (1 − випадок, коли в 

екстремальному перерiзi сопла (горлi сопла) 

критичнi параметри не досягнутi; 2 − 

випадок, коли в горлi сопла M = 1). 

 

 

 

 
51 Лаваль Карл Густав Патрік (1845 – 1913) – видатний шведський інженер і винахідник. За 

своє життя Лаваль запатентував 93 винаходи, зокрема центрифугу для розділення суміші рі-

дин за густиною (сепаратор), доїльний апарат, але всесвітнє визнання винахіднику принесло 

сопло для досягнення надзвукової швидкості, яке застосовується у різних галузях техніки та 

носить його ім’я. 

Рисунок 9.5 – Характер зміни 

параметрів вздовж сопла  

Лаваля 



Площу поперечного перерiзу сопла можна визначити, звернувшись до 

рiвняння нерозривностi. Тодi з урахуванням рівнянь (9.81) i (9.82) 
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або, скориставшись формулами (9.48), (9.49), (9.52) та (9.53), 
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де A1 − площа довiльного перерiзу сопла. 

Графiк залежностi )(1 = fAA кр  для 

повiтря представлений на рисунку 9.6. Вiн 

пiдтверджує той факт, що в дозвуковому 

потоцi для збiльшення числа Маха площу 

перерiзу слiд зменшувати, а у надзвуковому 

навпаки − збiльшувати.  

При виведенні наведених вище фор-

мул потiк розглядався як одновимiрний i 

нев’язкий, теплопередача через стiнки вва-

жалася повнiстю вiдсутньою. Це звичайно є 

спрощенням, а тому практичнi розрахунки з 

використанням цих формул дають деяку по-

хибку.  

 

 

На завершення зауважимо, що для отримання надзвукового потоку, крiм 

сопла Лаваля, можуть використовуватися i так званi витратнi, тепловi, механiчнi 

та деякi iншi сопла.  

 

9.5 ПОШИРЕННЯ МАЛИХ ЗБУРЕНЬ У ГАЗОВОМУ ПОТОЦІ. 

КОСИЙ СТРИБОК ЗГУЩЕННЯ 

 

Якщо джерело малих збурень знаходиться в нерухомому середовищi, то 

цi збурення поширюються у просторi у виглядi хвиль, фронт яких має форму 

сфери. На плоскому рисунку їх можна зобразити як концентричнi кола з 

центром у джерелi збурень А (рисунок 9.7). Як вже вiдмiчалося, цi малi 

збурення поширюються зi швидкiстю звуку i при нерухомому джерелi цей 

процес буде проходити однаково у всiх напрямах. 

 

Рисунок 9.6 – Залежність 

1 (M)крA A f=  для повiтря 

 



Характер поширення збурень змi-

нюється у потоцi, що рухається (або у 

нерухомому середовищi при рухомому 

джерелi збурень). Це пов’язано з тим, 

що хвилi зносяться потоком, при цьому 

в напрямі вектора швидкостi потоку 

збурення поширюються зi швидкiстю 

(a + u), а у протилежному − (a − u). На 

рисунку 9.8 для рiзних значень числа 

Маха потоку наведена картина поши-

рення хвиль малих збурень. Очевидно, 

що при u  a збурення можуть поширю-

ватися тiльки в напрямі потоку. 
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Рисунок 9.8 – Поширення малих збурень у рухомому середовищі: 

а − u  a, M  1;    б − u = a, M = 1;    в − u  a, M  1 
 

Лiнiя Am є границею мiж збуреною i незбуреною частинами потоку. 

Оскiльки у даному випадку розглядаються малi збурення, то лiнiю називають 

границею слабких збурень (слабкою хвилею, характеристикою або лiнiєю Ма-

ха). З рисунку 9.8 випливає, що 

1
sin ,

M

at

ut
 = =                                                (9.88) 

( називають кутом Маха). 

Розглянемо плоский надзвуковий потiк, що рухається вздовж поверхнi 

BAC, котра має злaм на випуклий кут (рисунок 9.9). Обтiкаючи цей кут, потiк 

розширюється, а оскiльки вiн надзвуковий, то це приводить до збiльшення 

швидкостi (u2  u1), зменшення тиску (P2  P1) i густини (2  1). Отже, точку A 

можна розглядати як джерело малих збурень. Лiнiя Маха Am розмежовує не-

збурену частину потоку, де швидкiсть незмiнна i дорiвнює u1 вiд збуреної. Лiнiя 

Маха An є границею мiж збуреною областю, в якiй швидкiсть потоку 

змiнюється вiд u1 до u2, i частиною потoку, в котрiй швидкiсть вже не 

змiнюється i дорiвнює u2. 

Рисунок 9.7 – Поширення малих 

збурень в нерухомому середовищі 



Границi сектора збуреного потоку можна встановити, скориставшись 

формулою (9.88), 

1 2

1 2

1 1
arcsin , arcsin .

M M
 =  =                                (9.89) 

 

Таким чином, при обтiканнi надзвуковим потoком випуклого кута пово-

рот можна розглядати як послiдовнiсть слабких збурень, а змiна параметрiв 

вiдбувається у секторi збурення поступово. 

Якiсно iнший характер має обтiкання надзвуковим потoком увігнутого ку-

та (рисунок 9.10). Завдяки повороту стiнки назустрiч потоку його поперечний  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 9.9 – Обтікання випуклого          Рисунок 9.10 – Обтікання увігнутого  

                                   кута                                                       кута 
 

перерiз зменшується, а тому u2  u1, M2  M1, P2  P1, 2  1. Скориставшись 

формулами (9.89), легко пересвiдчитись, що 2  1. Тобто виходячи з рисунка 

процес збурення повинен починатися в областi, де швидкiсть вже має величину 

u2, а закiнчуватися, де швидкiсть ще дорiвнює u1. Iншими словами, процес змiни 

параметрiв повинен закiнчитися ранiше, чим початися. Зрозумiло, що фiзично 

такий хiд процесу абсолютно нереальний. Досвiд показує, що при обтiканнi 

надзвуковим потоком увігнутого кута виникає поверхня, при переходi крізь 

котру потiк змiнює свої параметри стрибком. Цю поверхню називають косим 

стрибком згущення. Її розташування у просторi можна визначити за кутом 
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1
21 ++                                          (9.90) 

 

Для усвiдомлення фiзичної природи стрибка згущення зазначимо, що 

розглянутi вище хвилi Маха належать до категорiї так званих слабких розривiв. 

Змiна параметрiв потоку при обтiканнi випуклого кута є послiдовно 

розташованими у просторi слабкими розривами. При обтiканнi увігнутого 

кута цi слабкi розриви збiгаються у просторi в одну поверхню. Тому стрибок 

згущення є сильним розривом, котрий виникає завдяки взаємному накладaнню 

(пiдсумовуванню) слабких розривiв. Процес згущення вiдбувається на дуже 



малiй дiлянцi шляху потоку, яка має порядок довжини вiльного пробiгу 

молекул. 

 

9.6 ПРЯМИЙ СТРИБОК ЗГУЩЕННЯ. 

УДАРНА АДIАБАТА 

 

Поверхня розриву, перпендикулярна до вектора швидкостi, називається 

прямим стрибком згущення. 

Розглянемо надзвуковий потiк з параметрами u1, P1, T1, 1, що адіабат-

тично рухається в каналi, показаному на рисунку 9.11. 

Внаслiдок гальмування газу ви-

никає прямий стрибок згущення, за 

яким параметри потоку u2, P2, T2, 2. 

Встановимо зв’язок мiж швид-

костями газу u1 та u2. Для цього скори-

стаємося законами збереження маси, 

iмпульсу i енергiї, записаними для пе-

рерiзiв потоку до i пiсля стрибка. 

Рiвняння нерозривностi, врахо-

вуючи, що товщина стрибка дуже мала 

(A1 = A2 = A), приймає вигляд 
 

.2211 uu =              (9.91) 

 

Нехтуючи дiєю масових сил i сил тертя, рiвняння кiлькостi руху можна 

записати у виглядi 
2 2

2 1 1 1 2 2 ,P P u u− =  −                                        (9.92) 

або 
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 
                                  (9.93) 

З урахуванням рівняння нерозривності (9.91) 
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Скориставшись рівняннями (9.29) i (9.57), можна отримати вирази для P1 i 

P2 у виглядi: 
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Рисунок 9.11 – Прямий  

стрибок згущення 



 

Таким чином, 
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а пiсля спрощення, використавши рівняння (9.92) та (9.94), 
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i нарештi,  

.21
2 uuaкр =                                                     (9.99) 

 

Отже, отримали виключно просту формулу (вона називається формулою 

Прандтля), яку, маючи на увазi формулу (9.58), можна подати i так: 
 

         .121 =                                                     (9.100) 

 

З формули (9.99) очевидно, що швидкості u1 i u2 не можуть бути 

одночасно дозвуковими або надзвуковими, тобто одна з них завжди бiльша за 

aкр, а друга –менша. При цьому з механiзму виникнення стрибка згущення 

зрозумiло, що надзвуковою є u1. Це дає нам право розглядати прямий стрибок 

згущення як форму переходу вiд надзвукової течiї до дозвукової. 

Стрибок швидкості 
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Стрибок тиску 
 

    2 2
2 1 1 1 2 2 1 1 1 2 1 1( ) .P P P u u u u u u u = − =  − =  − =             (9.102) 

 
 

Стрибок густини 
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I нарештi, скориставшись рiвнянням енергiї (9.17), стрибок температури 
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Встановимо залежнiсть густини вiд тиску в стрибку згущення. Для цього 

з формули (9.16) дістанемо 
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а з формул (9.91) і (9.92) 
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Помноживши праву частину рівняння (9.106) на 
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, а лiву – на рiвне 

значення, представлене у виглядi 
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маємо 
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Порiвнюючи рівняння (9.105) з (9.108), 
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Пiсля нескладних математичних перетворень отримуємо 
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Привiвши вираз до спiльного знаменника i помноживши на 1 2( 1)k −   , дістаємо 
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Рiвняння (9.112) називають ударною 

адiабатою, або адiабатою Гюгонiо-Ранкіна. 

Вона встановлює зв’язок мiж параметрами 

при прямому стрибку згущення i лишається 

справедливою для косого стрибка. 

На рисунку 9.12 наведенi графiки, що 

характеризують змiну параметрiв при 

переходi через стрибок (лінія 1) i при 

iзоентропiчнiй неперервнiй змiнi тиску i 

густини (лінія 2) 
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Рiзниця мiж цими кривими полягає насамперед у тому, що для iдеальної 

адiабатi (адiабати Пуассона52) спiввiдношення 12  може зростати 

необмежено при необмеженному зростанні 12 PP , а для ударної адiабати, як 

випливає з формули (9.112), 
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тобто спiввiдношення густин асимптотично наближається до цiлком визначеної 

величини (для повiтря вона дорiвнює шести). 

З термодинамiки вiдомо, що для адiабатичного процесу iдеального газу 

змiна ентропiї 
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52 Пуассон Сімеон-Дені (1781–1840) – видатний французький математик і фізик, член 

Паризької АН, почесний член Петербурзької АН, автор понад 300 наукових праць. Зокрема 

Пуассон першим записав рівняння аналітичної механіки у складових імпульсу, поширив 

рівняння Нав’є-Стокса на випадок течії стисливої в’язкої рідини з урахуванням 

теплопередачі, розв’язав низку важливих задач теорії пружності. Пуассонові належать праці 

з інтегрального обчислення (інтеграл Пуассона), обчислення скінченних різниць (формула 

підсумовування Пуассона), теорії диференціальних рівнянь в часткових похідних, теорії 

ймовірностей, а також електростатиці і магнетизму, небесній механіці, теорії пружності. 

Рисунок 9.12 – Адіабати  

Гюгоніо і Пуассона 
 

http://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%86%D0%BD%D1%82%D0%B5%D0%B3%D1%80%D0%B0%D0%BB_%D0%9F%D1%83%D0%B0%D1%81%D1%81%D0%BE%D0%BD%D0%B0


З цього випливає, що при змiні параметрiв за iдеальною адiабатою (9.113) 

S = 0, тобто ентропiя лишається незмiнною, тодi як при переходi через 

стрибок згущення згiдно з формулою (9.111) S  0. 

Таким чином, перехiд через стрибок згущення не може розглядатися як 

iзоентропiчний процес. Вiн супроводжується необоротним перетворенням ме-

ханiчної енергiї в теплоту. 

Якщо скориставшись рiвнянням Клайперона, замiнити у формулі (9.111) 

вiдношення густин вiдношенням температур i тискiв, то можна отримати формулу 
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На рисунку 9.13 наведенi 

графiки залежностi відношення 

температур вiд тиску для 

iзоентропiчної (1) i ударної (2) 

адiабат. З рисунка видно, що при 

стрибку згущення газ нагрiвається 

більше, нiж при вiдповiднiй змiнi 

тиску за iдеальною адiабатою. 

Якщо записати рiвняння 

Бернуллi для двох перерiзiв: до і 

після стрибка згущення 
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то з рiвності їх лiвих частин випливає рiвність правих, а отже, при переходi 

через стрибок згущення температура гальмування не змiнюється (T1 = T2). Це 

пояснюється тим, що завдяки теплоiзольованостi процесу повна питома енергiя 

газу, котра визначається величиною T, лишається незмiнною. 

Наприкінці зауважимо, що виведення i пiдсумкове рiвняння адiабати 

Гюгoнiо формально справедливе як для 2  1, так i для 2  1, тобто не тільки 

для стрибка згущення, але й для стрибка розрядження. Але у останьому 

випадку ентропiя процесу згiдно з формулою (9.115) повинна убувати, що 

суперечить другому закону термодинамiки. Отже, виникнення стрибкiв 

Рисунок 9.13 – Нагрів газу                                    

при ізоентропічному                                                      

і ударному підвищеннях тиску 
 



розрядження неможливе, що також доводиться аналiзом механiзму утворення 

хвиль згущення i розрядження. 

 

9.7 ПРИКЛАДИ ЗАДАЧ ДО РОЗДІЛУ 9 

 
1. Визначіть залежність огріхи розрахунку тиску повітря в критичній точці потоку, 

пов’язаної з нехтуванням стисливістю, від числа Маха. 
 

Тиск у критичній точці (тиск гальмування) без врахування стисливості визначається з 

рівняння Бернуллі для нестисливої рідини (масовими силами нехтуємо) 
 

2
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u
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а з урахуванням стисливості за формулою (9.47) 
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Приведемо останню формулу до більш зручного виду. Для цього розкладемо праву 

частину у ряд. Нагадаємо, що (1 + x)n при не цілому значенні n розкладається так: 
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Очевидно, що у нашому випадку 
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Винесений за дужки співмножник 
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Після підстановки його до попередньої формули маємо 
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Для повітря k = 1,4. Тому 
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Порівнявши отриману формулу з формулою для нестисливого газу, бачимо, що стис-

ливість враховується співмножником (1+). Отже, величину  можна розглядати як поправку 



на стисливість, котра, як бачимо із попередньої формули, залежить тільки від числа Маха. 

Результати розрахунку цієї залежності представимо у таблиці 9.2. 
 

Таблиця 9.2 – Поправка на стисливість 

 

М 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

,  0,25 1,00 2,27 4,06 6,41 9,32 12,8 17,0 21,9 27,5 
 

Таким чином, розрахунки підтверджують, що неврахування стисливості при визна-

ченні тиску при M = 0,2, складає 1 , а, скажімо, при M = 1,0 – вже 27,5 . 

 

2. Визначіть, при якому числі Маха повітряного потенціального потоку, що обтікає 

круглий циліндр, виникне хвильова криза. Температура потоку t = 100 оС. Розподіл 

швидкостей біля циліндра вважати аналогічним розподілу в нестисливій рідині. 
 

При надзвуковому обтіканні твердих тіл виникають додаткові втрати енергії, 

пов’язані з хвильовим опором. Цей опір виникає тоді, коли швидкість потоку досягає 

звукової, тобто критичної. Таке явище має назву хвильової кризи. 

Як показано в пункті 7.2.2, при обтіканні потенціальним потоком кругового циліндра 

(див. рисунок 7.9) найбільша швидкість u = 2u спостерігається в точках M1 і M2 з 

координаттами  =  /2 (u − швидкість потоку,  − полярний кут). Тому очевидно, що при 

зростанні u саме в цих точках може в першу чергу виникнути хвильова криза.  

Запишемо рівняння Бернуллі для струминки, котра протікає по поверхні циліндра. 

Перший переріз обираємо перед циліндром, де швидкість становить u, другий – де 

швидкість максимальна і дорівнює 2u. 
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Якщо найбільша швидкість, котра дорівнює 2u, дорівнюватиме швидкості звуку 
 

a kRT= , 
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Швидкість потоку, що набігає, 
 

1 1
1,4 287 324 181

2 2
u kRT = =   = м/c. 

 

Швидкість звуку в потоці  
 



1,4 287 (273 100) 387a kRT = =   + =  м/c. 

 

Отже, число Маха, при якому настає хвильова криза, 
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3. Визначіть значення зведеної швидкості 2 і тиск повітря в перерізі «2» сопла 

Лаваля, де температура T2 = 270 К, якщо в перерізі «1» дозвукової його частини P1 = 16105 

Па, температура гальмування T1 = 401 К, а зведена швидкість 1 = 0,6.  

Визначіть температуру в перерізі «3», де тиск дорівнює атмосферному Pa = 101 кПа. 
 

Повна питома енергія потоку визначається температурою, або тиском гальмування. Тому 
 

T1 = T2   і   P1 = P2. 
 

Тоді, скориставшись формулою (9.64), маємо 
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З таблиці 9.1 дістаємо, що 2 = 1,4. Відтак, шуканий переріз знаходиться в надзвуковій 

частині сопла. 

Згідно з рівнянням  (9.65) 
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Визначимо тепер температуру в перерізі «3».  
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З таблиць газодинамічних функцій знаходимо 3  1,855. Тоді (3)  0,426 і 

температура в перерізі «3» 
 

3 3 3 3 1( ) ( ) 0,426 401 171T T T =   =   =  =  К. 
 

Отже, у перерізі «2» зведена швидкість 2 = 1,4, а тиск повітря 5
2 4,98 10P =   Па. 

Температуру в перерізі «3» 3 171T =  К. 
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