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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМАХ  

ПРИ СИЛОВОМ И ТЕМПЕРАТУРНОМ ВОЗДЕЙСТВИИ 

І.М. Чаюн, О.В. Непомнящий. Енергетичний метод визначення переміщень в стержневих сис-
темах при силовій та температурній дії. Розроблено метод, що базується на використанні комплексу 
жорсткостей системи, які відповідають як силовій, так і температурній дії і визначаються на основі поте-
нційної енергії пружної деформації системи. 
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И.М. Чаюн, А.В. Непомнящий. Энергетический метод определения перемещений в стержневых 
системах при силовом и температурном воздействии. Разработан метод, базирующийся на использо-
вании комплекса жесткостей системы, которые соответствуют как силовому, так и температурному воз-
действию и определяются на основе потенциальной энергии упругой деформации системы. 

Ключевые слова: кабель, жесткость, деформация, потенциальная энергия. 

I.M. Chayun, A.V. Nepomnyashchii. Energy method of displacement determination inside bar systems 
under the strain stress and thermal action. A method based on the use of the complex of system rigidities that 
correspond to both strain stress, and thermal action, is developed. The rigidities themselves are determined on 
the basis of the potential energy of the system elastic deformation. 
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При расчетах на прочность и жесткость статически неопределимых конструкций исполь-

зуется два основных метода: метод сил и метод перемещений [1…3]. В состав обоих методов 
входит определение перемещений на основе составления и совместного решения геометриче-
ских, статических и физических уравнений. Целью работы было создание энергетического ме-
тода определения перемещений в стержневых конструкциях при силовом и температурном 
воздействии, который значительно сократит трудоемкость расчета, т.к. обходится без составле-
ния статических уравнений и последующего совместного решения. 

Суть метода рассмотрим на примере стержневой системы (рис. 1) в которой Δ  представ-
ляет перемещение узла (сечения) В от силового и температурного воздействия. 

При действии силы F (рис. 1, а) 1; ...; il lΔ Δ  — упругие изменения длины стержней 

  cos , 1,2,3,...,i il i sΔ = Δ α = ,  (1) 

где  s — количество стержней. 
При температурном воздействии (рис. 1, б) 1 ; ...;T iTl lΔ Δ  — изменение длины стержней от 

действия температуры T  °C, которые они имели бы в свободном состоянии; 
1; ...; il lΔ Δ  — упругие укорочения либо удлинения стержней по отношению к 1 ; ...;T iTl lΔ Δ  в 

составе конструкции 
  cosi i i il l TΔ = Δ α + ν , 1,2,..., ,i s=   (2) 

где  iν  — температурный коэффициент длины; 
  il  — длина i -го стержня; 
  Т — изменение температуры. 
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Рис. 1. Расчетная схема деформирования при силовом (а) и температурном (б) воздействии 

Выражение (2) представляет уравнения совместности перемещений. При этом среди 
s стержней конструкции часть их будет растянутыми, а другая часть сжатыми.  

Все энергетические методы используют выражения потенциальной энергии U  упругой 
деформации системы. Применительно к рисунку 1 

  2

1

1 Ф
2

s

i i
i

U l Ρ
=

= Δ∑ ,  (3)  

где  Ф ( )i ЕАΡ =  — жесткость i -го стержня ( E  — модуль упругости материала; A  — пло-
щадь поперечного сечения). 

При этом удобнее использовать удельную потенциальную энергию u (например, для кана-
тов, кабелей, проводов ЛЕП): 

— при силовом воздействии 

  2 3

1

1 Ф cos ,
2

s

i i
i

u Ρ
=

= ε α∑   (4)  

где  ε = Δ  — продольная деформация детали; 
 Ф ( )Рi iEA=  — жесткость сечения i -го стержня; 

— при температурном воздействии  

  2 3 2 2 1

1

1 Ф ( cos 2 cos cos )
2

s

рi i i i i
i

u T T −

=
= ε α + ν ε α + ν α∑ .  (5) 

Основой предлагаемого метода являются жесткостные характеристики конструкции, опре-
деляемые по теореме: вторая частная производная от удельной потенциальной энергии упруго-
го деформирования по деформации равна соответствующей жесткости сечения (например, ка-
ната, кабеля, провода ЛЕП) [4]. 

Так, вторая частная производная от выражения (4) по деформации ε  представляет про-
дольную жесткость, которая проявляется при растяжении силой F , 

 
2

2 3 3
2

1 1

1 Ф cos Ф cos .
2

s s

i i i i
i i

Gεε Ρ Ρ
= =

∂ ⎛ ⎞= ε α = α∑ ∑⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠
  (6) 

Исследования показали, что указанная теорема применима и при температурном воздейст-
вии. Причем вторая частная производная по деформации рана продольной жесткости (6), а 
смешанная производная представляет продольно-температурную жесткость 
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Ф cos .

s

T i i i
i

uG
Tε Ρ

=

∂
= = ν α∑

∂ε∂
  (7) 

Физический смысл продольно-температурной жесткости — это продольное усилие, кото-
рое действует на конструкцию при изменении температуры на 1 °С. 

Отсюда определение деформации (перемещения) при температурном воздействии выра-
жается как  

 TGT
G

ε

εε

ε = ± ,  (8) 

где знак ±  зависит от направления изменения температуры. 
Предлагаемый метод применим к различным видам конструкций. Рассмотрим пример кон-

струкции (рис. 2). 
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Рис. 2. Стержневая система 

Определить угол поворота β абсолютно жесткой балки KBC (рис. 2, а, б) от действия на-
грузки q  и угол поворота γ  от изменения температуры стержня 1 на 20T = +  °С (рис. 1, в). 

Материал стержней 1 и 2 сталь: 52 10 МПаE = ⋅ ; 7125 10−ν = ⋅ ; площади поперечных сечений 
стержней 2

1 641мм ;A =  2
2 320,5мм .A =  

Расчетные схемы деформированных состояний показаны на рис. 2, б, в. 
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При действии нагрузки q  укорочение-удлинение стержней  

  1 4lΔ = β ; 2 6 sin 30 3lΔ = β ° = β .  (9) 

Потенциальная энергия упругого деформирования  

  2 2 2 21 2

1 2

1 1( ) Ф ((4 ) (3 ) ) (16Ф 9Ф )
2 2i i i i

EA EAU f l
l l

= β = Δ = β + β = + β∑ .  (10) 

При действии температуры на стержень 1 
  1 1 1 4l TlΔ = ν − γ ; 2 3lΔ = γ .  (11) 

Потенциальная энергия упругого деформирования 

  2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2

1 1( ) Ф ( Ф 8 Ф (16Ф 9Ф ) )
2 2i iU f l T l Tl= γ = Δ = ν + ν + + γ∑ .  (12) 

Вторые частные производные от потенциальной энергии (10), (12) представляют соответ-
ствующие жесткости: 

— при действии нагрузки 

  
2

2
1 2 1 22

1( (16Ф 9Ф ) ) 16Ф 9Ф ;
2

Gββ

∂
= + β = +

∂β
  (13) 

— при действии температуры 

  
2

1 22 16Ф 9Ф ;UGγγ

∂
= = +

∂γ
  (14) 

  
2

14ФT
UG
Tγ

∂
= = ν

∂γ ∂
.  (15) 

Обобщение выражений (6), (7) и (9) … (15) позволяет представить жесткости в виде 

  
1

Ф
s

i i
i

G Gββ γγ
=

= = Κ∑ ;  (16) 

 
1

Ф
s

T Тi i i
i

G Kγ
=

= ν∑ ,  (17) 

где  iK  и TiK  — конструктивные коэффициенты, численно зависящие от геометрического рас-
положения стержней в конструкции: 1 2 116, 9; 4ТK K K= = = ; в случае стержней, сходящихся в 
одном узле, согласно (6), (7) 3cosi iK α ; cosTi iK = α  (см. рисунок 2). 

Определяем численные значения жесткостей конструкции на поворот ее абсолютно жест-
кой балки при силовом и температурном воздействии по формулам (13)… (15) 

 5 5 2
1 2

16 641 9 320,516Ф 9Ф 2 10 7991 10 Нмм
3 5

G Gββ γγ

⋅ ⋅⎛ ⎞= = + = ⋅ + = ⋅⎜ ⎟
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 5 7
1 14Ф 4 2 10 641 125 10 6410 НммTGγ = ν = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = .  

Углы поворота абсолютно жесткой балки KBС : 
— от действия нагрузки q  
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— от температурного действия по (8) 
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.  

Значения β  и γ  совпадают с результатами, полученными ранее [3], на основании извест-
ного метода перемещений, что свидетельствует о точности предлагаемого метода. 

Таким образом, в работе представлен разработанный энергетический метод определения 
перемещений (деформаций) в стержневых системах от силового и температурного действия, 
который значительно проще в применении по сравнению с известными методами, т.к. не требу-
ет составления уравнений статики и их совместного решения с уравнениями перемещений. Его 
дальнейшее развитие позволит решать комплексные задачи деформированного и напряженного 
состояния сложных стержневых систем. 
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