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Ïåðåäìîâà

'
=���� ��
����	 ��	 �����
���� �
������ � 
�
��

��
��< �����
�-
�	 � ��
���
��	 ����$���
�
 ���$��
>
� 
����
���� ����������, � 	���
����
>
��	 �
����� ������ �����
��	 ����$���
��� � �����$�	>
��	
��
��� �����#���	 ����
�����
� �����
��	 ������������ ���
��
��.

���$���� ����� ����� ��� ��������� �
��
! �

��

���� �����
��-
�
��	. A	 ���������
 �����>! $
�

� ���� �������	���
��< �>�����<
��	�����
� � �
��=�
� �
�
� �� ����
 �
�$���"� ��
������� �������
�-
���
��� ��������� �����
���< �

��

���.

&����$����� �� ����> ����$
��	 
����
����� 

 ��
�
����� ��
��
�
��
����� ����$��� «�

��

���� �����
���
��	» ������	! �������
-

� � �
����
�� ��
��	 ��
��� ��$����� �

��

����� ������� �������-
��-�

��

����� �
�
�, ��$��<
� <� �������
����� ���
�����

��!� ��	
�����	

	 �$B���
��
��� ��"��� #��� ���������	 ��
� ��������
������
��$��� �
 �$��=���� �
��$�� � �
	����
� 
��
���

����� ��=�����
��.

C
��
����� ����$��� «�

��

���� �����
���
��	» �
! ��
��	 ��	
�����$�� � ��
�
������ �
�
����
��	 ��
���� �
�$���" ����
������ 
$�
��
��
������ �����
��	 ���
���
������� ���
��
��.

�
�
��, 	�� ����
�� � �
��
������ ����$���� «�

��

���� �����
-
���
��	» ���	�
>
� � ����$��
��� �
���
#�� (��
��
�����) ����>-
��� ������� �
 ���
��� ��� �
�
��� �$��=���	� �
 �� ������. �
�
��


���� �
�
�
��� ����	
��	 �� �
�
� �

��

������ �����
���
��	, #�
���
�
>
� ������ �
�
� ������=��� ����
���.

? �
��=���
� ��� �
���
��� �������< ������< � ����-�$��=��� ���-
��	��

 ��
�����
��	 �
�
� �

��

������ �����
���
��	. C
�$���"
��������� ����� 

��� �
�
� ! �
�
�� ��������� �����
���
��	.

�

���
� �
��
������ ����$���
 �����>! ��� ������
�
���� ��

�-
�	 �����, 

 ������� $
���� 
���, �����$
���� �����
��> ����� «�

�-
�

���� �����
���
��	».

)���������
�� �
�������� ��=��� 
��� 
����
���� ��

��	 �����-
�	>
� ��������
� ������
���
� ���������	 �������
�� ��$����� ���-
������-�

��

����� �������, ���
������ ����
���
��< 

 ��"���	
����������� �
�
� � ��
�> �����#���	 ����
����< ���
���
��<.

�
�
�� 

 ��
�
���� �����
�� ���	���
�� �
 ����$
��	 �
����� �

��"���	� �
�
� ��$����� ��
����
������ �

��

����� �������, ���-
��	

> ��
����
������ ��"��� ���������-�

��

����� �
�
� �������-
�� �����
���
��	.
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×àñòèíà 1
�������� � ��	���	
���

�
��
��������

���� 1
�����3 ��	���	
����� �
��
��������

1. �4����3 ����		�

'
=������ ��
����	 ��	 �����
���� �
������ � 
�
��

��
��<
�����
��	 � ��
���
��	 ����$���
�
 �
$��
>
� 
����
���� ���-
�������, #� �
>
� �
����� ������ �����
��	 ����$���
��� �
��$��>>
� ��
��
�� �����#���	 ����
�����
� �����
��	 ���-
��������� ���
��
��.

C��� �

��

��
 � << 
�
�

 ������ � �
�������
��
��"� ���	�-
�� ������=���. )��
��� �
��
��	 ���
�����	 �
������ ������
�-
�
���, �
�
�� ��
���
��	 ��������� � ��������� ����
��<, ���� ��-
�����	 	������ �
����������
�� 	��#, ���
�
>
� ��
�������
�������	 <� ���������� �
�
�
����
��.

@�����=���	 ����
���, �

��

���� �����
���
��	, 

� �
��
	� � 
����	 ���������
�, �

��

���
 �����
, 
����	 
�����
���,
������
��< — �� 
�
�

 ��	 ���
�����	 ���
����� ������������
���
��
��.

@�����=���	 ����
��� 	� �
��
 ������
 � ��������� ���
�
XX �
���

	 � ����� �
��
�� �����
��	 $������� ����
��	��. A	
���
 ���������
 "����� ������
 $
�

� ���� �������	���
��<
�>�����< ��	�����
� � �
��=�
� 
���� �� ����
 �
�$���" ��
����-
��� �������
����
��� ��������� �����
���< �

��

���. @����-
�=���	 ����
��� — �� �
��
, #� �
��
!
��	 �����$��> � ��
�
�-
���� �
�
����
��	� ��
���� �
�$���" ����
������ (
$� ��
�-
�
������) �����
��	 ���
���
������� ���
��
��. �
��
��	 ��-
����=���	 ����
��� ���	�
>
� � ����$��
��� �
���
#�� (��
�-
�
�����) ����>��� ������� �
 ���
��� ��� �
�
��� �$��=���	�
�
 �� ������.
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&����� �
��� ��� ������=���	 ����
���, 	��� �����>! "���-
��� ��
� �
��
�� ���
�����	, �

��

������ �����	�� 	��� !
���
���
���� �
��
��	, �
���
!
��	 �

��

����� �����
���
�-
�	�. �
�
�� �

��

������ �����
���
��	 ��
���	
� �
�
����
�-
�	 � ������ ����
� �>�����< ��	�����
�, �� ���$������ ��$�� ��-
���� � ��=����� �$�
��� ���, �
�����
�, ��� ����"����
��������� ���$��� ���
�����	 � ��
���
��	 ����$����� �����-
���, � �
�
�
� �����
��
��	 � �������
������ ��
���
��	.

C
��
 «�

��

���� �����
���
��	» ���’	�
�� � 
��, #� ��-

�> ����’	�
��	 �
�
� ! ��$�� �����
�� ���. �

��

���� ���-
��
���
��	 — �

��

���
 ���������
, �����	���
 
����< � ��-

��
� ����’	�
��	 �
�
� ��� ��
���=���	 ���
������� �������
�
 ���=��
�, ����
���
��� ��������� � ����������� �$��=��-
�	�� (������
> � ����	��	��).

A	 �
��
 �������
�
�	 � 40—70-� ���
� FF �
���

	. A�
�$��������, �������� �����, �����
��� ����
������ �$����>-
�
����� �
"��, 
 �
=�, ��=�����
> �������
� �

��

���� �$-
��$�� ������� ��
���� ������
��< � �
 ��� ������ ����"��

� �
-
��
��	 ���
�����	 � ��
���
��	, �� �
�
����
��	 �

��

�����
��
���� ���’	�
��, � ���"� �����, � ��$�����> �

��

�����
������� � ����������� <� ���
���
����� �
�
�, ������
 �
�
� �
-

��

������ �����
���
��	.

'������ ������ � << �����
�� ������ �����: ��������

*. C. %���
�� (�
�
�
 �� ���
�
��> ��
��
������ ��
�� ������-
����); ��������� �

��

�� (. �����
��, 	��� �����	��� �:;, #�
�
! �
��� «���$���
 ��$���» � �����$�� 

� ��
��� «���������
��
��»; :. '. �
�
������ � �. �. /
����� � 1949 �. ��	 ����’	�
�-
�	 
�
�����
��� �
�
� �����$��� ��
�� ��
����
���; @
����
(��������-��
��).

;��
��"�� �����
�� ��
��� :; � C:; ����=
�� � ��$�

�
I���
, I
�������
, ���
, :����, (���
�
 

 ��. @
�
 ���������

�

��

���
.

���� $���-	��< �
�
�� �

��

������ �����
���
��	 ���>�
!
�
��
��	 ��������
�� (��������) ����’	�
��	 (	�� ��=�
 ������-

� 	� ���� $����������� �
������; ����
���, ���
 � ���$��’	�����,
��������
� ����’	��� ! ���������� ��������), �$��=���, #�
�
��
�
>
��	 �
 ��� (��������, #� ����$�
=
>
� �$��=����
�) �
���
��� �����. (���-	�
 ���
��
 ��������
 ����’	���, �
������-
�	>��� ���� �$��=���	�, �
���
!
��	 �����
���� ��"���	�.
��=��� � ����� ��������
! ������
 ������	, �
�
�
 �
 $������ ��-
���
���� ��"���, ��
����	 	��< ���
=
>
� ���� ���������	 ��-

�. )�
� ����’	��� �
�
�� ���	�
! � ��
���=���� �
���������"��,
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��
��
����� ����’	�
�� � ����"�!
��	 � �
��� «@�����=���	 ���-
�
���». �
�
�� ������=���	 ����
��� ����
��� �
���
>
��	 ��-

����
�������.

2. 8(�4
?38�23� ����� ��	���	
����� �
��
��������

�
�
�� �

��

������ �����
���
��	 ���	
��	 �
 �
�
�� �����-
���� � ����������� �����
���
��	. ;�� ����� 	�#� ��� ������<
�������, 
� ���������
 �
�
�
 ! �
�
��> ��������� �����
���
��	.
J�#� = ���
 $ ���
 � �
��
����� ������� ��������
, 
� ��������-
�
 �
�
�
 ! �
�
��> ����������� �����
���
��	.

C
�$���" �������� �������� ! ������� �����
���
��	. @�	
����’	�
��	 �
�
� ��������� �����
���
��	 �����$����� �����
�	� ����
����� ��
����, 
�����
��� � �����
�.

)���� �
�
� ����������� �����
���
��	 �
����$"� �������
�
�
�� ��������� �����
���
��	. A� �
�
��, � ������


� ����’	�
�-
�	 	��� ����
�
!
��	 ������� 
$� �
������ �������< (������
�<)
������<, �
�
��< �
 �������� �
����
�� ���=���.

? ���> �����, ����� �
�
� ��������� �����
���
��	 ��

��-
��"� ������=��� �
�
�� ��
��

������ �����
���
��	. ' ������-



� ����’	�
��	 

��� �
�
� ���
�
!
��	 � �
�
������ ���
���
��
�
� �
������ (
$� �������) ��
��

����< ������< �
 �����,
#� << ������ �
�������	>
� ��	��� ���
��� �������� ��������
��

$� �������� ����	�� 
$� ��	��� ���
���, #� ���
�
� 	� �������
��������
�, 

� � ������� ����	��	.

�������� ��
�
�� �
�
� �

��

������ �����
���
��	 ! �
-
�
�� ��������������, �
�
��
������� � ���$���-��������� ���-
��
���
��	.

? �
�
�
� �������������� �����
���
��	 �������� ��=�
�
�����

� ��"� ������������ ��
����	.

? �
�
�
� �
�
��
������� �����
���
��	 ������
 ������	 
$�
������<, #� ����
�
>
� ���	��� ��=����� ���� �������, 
$� 
� �
��"�, �
��=

� ��� ��	��� �
�
��
���.

? �
�
�
� ���$���-��������� �����
���
��	 ������
 ������	 !
�����"���	� ���� �������� �������, 
 ������<, #� ����
�
>
�
���	��� ��=����� ���� �������, 

��= ! ���������.

'����	>
� ������ ��
�� �
�
� �
��
�
������ � ���
�������
�����
���
��	.

J�#� � �������� ������< 
$� � ������	�, #� ����
�
>
� ��-
�	��� ��=����� ���� �������, ���
	
��	 ���
����� ��������,

� 

�
 �
�
�
 �������
��	 �� �
�
�� �
��
�
������ �����
��-
�
��	.
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�
�
�
, ������ ��
���=���	 ����’	�
��	 	��< ! $
�

��

����,
�
��=�
� �� �
�
�� ���
������� �����
���
��	.

3. �84	
���(5�3 �����3

? �
�
������ ����	�� �

��

���
 ���

����
 ���
���
����<
�
�
�� ���	�
! � ����
����� �
�$���"��� 
$� 	��
����"��� ��
-
����	 �������< ������< ),...,,( 21 nxxxf �
 ���� ini bxxxg �),...,,( 21 , ��
f  

 ig  � — �
�
�� ������<, ib  ��	�� ������ ����
.

;�� ��������	 �
�
��> �

��

������ �����
���
��	 $���-
�� ������
� �
�
�� �
������
��< ��
�	���< ������<

),,...,,(max 21 nxxxf" �

�
 ����

,0),...,,(

,0),...,,(
,0),...,,(

21

212

211

�

�
�

nm

n

n

xxxg

xxxg
xxxg

��������

� Dxxx# n �� ),...,,( 21

�
��=�� ��� �
���
��� f � gi �
�
�� �

��

������ �����
��-
�
��	 �����	>
��	 �
 �
�
�� ��������� �����
���
��	 (f � gi ��-
�����), �
�
��
������� (���
 $ ���
 � ������� f 
$� qi �
��=�
�
��� ��	���� �
�
��
�
), �
��
�
������ (���
 $ ���
 � ������� f

$� gi ���
�
� 	� �������!�
� ���
����� ����
). @��	��
 @ — ��-
	�
 ���	��
 n-������� ����������� ����
��� Rn (�
��
�
�"� ��
����
����� ��

�
). J�#� �	 ���	��
 ���
�
! ��	�� ������=���
�

��
����� �����, 
� �
�
�� �

��

������ �����
���
��	 ���-
��	�
>
��	 	� ������
�� �
�
��. C
�$���" ��������� ����� 

���
�
�
� ! �
�
�� ��������� �����
���
��	.

4. �	��
 
���’������ �84	
���(5�
:
����� ��	���	
����� �
��
��������

I���
���
��	 �
�
�� — ���$������ �

� ��	 ������
�� ��=��<
�����
���< �
�
�� �
 ���� �

��

����� �
"��.

�
�
�� ���
�����	 � ��
���
��	 ����
��� ����	
��	 �� ��$���
��	��� ���
�� �
�
��
��� 
$� ���
��� �������. *�� $���-	�
 ��-
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�
��
 �
! � ���!�� ������	�=���� �$��=��� ��=�����
�, 
���
���$����� �’	���

� ����� ��$�
� ���
��� � �$��=���	, 	���
������� ��������

� ���
��� �
�
��
��� 
$� �������.

&���’	�
��	 ���
���
����� ����������� �
�
� ��=�
 ���$�
�
�
 
�� �

��:

1. ;�$����
 ���;
2. ��
���=���	 ��
��
������ ����’	�
��	 ����� � �

��

�-

���� ��
����;
3. ;�
�
���� �����
�=���	 � �
����� ������
��
��.
���������-�

��

���
 ������ — �� �

��

���
 �
�
�
, 	�


����$�
=
! � 
$�
�
�
���� ����	�� ��������� �
����������
� ���-
���� � �����> ��
�>.

;�$����
 ��� ���	�
! � �
������� ����#���< ����������<
������, � 	��� � ����

����� ����� ����$�
=��
 ��
� �������, #�
����
!
��	. ;�� ����� ���$���
 ��
�
 ������
 �
�
�

��	� ���-
�����
����> � ������ ���� ��
�
��� ���$�����
�� �
�
�� � �$����
���� �$��=��
����� ����, 	�� ��=�
� ������
� �
 ������


. ;�-

�� ����
�
>
� ��
� ����’	�
��	, ��$��
>
� ���
���� ��
��
��-
���
� � �
>
� �

��

���� ������>�
��	 �
�
��.

����
��� ��

 ���
=��
 � ����	�� �������< ������<, 
 ����� �
�
����������
� — � ����	�� �

��

����� ���������"��� (����-
�$��=���).

�������� ��� �
��$� � �
����������
� �����$
��
� ����=����,

� ����$�
=
>
� �
��
=����"�. '�$�� �

��

����< ������ ��-
����� B���
��

��	 �
 
�
���� ��������, ���
������ ��
!����’	���
��= ����, �����	�� � ���

������ �
��
�� (�����). �

��

����
������ ������ ������� ��=�
� $�
� ������� �
��=�� ��� �����,
	�� �

��
� ����� ��$�> ���������. K�� $���"� ���
������, ���-
����� � ��
!����’	���� ��
����!
��	, 
�� �����"� ������ ����-
$�
=
! ����������� ������ � 
�� ���
���"�� ��� �

!. %��� �

��
�
��� �����	�
>
��	, 	� ��
����, �������
 ����#���� ����-
���, 	�� �
>
� �
�������� ������


�.

%. �., �

�� ��$����� ���:
1. )������>�

� ���������� ��
�����

��> �
�
��.
2. I���
�����

� �
�
��.
3. ;�$����

� ���, 
�$
� ������� ������> � �����-�$��-

=���	.
@�	 ����
������ ����’	�
��	 �
�
�� �����
��
��	 ���$�����

�

� ����
�����
��� ���� �����
��
���� �$’!�

, 
�$
� ���� �

��������> ��
!����’	�
��< �����������
� �

��

����� ������
��’	��� ����
���
����� �
�
��
��� �
�
�� � ��=������ ����
��-
�
����-��������
������ ����’	��
��.
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������
�

�

��

���� �����
���
��	 — �
������ ��
�� ����$����	
��������� �$B���
��
��� ��������
��� #��� �����	

	 ��"���.
'
=�����
� ����������� �
�
��
 � �

��

������ �����
���
���
� �������	���
���
� ��������
���, #� ����$�	>
��	, ������	>
�
����
��
� �> ���������� 	� 
����> �����	

	 ��
��
�����
����’	����.

�

��

���� �����
���
��	 ����	! ����
������> ���
��
�

���
����	 ��"��� � �
����� � ���
��� �

��

���� ����������.

�

��

���� �����
���
��	 �
��
!
��	 �������	� ���
���
-
����� �
�
� � �����$��> ��
���� <� ����’	�
��	. ���
���
���� �
-
�
�� — �� �
�
��, ���’	�
�� �� ��
���=���	� 	��
���
#�� (��
�-
�
�����) ���
��	>��� ��� �
 ���
��� ��� �
�
��� �$��=���	�
�
 �� ��<.

������� ��� �����������
�

1. $�� ����� ��
�� ��
���
������ ������������� ��� ��
���?
2. %&�����!'
� ��
���
���� ���
������ ���
���������

��
��� � ���������� �����
�.
3. 	��������
� �
��� ����
��� ()).
4. $�� ��
��� ������*
��� ��������! ��
���! ��
���
����-

�� �������������?
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���� 2
�

8(��
 ����� (3�39����

�
��
��������

1. ����(5 �����3 (3�39����
�
��
��������

:������ �����
���
��	 (:;) — �

��

���
 ���������
,
�����	���
 
����< � ��
��
� ����’	�
��	 �
�
� ��� ���
������
�������� ������� �
 ���=��
�, #� �
�
>
��	 ���
��
�� ��-
������ ����	��.

%������ �����

������ �
�
� :; ! �
�
���
:
��
�
� �
������ �������< ������<:

max)(
1

�� �
�

m

j
jj xcxL , (2.1)

0�jx  ),...1( mj � , (2.2)

i
m

j
jij bxa ��

�1
 ),...1( ni � , (2.3)

�� cj, aij � bi — �
�
�� ��������.
�
�
�� :; ! �

��

������ �����	�� ��������� �
�
� 
����-

��-������������ ����
�.
&����	���� 	� �����
� 

�� �
�
��.

2. ������ �
� �
8�

4	��������
4

��
�


C
 ��	���� ������!��
�� ����$�	!
��	 ��������	 ���� �����
;1 � ;2, ��� ����� �������
���!
��	 4 ���� �������� S1, S2, S3, S4
�
�
�� �$��=��� � ���
�
>
� ���������� b1, b2, b3, b4 �������
�������. '�
�


 �������� �
 ��=��� ������� ��������< �
�
�
 �


$���� 1.

'��
�
!
��	 ���
�
� 

��� ��
� ������� ��������< ;1 � ;2,
��� 	���� ����� ������!��
�
 ��� ��
���
��< ���!< ��������< $���
�
����
�����.
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+������ 1

��
��
 ���


'��� ��������<'���
�������� ;1 ;2

�
�
��

S1
S2
S3
S4

�11
�21
�31
�41

�12
�22
�32
�42

b1
b2
b3
b4

@���� c1 c2

���	
��
��	� 

�
��:
C��
� ������
!
��	 ��������	 ����� — ;j
�
�
�� �������� — Si � ����� ���������� — bi,
aij — ����� ��
�

� i-�� �������� �
 ������> j-�� ����$�.
cj — ����� ������!��
�
 ��� ����
������	 ������� ��������< ;j.
'��
�
!
��	 ����
��
� �������
� ��������<, #� ������
!
��	,

xj �������.

�������	� ���:
@���� ������!��
�
 ��� ��
���
��< ��!< ��������< ���
��

F(,) = c1x1 + c2x2 N max
%�$
� F(,)=�

j
jj xc N max (2.4)

�������� �
�
�� �������� Si �$��=��� �
 ������!��
�� � �����
���������� bi, 
� ��
�


 ��=��< �������� ������
 ��������

�
�
�
����� ����	��	�:

a11x1 + a12x2< = b1 (�������
 ���� S1)
a21 x1 + a22x2< = b2 (�������
 ���� S2)
a31 x1 + a32 x2< = b3 (�������
 ���� S3)
a41 x1 + a42 x2< = b4 (�������
 ���� S4)
��� �

j
jij xa  <= bi, i =1,n (2.5)

C�������
� �’	��	>
��	 ����� ��=�����
� �
	����
� �
���"��
�������� �
���� ����	��. ��������, #� x1> = 0 

 x2> = 0, 
$�
xj> = 0 (2.6)

;�	����� �

��

���� ������>�
��	 �
��< �
�
��:
@
�
 ���
��
 ��������
�� (2.5)—(2.6) � ������
 ����
 (2.4).

'��
�
!
��	 �
��������

� ������� ����� F (2.4) ��� �$��=��-
�	� (2.5)—(2.6).
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%�$
� ��
��$�� ����� �
���������� ����’	���� x1, x2 ���
���
��������
�� (2.5)—(2.6), ��$�

� 

��, #�$ ������
 ������	 (2.4)
�����
�
 �
�$���"� ��
����	 (max).

? �
�
������ ���
��� �
�
�
 �$�������	 ���
������ �������-
�� ���
����
 	���
� (�������< ������<) � �����, #� ����
���
��
������ �
�������	>
� �������� �$��=���	�, ���
�
>
� ������

:;. *�
�
�����
� ����$��� �
�
� � ���������, � ������ $���, �
�$����>�
���� 
�����#�, ���’	�
��, � ������=���	� ��� �
�
� �
������� $���, ������
�� ������ �������
� ��$�
, �����	����� ��-
����=���> � ����’	�
��> ����$��� �
�
�.

? 1938 �. �
�
�������� $��
 ���

����
 �
�
���
 �
�
�
 :; �
�$B���
��
��� ��
�� ����’	�
��	 ��!< �
�
��. ? 1948 �. @
����
�$B���
��
� ��������-��
��. ���$���� $�������� ��
�� �


�� �
��$�
 � ��

�� :; ������
� �����
�� �$����>�
����< 
������.

3. ������ �
� �3B	�

����
����
 

�
��:
F
� ! «n» ������ ������
�� ;1, ;2,..., ;n. @�	 ����
����< =�
-


!��	�����
� =����� ���
����� ���$����� ����� �
�
�� =��������
������� � �����������
�� — $�����, =����, ����������, ���
����-
��, �
���
, ��

����� � 
. �. ?�� �� �������� 
$� ��	�� � ��� � ������
�
�
�
� ����	
� � ��=��� � ������
�� ;j. )��
�
� ��!
�, #� ��-
����	! �
����
���� �������
����

� ������
� �
����
��	.

���	
��
��	� 

�
��:
;���
���� ����� xj ��$��� ���=��
��	 j-�� ������
� ;j. @�!



�
�
�
�����!
��	 
. �. ���
���> ����� X = (x1, x2, ..., xn).
;���
���� ����� aij — ����
 i-< ��=����< �������� � �������

j-�� ������
�. %��� �
�
���
 �������
� i-< �������� $���:
ai1 x1 + ai2 x2 +... + ain xn, �� i = 1, m,

��=����<: bi < = ai1 x1+ai2 x2 +... + ain xn, i = 1, m (2.7)
*�� �������� �
�
�� ��=���� ������
� �$��=���, 
� 0< = xj <

= aj, j = 1, n.
F
� cj — �
�
��
� ��. ������
� ;j, 
��� �
�
��
� ���!< ��!
�

L(x) = c1 x1 + c2 x2 + ... + cn xn. (2.8)

��
��
����> ��!
�> ���� ����

� 

��, 	�
 ����

! � min L(x)
��� ��
���
��� �$��=��� (2.7).
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O���� �
������ ���=��
��	 ������
� ��	���� 
��� ��$
=
��,

��� �����! �
���
� �$��=��� (2.7) �����	��
� �
�
����:

bi< = ai1x1 + ai2x2 +... + ainxn<= bi, i = 1, m. (2.9)

4. ������ �
� 4��3C3

? $
�

��� �
���	� �����������
� (��������, ��

���������,
�
������, �
�
�������$��� � ��.) ��
��
 ��������	 ������
� "�	-
��� ���"��
��	 ������
��
��� �������� ��������.

J���
� ��
���< ��������< ������
 ��������

� 
�������� ���-
�
� �
 ����
������	 ��!< ��������<.

? ��’	��� � ��� �����
! ���$���
 ��
��
������ �’!��
��	
�������� ��������, ��� 	���� ���	�
��	 $ �
����
����� �����-
������ ����
. ��
����
��	 ���
�� �������� �������!�
�� ��	 ���-
�=
��	 ��
���< ��������< 	��	! ��$�> ���������-�

��

����
�
�
��, �
��
�� «�
�
��> ��� ����"�», #� � �
�
������ ����	��
������>!
��	 � 

��� �����$:

a) 	���
� ��
���< ��������< ����
�
!
��	 �
���
��	� � ��� m
����� ����
����� ������
��, �
���
��	 �-�� ������

 � �������
��������< ����
�!
��	 �������� �1. ;�� ����� ��	 k ���"�� 

���
������
�� �
�
!
��	 �����	 ��
���	, ������#���	 	��< �����"�!
	���
� ������
� (1-
 ����
), 
 ��	 m – k ��=�	 ��
���	 �
 
�� =�
������ (����
 ����
).

b) ��	 ����$���
�
 ��
���< ��������< �������

�� n �����
��������
��, ������� 	��� �$��=��� �������� bj, j = 1, …, n.

c) �-� ������
 ���
�
��	 � ������� j-�� ������� � �������
� aij.
d) ��$��
�
��
� ������$�� ������� j-�� ������� ��� ����
��-

����� ��
���< ��������< aij.
e) ��
� ������� ��
���< ��������< — ).
;�
��$�� ���
�
� ����" �� �������� �������!�
�� (��������),

#�$ ��
��
 ��������	 ��������
�
 $ ���$������ 	���
	�, 
 ��
�
-

� �
 << ����$���
�� $��� $ �����
������ �5	.

����’��
���:
;���
���� ����� x — �������
� j-�� �������!�

 (�������)

���>������ � ����".
A�����
 ������	:

min)(
1

�� �
�

m

j
jj xcxL . (2.10)
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�$��=���	:
�� �
���
��> ��
��$��� ������
�� � ��
���� ��������< (���"

����
):

Maxa i
m

j
jij ��

�1
 ),...,1( ki � (2.11)

� 2-�
 ����
:

Maxa i
m

j
jij ��

�1
 ),...,1( mki 
� (2.12)

�
 ��
��� ����$���
�
:

Mx
n

j
j ��

�1
(2.13)

�� �
�
�
� �������!�
��:
0 � xj � bj, (j = 1, …, n) (2.14)

0�Jx  (j = 1, …, n), (2.15)
@� ����� ��
�� �
�
� (��������� �����
���
��	) ���� ������-


� «�
�
�� ������
��	 �
����
����� ����������� ��’	����»,
«%�
�����
�� �
�
��», «�
�
�� ��
����
��< �
�
�

=���	 ����$-
����� ��
�=���
��», �

��

���� ������ 	��� 
�
������� �
�
��
(2.1)—(2.3).

������
�

@�	 ��$����� ��� ��
��$�� ����
�����

� �
�
��, ��$���-
�

� ������� ������> � �����-�$��=���	. %������ �����

���-
��� �
�
� :; ! �
�
���
:

:�����
 ������	: max)(
1

�� �
�

m

j
jj xcxL .

�$��=���	: i
m

j
jij bxa ��

�1
, ),...1( ni � .

0�jx  ),...1( mj �

�� cj, aij 

 bi — �
�
�� ��������.
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���
����� �������

1. ������ ��� ��6����$'�� !�#���+����" +���!���

�����	���
 ���������
��� 

�
��:
@�	 ����
������	 ���� ����� ��������< 61 � 62 �������
���-

>
� 
�� ���� ��������: 71, 72, 73. '�����, #� �
 ����
������	
������� 6j ���� ��������< ��� �ij ���� ��������. %�$
� �
 ����
�-
�����	 ������� 61 ���� ��������< ��� ���������� 3, 2, 0 ��. ����-
����. * �
 ����
������	 ������� 62 ���� ��������< ��� ��������-
�� 1, 2, 3 ��. ��������.

%
��� ����� �����
 �

���	 �ij ��
�

� 7i ���� �������� �

6j ����$.

�
�

�




�
�

�

�
�

30
22
23

ija .

;�����!��
�� �
! � ���!�� ������	�=���� �
�
�� �������� �
�������
�

b = 21,
b = 30,
b = 10 ��. ����������.
'������ �����, ����=��
��� ��� ��
���
��< ������� ��=����

���� ����$�: cj = (3, 2) ���.
%
��� �����, ��� ����
=� ������ ����$� 61 ����� ���
�
!

3 ���., 
 ��� ����
=� ������ ����$� 62 ����� ���
�
! 2 ���.
)��
�
� 

��� ��
� ������� ��������<, ��� 	���� ����� ���-

���!��
�
 ��� ��
���
��< ���!< ��������< $�� $� �
����
�����.

����’��
���:
@�	 ����’	�
��	 �
��"��� �
�� � 

$���> 2.

+������ 2

��
��
 ���


'�
�


 ��������
'�� �������� �
�
�

�������� '���$ 61 '���$ 62

*1 21 3 1
*2 30 2 2
*3 16 0 3

;��$�
�� 3 2
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@�	 ��$����� �

��

����< ������ ����
����!�� �
�
��:
;�-���"�, ���$����� ��
������ ����
��
� ������.
,1 — �������
� ����$�� ���� 61
,2 — �������
� ����$�� ���� 62, #� ��=� ������

� ������!�-

�
��, 
��� ,j — �������
� ����$�� 6j ����.
��
>�� ��
�

� �������� ��=���� ���� �
 ����
������	 ��-

��!< ������� ����$� � �
�
�� ��������, ��=��� ���
�
� ���
���
�$��=���, #� ����
�
! ���	��� ��=����� ��
���� ,1 � ,2.

��

�
�
�

�
�

�


16
2
3

2

21

21

30
21

x
xx
xx

 — �$��=���	 �� �
�
�
�.

? 

��� �����$ �������
� ��������, #� ��
�
�
!
��	 �
 ����-

������	 ���� ����$��, �� ��=� ������#�
� �
	���� �
 ������-
!��
�� �
�
���.

'����	�� � ��������� ����
�, �
 ������ �
��
�
>
��	 ���

-
���� �$��=���	:

01 �x  02 �x , (xj = 0, 	�#� j-� ����$ �� ������
!
��	).
%��� ������
 ������	, 
�$
� �����, �
���
��� ������!��
���

��� ��
���
��< ,1 ����$�� 61 � ,2 ����$�� 62 ���
��:
F(x) = 3x1 + 2x2 � max.

? �
�
������ ����	��: ��
�
� ���
�� 8, �
�������>��� ������>
F = c1x1 + c2x2 � max.

;�� �$��=���	�: ��,
1
�
�

�
m

j
ijij bxa :

),...1( ni � , 0�jx . �4	

2. ������ ��� %�!����;���" �-$������"

@�	 ����
������	 
���� ����� ����$�� 7, B � ) �������
���-
!
��	 
��
���, ��������, ��
�>�
���� � "�����
���� �$�
��
��	.
'�
�

� �
�� �
 �$��$�� ������ ����$� ��	 ��=���� � 
���� �$-
�
��
��	 ��
�
�� � 

$����. ? ��� =� ��
�
��� �
�
����� ����
��$����� �
�� ��=���� � 
���� �������
����
���� �$�
��
��	, 



��= ���$�
�� ��� ��
���
��< ������ ����$� ��=���� ���� (���.


$�. 3).
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+������ 3

��
��
 ���


'�
�

� �
�� (�

��� — ���.)
�
 �$��$�� ������ ����$�%�� �$�
��
��	

7 � %

�
�
�����
���� ��$�����

�
�� �$�
��
��	
(���.)

I������� 2 4 5 120

%��
��� 1 8 6 280

��
�>�
���� 7 4 5 240

P�����
���� 4 6 7 360

;��$�
�� (���) 10 14 12

'��
�
!
��	 ����
��
�, ������� � 	��� ����$�� ��
��$�� ����-

���
� ������!��
��, #�$ ���$�
�� ��� <� ��
���
��< $�� �
���-
�
�����. )��
�
� �

��

���� ������ �
�
��.

����’����:
;�����
���, #� $��� ����
������ 1x  ������� ����$�� ���� 7,

2x  ������� ���� � � 3x  ������� ���� %. %��� ��	 ����$���
�



��< �������
� ����$�� ��
��$�� $��� ��
�

�
� 321 542 xxx 


�

���-����� ���������� ��


���
��	.
�������� �
�
����� ���� ��$����� �
�� ����


�� �
���� 
��� ��
��=� ������#��

� 120, 
� ������
 �������

��	 ��������
�

120542 321 �

 xxx .

*�
������� ������
��	 #��� ��=������ �������
����
��	

��
�����, ��
�>�
������ � "�����
������ ��


���
��	 �����-
��
� �� �
�
����� ��������
��:

.360764
,240547

,28068

321

321

321

�


�


�



xxx
xxx

xxx

;�� �����, �������� �������
� ����$��, #� ����
���	>
��	, ��
��=� $�
� ���

����>, 
� 0,0,0 321 ��� xxx . (2.17)

@
�� 	�#� $��� ����
������ ,1 ������� ����$�� ���� 7, ,2
������� ���� ' � ,3 ������� ���� %, 
� ���$�
�� ��� ��
���
��<
���
��

2321 121410 xxxx �

 .
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%
��� �����, ��������� �� �
�
����< �

��

����< �
�
��:
�
�
 ���
��


�
�
�

��
�

�

�


�


�


�



360764
,240547

,28068
,120542

321

321

321

321

xxx
xxx

xxx
xxx

(2.18)

��
����� �������� ��������
�� � 
����
 ���������� � ������
 ��-
����	 #��� ��� =� ������� 321 121410 xxxF 

� ; (2.19)

;�
��$�� ����� ���� �����

����� ��"��� ���
��� ��������
��
(2.18) ��
�
� 

��, ��� 	���� ������	 (2.19) �
$��
! �
����
����
��
����	.

:�����
 ������	 (2.19), �
������ 	��< ��
��$�� ����
��
�,
�
��� � ���
���> ��������
�� (2.18) � �����> ����
�����
�
������� (2.17) �
���>>
� �

��

���� ������ ���

����< �
-
�
��.

�������� ������	 (2.19) ������
, 
 ���
��
 (2.18) ���
�
� 
���-
�� ������� ��������
�, 
� �
�
�
 (2.17)—(2.19) ! �
�
��> ���������
�����
���
��	.

3. ������ +#$�����" !���-����, ��������

;�������!> �������� ��������� �
���� ! ������, ����� � ���-


�
, ����
���
�� � ��	"��. C
 ����$���
�� 1 
 �����
, ������ �
���

�� ��
��$�� ���������� 1010, 1010 � 9450 �� �����
. ;��
����� ��
�

� ��$����� �
�� ��� ������
��� 1 
 �����
 � ������
���
�
>
� 0,18 � 0,19 �
"���-�����. �
 ����
���
��� 1 
 ���

��
�
��	
� �����
���� 
�
��

� ���
	��� 3,25 ���. '����� ��	 ����-
$���
�
 ���$��
��< �������< ��������< �
��� ��=� �������
���-
�

� 13 600 �� �����
.

������� ��


���
��	 ��=� $�
� �
��	
� ���
	��� 21,4 �
-
"���-���., 
 
�
��

� �� ����
���
��> ���

�� — ���
	���
16,25 ���. ���$�
�� ��� ��
���
��< 1 
 �����
, ������ � ���

��
���������� ������>! 30, 22 � 136 ��$. �
��� ������� #���	 ����-
$�	
� �� ���"� 100 
 �����
, ����
���
���� � ��	"��. C
 ����-
$���
�� ��"�< ��������< ���
! ��	��� �$��=���.

'��
�
!
��	 ����
��
�, 	�� ��������> � � 	��� �������
� ����
#���	 ����
���	
� �
����, #�$ ���$�
�� ��� << ��
���
��< $�� �
-
����
�����. )��
�
� �

��

���� ������ �
�
��.
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����’����:
;�����
���, #� �������� �
��� #���	 ����$�	
��� ,1 
���

�����
, ,2 
��� ������ � ,3 
��� ���

��. %��� ���� ��	 ����
�����-
�	 ��!< ��������< ���$����� 321 945010101010 xxx 

  
��� �����
.

�������� �
��� ��=� �������
����

� #���	 �� $���"�
13 600 �� �����
, 
� ������
 �������

��	 ��������
�

60013945010101010 321 �

 xxx .
*�
������� ������
��	, ��������� #��� ��=������ �������
�-

���
��	 ����� ������� ���$��
��< �������< ��������< � 
�
��

�� ��
����
���
��> ���

��, ������	>
� �
���

� �
�
���� ��������
�:

4,2119,018,0 21 �
 xx
25,1625,3 2 �x .

�������� #���	 �
! ����$�	
��	 �� ���"� 100 
 �����
,

� 1001 �x . @
�� �
 ���<� ����������� ��
����	� ������ ��=�
�
�����

� 
����� �����

���� ��
����	: �
�
����� ���$�
�� ���
��
���
��< ,1 
��� �����
, ,2 
��� ������ � ,3 
��� ���

�� ����


321 1362230 xxx 

  ���. %
��� �����, ��������� �� �
�
����< �
-

��

����< �
�
��:
�
�
 ���
��


�
�
�

��
�

�

�
�

�

�



100
,25,1625,3

,4,2119,018,0
,60013945010101010

1

3

21

321

x
x

xx
xxx

(2.20)

��
����� �������� ��������
�� � 
����
 ����������, 1x , 2x , 3x , �
������
 ������	 #��� ��� =� �������

;1362230 321 xxxF 

� (2.21)
��
����� ����
 ���, ������
����, ����’����� ���
��� ��������-

�' (2.20) ���'
� 
���', ��� ����� &������ (2.21) ������* ���-
�������� ��������. :������� ���
��� (2.20) * ��������
! ����'-
��, ��������
�' � &������ (2.20) ����'��, 
� ����
���� ��
��� *
��
���! ����'���� �������������.

������� ��� �����������
�

1. %&�����!'
� ���
������ ��
��� � ���������-��
���
����
��
��� ��
��� ��� 
�*
�.
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2. %&�����!'
� ���
������ ��
��� � ���������-��
���
����
��
��� ��
��� ��� ����;�.

3. 6�������
� �������� ���� � ��
����� ��, ��
���'.

������������� ��������

%����
� ���������-��
���
���� ��
���:

1. �
�
�

)�
������'��' ����
 ��* � ���*�� �������
����� ������� ��-

������, ������ ���� ' ��
�
�������, ����,�
�� 
�� ��������
��
������� � ��
����, ��
�� �������.

��
��
� �������� �� ����
������� �
����� 
����� ��
� ����-
���:

35 52 28 48
22 44 68 30
23 10 14 16

	����
��:
370 125 256 348

������ ��������:
160 455 198

�� ���� ��,�
���� 
����� ����’���
� 
��� ��
���:
A. ���'
� ��
�������' �����
�� �������, H�� �����
�� ���

�����������'.
B. �������
� ��
�������' ����
����
, ��H� 1-�� 
�����

��
����� �����
�
� �� ����;� 55 �
.,2-�� — �� ���;� 88 �
., � 3
� 4-�� — � ��
��;���� 4: 3.

2. �
�
�

���'
� ��
�������' �����
�� ��
����, ��
�� 
������.
	�
���*��
�� ��* � ���*�� �������
����� ������� ��������,

������ ���� ' ��
�
�������, ����,�
�� 
�� ��������
�� �������
� ��
����, ��
�� ���������, 
������. ��
��
� �������� �� ����-

������� �
����� 
����� ��
� 
�����:

3 5 2 4.
22 14 18 30.
10 14 8 16.

	����
��:
30 25 56 48.

������ ��������:
60 400 128.
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�� ���� ��,�
���� 
����� ����’���
� 
��� ��
���:
A. $��' ����
����
 
����� 
���� �������
�, H�� �����
��

��� ������������.
B. �������
� ��
�������' ����
����
 ��� 
�
�
����' ���-

��: 1-�� 
����� �����
�
� �� ����;� 5 �
., 2-�� — �� ���;� 8 �
.,
� 3 � 4-�� � ��
��;���� 1:2.

3. �
�
�

	�
���*��
�� ���
����* ������ 61, 62, 63 �� ������ �������


� 10, 20, 30 �
. ��
����
��. K� ����
������� ������� �
� 4 ��
�
��������. K� 61 — 1, 4, 2, 5 �
�����, �� 62 — 5, 7, 3, 2, �� 63 — 3,
1, 4, 1 �
. ������ �������� — 14, 15, 29, 9 ��
����
��. N���� ��-
��
� ������!
� �������
� ����
������, �
����� ������� 
�-
��: �� ����;� 15, 25, 35 �
�����. 	����
�� ��
 ���������� 4, 7, 2
��. �
. 	�
����� ��
������� ��������
� ��������
��.

4. �
�
�

	�
���*��
�� ��* � ���*�� �������
����� ������� ��������,

������ ���� ' ��
�
�������, ����,�
�� 
�� ��������
�� ��
�-
���, ��
�� 
������. ��
��
� �������� �� ����
������� �
�����

����� ��
� 
������ ��
��� � 
������.

+������ 4

��
��
 ���


�����
6������

1 2 3 4

%�������, ��. 3 5 2 4
6����� ����, �. 22 14 18 30
:���
�����, �
����-��
. 10 14 8 16

	����
�� �� �
. 
����� ��
����
��: 30, 25, 56, 48 ���.
������ ��������: 60, 400, 128.
�� ���� ����
������ 
����� ����’���
� ���
���� ��
���:
1. $��' ����
����
 
����� 
���� �������
�, H�� �����
��

��� ������������, ��H� ��������� ��
��
� �� �
. ������� ��-
����: 6, 9, 12, 3. 7 ������� ��������� ��
��
� �� ������� ������-
H���
� 96 ���.

2. �������
� ��
�������' ����
����
 �� �����: 1-�� 
�����
�����
�
� �� ����;� 5 �
., 2-�� �� ���;� 8 �
., 3 � 4-�� — ��
��-
��
�� 1:2.

3. �������
� ��
�������' ����
����
. O� ���������* ���-
��
���� ���
��
� �������, ��H� �����
���� ���
��
� �������
�
����� ������� ��
� 
������ ��
��� ������� 17, 35, 20, 15.
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5. �
�
�

)������ &������ �������* �
���, �
�����, �!�� � ��������

;�&�.
P�� ����� �������
���!
��� 
�� 
��� 
�;��. 	������, * �

�������
� 1500 � 
�;�� 1-�� 
��� � 1000 � 
�;�� 2-�� 
���.
Q��� 
���, ��
��� 
��
��� ������� � �������
� 800 �!
.-��
.

N 
������ ����
��� �����
��� ��
��
 �������� �� ����
��-
����� �
. ������. 	����
�� �� �
. 
����� ��
����
��: 30, 25, 56,
48 ���.

������ ��������: 60, 400, 128.
+������ 5

������

�������
%
��� %
����� T!�� U�&�

P�;�� 1-�� 
���, �. 5 1 9 12

P�;�� 2-�� 
���, �. 2 3 4 1

+��
��� �������, ���/;
. 3 2 5 10

	����
�� �� �
����! ������: 12, 5, 15, 10 ���. ��
����
��.
�� ���� ����
������ 
����� ����’���
� ���
���� ��
���:
1. �������
� ��
�������' ����
����
, H� ���������* ���-

��
��. 	�� �����, ��������� �� ������: �� ���;� 40, 130, 30 �
10 �
. ��
����
��.

2. K� ����
����
 �����
�!
��� ����� ��������
�� �� ���-
;�: �
���� 130, �
������ 130, �!�� 30, ;�& �� ����;� 10.

3. N���� �������
���
�: �������
� �
���� ��
����
��� 
� ��-
�����
� �
������, �� 1:6.

4. ��
��� 
�
�
���� ����: 32, 12, 15, 80 ��� �� �
. ������ ��
��-
��
��. �������
� ��
�������' ����
����
, H� ���������* 
�-
����� ���
����! ��� *
����� ��������� �� ����
����
 — �����
�������
���
� �
���� � �
������ 1:6.

6. �
�
�

+������ 
���, ��
������ �������*
��� �� 
������, ����
�-


�, 
��, 
���� � �����! ���
��
�����
!. P�� ����
������� 
��-
���� �������
���!
��� ����� � &�������.

N 
������ ������� ���
��
�����
� (�/��
) � ����� ��
��
�
����� � &���� (��. �� 1000 �.).
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+������ 6

�������

��	
�	�
1 2 3

����
�
� 1-�� 
���, 
��. ����
�
�-��
 20 10 3

����
�
� 2-�� 
���, 
��. ����
�
�-��
 8 20 10

	����, 
��. ��. 120 180 210

W�������, 
��. ��. 10 5 8

Y��� �� 1 �. +������ 15, 15, 20 ���.
:�’*� �������� 30, 45, 30, 1 ��
����
��.
�� ���� ����
������ 
����� ����’���
� ���
���� ��
���:
1. �������
� ��
�������' ����
����
, H� ���������* 
�-

����� ���
����! &������.
2. 	��'���;� �����, H� �������
� 
����� 
���, ��
������

������� ��
� ��
����� 2:1:3, �������
�, ��� ����������� ����-
���
� �������
�� 
������ ���� �����
�
� &������.

3. �������
� ��
�������' ����
����
, H� ���������* ���-
��
��, ��H� �������
��
� 1 � 
������ ����
�* ��
����
�� 8, 5 �
15 ���.

4. 6���’���
� ��
��� �� �����, H� ����
�
� ���;��� 
���

������ 1-�� ��
����� �� �������!
�.

5. �������
� ������ ���, ��
����, ��
�� �������� H�
� ��
�-
�������� ����
����
�, ���'
����� � ��
��� 1.
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���� 3
����(5�� ������ (�

1. ������ 
���3D���� 4

��
�

�� ���8	�: �

�E�
2	��

(������ �� �����	��
�< ��#� �
�
�� ����	�
! 

�
 ��
����
-
����
 �
�
�
 (<< ��=�
 �����	�

� 	� ������ �
�
����< �
�
�� ��-
������� �����
���
��	):

�����	���
 ���������
��� 

�
��:
C��
� ��
��$�� ���
�
� ��
� ����$���
�
 $���-	��< ��������<

(���� ���). ;�� ����� ������ ����
�, � 	��� �	 ��������	 ����-
��
 $�
� ����$���
, � �$�	�� ����$���
�
 ��!< ��������< � ��=-
��� ����
�. ;�������	 ��=� $�
� ����
�����
 � 
��
���

�����
����� �������� (i). '����
 ��
�


 ��=��< �������� �� ����

�
�
 ����
������	 ������� ��������<.

;�
��$�� ���
�
� 

��� ��
� ����$���
�
, �����	�� �� �
�
-
��� �������� ��������, #� �
$������
� �
�
�� �$�	�� ����$���
-
�
 � ��=��� ����
� ��� �������� �
�
����< ��$��
�
��
� ����$��-
�
�
.

���	
��
��	� �� 

�
��:
i — ���� ��������, i = 1,…,n;
Ai — ������� �������� i-�� ����;
j — ����
� ����$���
�
 ��������< (���

, ������!��
�
, �
��-

$� ����$���
�
);
bj — �
�
�� �$�	�� ����$���
�
 ��������< (��
��$
) � j-��

����
�;
aij — ��
�


 i-�� ���� �������� �
 ����
������	 ��������< �

j-�� ����
�;
cij — ��$��
�
��
� ����$���
�
 ������� ��������< �� ��������

�-�� ���� � j-� ����
�.
?�� ��#� ���������� �
�� ������.

����’����
C��$����� ����
��
� ,�j — �������
� ��������<, ����
������< �

�-�� ���� �������� � j-�� ����
� ����$���
�
 

�, #�$ $��� �
-
�������� ��
��$� (
�$
� ����$���
�� ��������< � �$�	�� �j, (j = 1,
…, m) ��� �
�
����� �����
����� ��$��
�
��
� ��������<.
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�
��	
����
 	����!:
Y������ &������

min)(
1 1

�� ��
� �

n

i

m

j
ijij xcxL . (3.1)

;�� �$��=���	� �
:

) �������

i

m

j
ij Axa�

�
�

1
 (i = 1, …, n); (3.2)

$) �$�	� ����$���
�


i
n

i
ij bx ��

�1
 (j = 1, …, m); (3.3)

�) �������
� ��������<
xij � 0 (i = 1, …, n; j = 1, …, m), (3.4)

@� ����� ��
�� �
�
� (��������� �����
���
��	) ���� ������-

� «�
�
�� ������
��	 �
����
����� ����������� ��’	����»,
«%�
�����
�� �
�
��», «�
�
�� ��
����
��< �
�
�

=���	 ����$-
����� ��
�=���
��», �

��

���� ������ 	��� 
�
������� �
�
��
(3.1)—(3.4).

2. 	
��4��
	�� ������

%�
�����
�� �
�
�� ���
�
>
� ��
� �
�
� :;, ��������
 �

�-
�

����< ������ 	��� ������	! �
�
������

� ��	 <� ����’	�
��	
���	� �� �
�
������ ��
��
�� :; �����
���� ��
���, #� ��
���
�������>
� ������ �$�������. C
�����
�"
 ���

����
 
�
��-
���
��< �
�
�� �
 ���
���!� �
�
��
� �
�
���
.

? m ����

� ����$���
�
 *1, *2,…, *n �
>
��	 �
�
�� 	��-
���� ����������� ������
� � �������
	� �1, �2,…, �n �������. C�-
�$������
� � ����� ������
� � ����

� ���=��
��	 '1, '2,…, 'm
���
=
!
��	 ���������� �������
�� b1, b2,…, bm. � ��=���� ����-

� ����$���
�
 ��=���� 
�
�����
��
��	 ������
� � $���-	���
����
 ���=��
��	. %�
�����
�� ��
�

� �
 ����������	 �������
��������< (�
�

=�) �� ����
� *i � 'j �
��
�� � ���
�
>
� % =
= ���ij��; i = 1, …, n; j = 1, …, m.

�
��
��	 ���	�
! � ���"��
��� 

���� ��
�� ����������, ���
	���� ���� ������
 �� ����
�� ����$���
�
 $��� ���������, �
��-
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� ����$����� ������ �
�������� � ���
��� 
�
�����
�� ��
�

�
�����
����.

�
������
��
 �����
, ��	 ���� ����� +-�
�
�� ���
��:

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

nmnn

m

m

ccc

ccc
ccc

C

�
����

�
�

21

22221

11211

 
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

n

i

a
a

a

A �
1

' = (b1,…, bj,…, bm)
@�	 ���
�
��	 �

��

����< ������ �
�
�� ������� ������

0�ijx , i = 1,…, n, j = 1,…, m, 	�� ����
�
>
� �������
� �
�

=�,
������������ � i-�� ����
� ����$���
�
 � j-� ����
 ���=��
��	.

����’����:
;�
��$�� ��
�
� $����� ������� ,ij> = 0, ��������>��� ���-

���>

min)(
1 1

����
� �

n

i
ij

m

j
ij xcxL (3.5)

O �
�������	>��� ����
�:

i
m

j
ij ax ��

�1
 (i = 1,…, n), (3.6)

j
n

i
ij bx ��

�1
 (j = 1,…, n), (3.7)

0�ijx  (i = 1, …,m; j = 1, …, n), (3.8)
%-�
�
�
 	��	! ��$�> �
�
�� :; �� ������ ������� m · n � ���-

��� �$��=���-������
�� m + n.
C
$�� ������� ,ij, #� �
�������	>
� ����
� (3.6)—(3.8), �
-

����>
� � ����	�� �

����

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�

mnmm

n

n

xxx

xxx
xxx

x

�
����

�
�

21

22221

11211

,

�

���> F �
���
>
� ������ ���������� %-�
�
��, 
 ������
,ij — �������������. ;�
� 8��
, ��� 	���� ��
����	 �������< ���-
���< �����
����, �
���
!
��	 ��
��������. �

���	 % = [�ij],
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i = 1, …, n, j = 1, …, m �
���
!
��	 ��
����! 
�������
��, ��-

��
.

?���
 (3.6) �
�
�
�! ����� ��������	 ������
� � ���� ����
��
����$���
�
, 
 ����
 (3.7) ���
�
! ����� �
��������	 ����
�.

C
 ��
�
��� ����>
� 	� �
�
��, �� ������!
��	 ������
� ��=
���
����� ������
�� � ���
����� ��
��$
�� (����� $
�
���)

� �
� �

�
n

i

m

j
ji ba

1 1
(3.9)



� � �
�
��, ��:

� �
� �

�
n

i

m

j
ji ba

1 1
. (3.10)

3. ��8

	� 	� �3�8

	� ����(3 	
��4��
	�
: �����

�
�
�
 (3.5)—(3.8) �
 ����� (3.9) �
���
!
��	 �����
�! ��-

���!, 
 �
 ����� (3.10) — ��
���
�! ��
���!. &�����
� (3.9) !
���$�����> � ���


���> �����> ��������
� ���
��� ����	��
(3.6) � (3.7) � ���	��� ������
���� ����’	����, �, �
=�, ��=�����
�
����’	�
��	 �
�
��. J�#� �
�
�
 	��	! ��$�> ������
� ������, 
�
���
 ������
 $�
� ������
 �� �
���
�< 
�
�����
��< ������.

;�� � �
� �

�
n

i

m

j
ji ba

1 1
 ���$����� ����
� ���

����� ����
 ���=��
�-

�	, � 	���� ��
��$

bn + 1 = �ai – �bj, (3.11)


 	�#� � �
� �

�
n

i

m

j
ji ba

1 1
, �����
��	 ���

����� ����
 ����$���
�
. ;�-

��	 ����� ��=�
 ����
��

� �� ����’	�
��	 �
�
�� �4	.
O���>
� ����� � �
"���� ��
��� ����’	�
��	 +-�
�
��. @� ��-

����� ������	
��	 ������������ ��
��, ��
�� ��
����
���. @�
�
"����� — ��������� ��
��, ��
�� ���������
����� ���
.

&���’	��� +-�
�
�� �
 ��������> ������ ��
���� ���
�
!
��	 �


��� �������� �

���:

Q ����
����	 ��������� �������� ��
�� �
�
��;
Q �����
 ����� ��
��;
Q ������� �� �
�
������, ��
#��� ��
�� "�	��� �
���� ����-

!< � $
������ ������� �
 ������.
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@� ����� ��
�� �
�
� :; �����
��	 �

���
������ ������
��
���� 

��= ������
� «�
�
�� ��
����
��< ����$����� ��
�=���-

��», �

��

���
 ������ 	��< 
�
������
 �
�
�� (1.1)—(1.3) � �

��	��� ���� ��=� $�
� ������
 �� 
�
�����
��< �
�
�� �4	.

������
�

�

��

���
 ������ �
�
����< �
�
�� :;:

Y������ &������

min)(
1 1

����
� �

n

i

m

j
ijij xcxL .

;�� �$��=���	�:

i

m

j
ij Axa�

�
�

1
 (i = 1, …, n);

i
n

i
ij bx ��

�1
 (j = 1, …, m);

xij � 0 (i = 1, …, n; j = 1, …, m).
@� ����� ��
�� �
�
� (��������� �����
���
��	) �����
��	

�

���
������ ������
�� ���� 

��= ������
� «�
�
�� �����-
�
��	 �
����
����� ����������� ��’	����», «%�
�����
�� �
�
-
��», «�
�
�� ��
����
��< �
�
�

=���	 ����$����� ��
�=���
��».

������� ��� �����������
�

1. P� ����� ����� ��
�� ���
 ��
���
� «��
��� &��������� ��-
���������, �������'��, ��’�����», «+�������
�� ��
���», «��
���
��
�������� �����
������ ���������, ��
�����
�'»? K���-
;�
� �, ��
���
���� ��
���.

2. [�� ��
�����!
��� �����
� 
� ��
���
� ��
��� 
�������-

��, ��
��?

3. 	���
�'
� ()) 
�������
��� ��
���.
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���� 4
�����3 ��	
��(5���� 
�����3(�

���B�����3��
: 
�4�
43�

1. 
�����3(5�3 �����3

�
�
�� ��
��
������ ��������� ��
!���
������ �������� ���-
�=
�� �
��� �����
�����, ��
��.

����
����
 

�
��:
��
�
� ��
��
����� �������� n ������ ��
!���
������ �����-

���, #� �
>
��	 � �������
� �1, �2,…, �n, ��	 �
��������	 m ������
��
��$ � �������
	� b1, b2,…, bm ��� �
�
��� �

���	� cij � �ij, ��
�ij — ������ �������

��	 ������� i-�� ������� �
 �
��������	 j-�
��
��$ � �ij — �������
� ������� j-� ��
��$, #� �
�������	>
��	
�������> i-�� �������.

����’����:
?������ ������ ,ij — �������
� ������� i-� ��������, �������-


����
��� ��	 �
��������	 j-� ��
��$.
�
��
��	 ���	�
! � ����
����� k = mn ������� ,ij, #� �
����-

���	>
� �$��=��
����� ����
�
0�ijx  (i = 1, …, n; j = 1, …, m); (4.1)

i
m

j
ij ax ��

�1
 (i =1, …, n); (4.2)

j
n

i
ijij bx ���

�1
(j = 1, …, m) (4.3)

� �
�������>��� (��������>���) ������>

��
� �

�
n

i

m

j
ijij xcZ

1 1
. (4.4)

�
��=�� ��� ������
���� �
�
�
��� �
�
�� ��=� �
��>�

��	
������
��� ����
, 
 

� �
�� ���������
� �������� ������� ai, bj,
cij, �ij, #�, � ���> ����� ������� �� ��	��< �������
��< ������.

%
�, �
�����
�, �ij ��=� ���
=

� ����� ������� i-� ��������,
�

�
���
��� �
 ������> j-� ��
��$.

%��� �$��=���	 (4.2), (4.3) �
���	
��	 �
 �
�

�
m

j
iij ax

1
 � �

�
�

�

n

i
j

ij

ij bx
1

.

J�#� ��� ����� �ij ���
�
>
� ������ ������� j-�� ����$� �
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���/"
., 
� �����
��	 � ���
� ��	 �������< ������< ��
�� �

n

i
ij

ij

ijm

j
x

c
11

� 
. �.
I�����	 Z ��=� �
��������

��	, 	�#� �ij ���
�
>
� ���$�-


��, �
�
��
� � 
. ��., �� ���������

��	, 	�#� �� ������ �����>>
�
��
�

�, ��$��
�
��
� � 
. ��.

I���
 ������ 

� �
�� �
��=

��� ��� ��$��� ������� xij. ;�-
�
 �
��=���
> ��� ��� ������
��� �������
��� ������ (4.1)—
(4.4), ���
 �
! ��	�� ����$���
� �� 
�
�����
��<.

���
� �
	����
� � ����� �� ���� �$��=��� ���=����� �ij (�����
#� ������
 �
��
 «�-������»), �������
� � �� ������� ����
�-
���� ��� 
�
���� ��� �������. &���������� �
�
�� ��
=�>
��	 �

��������> �����
����� �$����>�
����� ��
����, #� 	��	>
�
��$�> �������
��> ��
���� ����’	�
��	 
�
�����
��� �
�
�.

;�� ��	��� �����
����� ��
�
����
	� �

���� �ij �����
>
�
����

�� ���� ������������ �
�
�, #� ��=�
� ������
� �� ����-
��� ����
���� 
�
�����
��� �
�
�. %
���� ����

���� ���
��
�
�
� !:

— ����
� ����������� �
�
�� (��� �ij = const ��� $���-	��� i � j);
— �
�
�� � ����������� ������
�� (��� �	��� �

���� �ij ��-

�
����, 
�$
� �ij = �1j;
— ��� ������ i);
�
�
�� � ������������� ������
�� (�ij �  i�ij ��� ������ i).

2. 
�����3(5�3 �����3 � ����
3��
�
 
�4�
4��


&������ �1, …, ��, …, an — ��������� � ������ ��
!���
�����,
��
��$� b1, …, bj, …, bm — ���������� (�����>�
�� � ������ ���-
���	�). K���
 �ij = �j (j = 1, …, m) ��
��>
� �������
� ������� k-�
��
��$, #� ��=�
� $�
� �
�������� �������> $���-	���� �����-
��. K���
 cij, 	� �
�=��, �
�
�
�����>
� ����
�����
� ������� i-
�� ������� ��� �
��������� ��� j-� ��
��$.

C��
� xij ������, #� ����
�
>
� �������
� ������� i-� �����-
���, #� �
��
��	>
��	 �
 �
��������	 j-� ��
��$.

�
�
�
 �������
��	 �� �$��=��� (4.1)—(4.4), � 	��� ��-
"� �����
	
��	 �$��=���	 (4.3), #� �����
>
� � �
���� ��-
�
��� ����	�

�
�

��
n

i
jijij bx

1
 (j = 1, …, m).
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@� ����$��� =� ������� ������	
��	 �
�
�� � ������������,

�� ��
!���
������� ������
��, � ����������� ��
��$
��. ? ���-
�� ���
��� �
�
>
��	 �������� �i, #� �
�
�
�����>
� �������
�
������� ��
��$, 	�� ��=�
� $�
� �
�������� �������> i-�� ��-
�����.

3. 
�����3(5�3 �����3 � �
���
239�
�
 
�4�
4��


&������ �1, …, �i,…, an � ��
��$� b1, …, bj, …, bm — ���������-
��, 
�� � �

���� �ij, ������
� 	��< ��

����>>
� ��’	��� ��=
������	�� �������� � ��
��$, �	��� �����������, 
�$
� �ij =  i�ij
(j = 1, …, m), ��  i �
���
>
��	 ������
�� i-� ��������. K���
 cij
�� ����"����� �
�
�
�����>
� ����
�����
� ������� i-�� �����-
�� ��� �
��������� ��� j-� ��
��$, xij — ������, #� ����
�
>
�
�������
� ������� i-� ��������, #� �
��
��	>
��	 �
 �
��������	
j-� ��
��$.

;�� ��"�� ��
�����

��< ����� �ij � �ij, �����
��	 ����
 ������
(4.1)—(4.3).

�
�
���
 ������ �
�
� (4.1)—(4.4), �
��
�
 (�-������>), ��-
����
� ��� ���������� �
�
�
��� �

���� �.

@�	 ����’	�
��	 �������
���!
��	 
$� �����
����� ��
��, #�
	��	! ��$�> ��������� ��
��� ��
����
���, 
$� �
�
���� ��
���
(�
�����
�, �����������). ' ��

������ ���
��� �� �������
�
�� ��	���� ����
�����	 �$������� �5	.

������
�

6����
����� ��
��� — �
�
�� ��
��
������ ��������� ��
!��-
�
������ ��������.

I���
 ������ �
��=�
� ��� ��$��� ������� xij (�������
� �������
i-� ��������, �������
����
��� ��	 �
��������	 j-� ��
��$).

�
��=�� ��� ������
���� �
�
�
��� �
�
�� ��=� �
��>�

��	
������
��� ����
, 
 

� �
�� ���������
� �������� ������� ai, bj,
cij, �ij.

;�� ��	��� �����
����� ��
�
����
	� �

���� �ij �����
>
�
����

�� ���� ������������ �
�
�, #� ��=�
� ������
� �� �������
����
���� 
�
�����
��� �
�
�. %
���� ����

���� ���
�� �
�
� !:

— ����
� ����������� �
�
��;
— �
�
�� � �����������;
— �
�
�� � ������������� ������
��.
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������� ��� �����������
�

1. O� ������!
� ��
 �����
������� ��
�����?
2. $�� ���������� �������� ��!
� ������ ,ij, � 
���� ��,�
��

�������� ai, bj, cij, �ij � �����
�����, ��
���,.
3. ��
 ���� ������
� &���� �-��
���?
4. 	���
�'
� ��
���:
Q ����
�� �����
������ ��
���;
Q ��
��� � �
����
���� ���������;
Q ��
��� � ��������'���� ���������.

������������� ��������

	���
�'
� ��
��� ��
�� �� ��
����� �������.

1. �
�
�

+�� ��,������ 7, �, % ����
� ��������
� 
�� ��
� ����
 1, 2, 3.

6������ �������� ���� ������� ��,������ ��
����
�� (�3/��
):
8 6 9
4 6 8
9 8 3

���
��
� �
��*� ��
��� ����
� ��,������ (���/��
):
2 4 4
4 2 6
5 3 7

6����� ����:
540, 430, 150 (��
.).

A. �������
� ��
������� �����
������ ��
�
�������, H�
���������* �����������' ����� ����
 ��� 
�
������� �����
�������
���
�

� : � : � = 1 : 2 : 3.
B. ���'
� ��
������� �����
������ ��
�
�������, ������-

����
� ������� ��
��
�, ��� ������, ����
 � = 60, � = 50, � =
= 80 �3.

2. �
�
�

)�,������' ����
 ��� ����
������� 
���, �����, 
�
���' 1, 2,

3 �������
���* 
��������, &������� � �
�������� ����
�
�.
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	�� ����� ������� 
�
���' ����� ���
� 
����� �������
��������� +1, +2, +3. K���� ���� ��� ������� 
�
���' �� ��
����-

���� ����
�
� ������ ��������:

1 ������:
4 9 5
8 8 3
— 7 5

2 ������:
2 5 —
9 4 3
7 — 3

3 ������:
4 — —
5 8 —
3 6 —

6����� ���� ����
�
�� 200, 400, 300. 	����
�� ��
 ���
���
������� 22, 18, 30 ���.

A. %����
� ��
�������' ���� �����
������ ���������, ��-

�����
�' � ������������ �����
���.

B. �����!��, H� ��� �������
! 
�
���', H� �������!
���,
��* ��������
��� ������
��;���� �������
���
� 1 : 2 : 1, �����-
��
� ��������� ��������, H� ���������* ����������� �����
�������
��.

3. �
�
�

)�,������ 7, �, % ����
� ��������
� 
�� ��
� ����
 1, 2, 3.

���
��
� �
��*� ��
��� ����
� ��,������ (���/��
):
12 24 34
63 32 56
35 53 67

K����
��� �������� ���� ������� ��,������ ��
����
��
(�3/��
):

55 66 77
45 36 89
39 68 53

6����� ����: 640, 330, 128 (��
).
A. �������
� ��
������� �����
������ ��,������� ��� ���-

���������� ��������� ������ ��������, ����
.
B. �������
� ��
������� �����
������ ��
�
�������, H�

���������* �����������' ����� ����
 ��� 
�
������� �����
�������
���
� � : � : � = 1 : 2 : 3.



39

4. �
�
�

+�� ��,������ 1, 2, 3 ����
� ��������
� 
�� ��
� ���-

����
� 7, �, %. 6������ �������� ���� ������� ��,������ ��
��-
��
�� (�3/��
):

30 20 40
31 30 50
32 40 20

���
��
� �
��*� ��
��� ����
� ��,������ (���/��
.):
2 4 3
3 2 5
5 3 6

6����� ����: 400, 300, 280 (��
).
A. �������
� ��
������� �����
������ ��,������� ��� ���-

���������� ��������� ������ ��������, ����
.
B. �������
� ��
������� �����
������ ��
�
�������, H�

���������* �����������' ����� ����
 ��� 
�
������� �����
�������
���
� � : � : � = 1 : 2 : 3.

C. ���'
� ��
������� �����
������ ��
�
�������, ������-
��!�� ������� ��
��
�, ��� ������, ����
 � = 6000, � = 50 000,
� = 8000 �3.
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���� 5
�3����4	3 � (3�39��F �(��E



1. ��8	�

, ��	

23, �
�����
8


?���	����
�
 ��������
� n ������� ����� ),...,,( 21 naaaA �  �
-
���
!
��	 n-������ ���
���� — �	����. K���
 ai ( ni ,1� ) �
��-
�
>
��	 ��������

�� ���
��
.

).,...,,(
),,...,,(

21

21

n

n

xxx
aaaA

�!
� (5.1)

@�
 ���
��� A � B �����, 	�#� ����� <��� ���������� ��������-

�: ai = bi, ni ,1� .

)���> (�������>) ���� ���
���� * � ' �
���
!
��	 
��
�� ���-

�� ), ��������
� 	���� �i ������>>
� ���� (�������) ��������-
��� ��������
�� ���
���� * � ':

iii bac 
� , ni ,1�

@�$�
��� ����
   �
 ���
�� * ! ���
��  A = ( a1,  a2, …,  an).
:������> ���$��
��!> ���
����

),...,,(

),,...,,(
),,...,,(

21

222212

112111

knkkk

n

n

xxx#

xxx#
xxx#

�

�
�

���������
(5.2)

�
���
!
��	 ���
��

kk #]#]#]^ 


� �2211 , (5.3)

�� k,...,],]] 21  — ����
.
'��
�� � ��������� ��������

�� �
���
!
��	 ����-���
����

).0,...,0,0(0 �

)��
��
 ���
���� (5.2) �
���
!
��	 ������� — �
��=��>, 	�#�
������!
��	 ������
�

,#]#]#] kk 02211 �


 � (5.4)

������� �� ��� ����
  i ������>>
� ���> (�� 0 ! ����-���
��).
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)��
��
 ���
���� (5.2) �
���
!
��	 �������-���
��=��>, 	�#�
������
� (5.4) ������!
��	 
���, � 
����� 
���, ���� ���  i �����-
�>>
� ���> [12]. @�	 �������< �
��=���
� ���
��� ���
���� (5.2)
���$����� � ���


���, #�$ ���� � ���
���� ��!< ���
��� $�� ��-
�����> ���$��
��!> ��"�� ���
���� ��!< ���
��� [4]. �
����
��-
�� ����� �������-���
��=��� ���
���� � ���
��� �
���
!
��	 �
�-
��� ���
��� ���
����.

)�������
� ���� n-������ ���
���� �
���	
� �������� ����
��
[13]. &
�� ��������� ����
��� — �� ���������
� ����
���. &����-
����
� ��������� ����
��� n-������ ���
���� ������>! n [12].

(���-	�
 ��������
� n �������-���
��=��� ���
���� n-�������
����
��� �
���
!
��	 $
����� ����� ����
���.

2. E��
4 N-�3
���� �
�4	�
�

)��
��
 ���
����

),...,0,0(

),0,...,,0(
),0,...,0,(

2

1

aA

aA
aA

n �

�
�

������ (5.5)

! $
����� n-������� ����
���, �� � — $���-	�� �������� ��� ���	
�����. @�	 ���
�� ����� 
����=���	 ���
���� ������� ���$��
-
��>:

.02211 � 

 
 nn AAA � (5.6)

'����
�"� �
��
���� � (5.6) ����
��< ���=���	 � ���
�
��	,
����=�!��

( 1a,  2a, …,  na) = (0, 0, …, 0),
�������	, ����� ������
� ���
���� � ����� 0�a  �

�����:

.0,...,0,0 21 � � � n

%
��� �����, ������
� (5.6) ��=���
 
����� ��� ���� 0� i ,
( ni ,1� ).

� �����	��
��� �����
�� ������
!, #� � n-������� ����
���
����! ����������
 $����� $
�����. (���-	��� ���
�� ���������
����
��� !����� �����$�� ��=� $�
� ���
��� � ����	�� �������<
���$��
��< ���
���� 	������ (������
����) $
���� ����� ����
���
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[12]. ? ��������� ����
��� ��=�
 ����
� ����
��> ���=���	
���� ���
���� * � ', �
�����
�, � 

��� �����$ [13]. J�#�

),...,,( 21 naaaA �  � ),,...,,( 21 nbbbB �


� ��$�
��� ��� ���
���� $��� �����, ����
���� 	� (*, ') (��


�
������
! 

�: ���
�� * ��
�	��� �����=���� �
 ���
�� ') � �$-
����>!
��	 �
 �������>:

�
�

�
n

i
iibaBA

1
),( . (5.7)

?���	����
�
 ��������
� n ����� 
�
�
�
�

�




�
�
�
�

�

�

na

a
a

�
2

1

 �
���
!
��	 n-������

���
���� — �
������. ?�� �
������ ��#� ����
����	 $�� ����
����� � ��	 ���
����-�
������.

3. 4
4	��
 (3�39�
: 
3����5

�
��� ����	��

02211

202222121

101212111

...

,...
,...

mnmnmm

nn

nn

axaxaxa

axaxaxa
axaxaxa

�




�



�




������������
(5.8)

�
���
!
��	 ���
���> �������� 
���$�
<���� ����	��.
&���	��	 ���
��� �
���
>
��	 �������-���
��=����, 	�#�

���
��� ),...,,( 21 iniii aaaA � , ���
���� � �������!�
�� ��� ���������,
� ��� ����	��	� �������-���
��=��.

&
���� ���
��� ����	�� �
���
!
��	 �
����
���� ����� ��-
�����-���
��=��� ����	�� ���
���. &
�� ���
��� ���
���� �����-
�>! �
��� �

���� �������!�
�� ���
���.

'��
��

��
�
�
�

�




��
�
�
�

�

�

�!

)0(

)0(
2

)0(
1

)0(

nx

x
x

�
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�
���
!
��	 ����’	���� ���
��� (5.8), 	�#� �
���
 ��������� xj

����
�� ),1()0( njx j �  ����
���>! ��� ����	��	 ���
��� (5.8) � 
�-

�=���
� (� ����� ���
��� �����	
�, #� ���
�� X(0) �
�������	!
���
��� ����	��).

&���’	�

� ���
��� ����	�� ���
�
! ��
�
� ���
�� X(0), #� �
-
�������	! �> ���
���.

@�	 ����’	�
��	 ���
�� ����	�� ����>
� ����� ��
���. ���� �
��� — ��
�� +���
�
-/
���
 [11], �
�
�����!
��	 ��� ����’	�
�-
�� �
�
� ��������� �����
���
��	.

������
�

&����	��
� ����
��< �������< 
���$�� �
� ���
��-�
������, ��-
�
��-�	����, �

���	��, ���
��� �������� ����	��:

Q ���
 (������	) ���� ���
����;
Q ��$�
�� ����
   �
 ���
�� *;
Q ���=���	 ���� ���
���� * � '.
������� ���	

	 �������< 
���$��:
Q ������� — �
��=�
 ���
��
 ���
����;
Q �������-���
��=�
 ���
��
 ���
����;
Q �
�� ��������� ����
���;
Q $
��� n-������� ����
���.

������� ��� �����������
�

1. $�� ���
��� ���
���� ������*
��� ����'��-���������!?
2. O� 
��� ����� n-������� ����
���?
3. O� ������* ����’���
� ���
��� �������?

������������� ��������

1. �������
�, �� * ���
��� ���
���� ����'��-�����������.

)}2,2(),3,1{(
)},2,3,0(),1,4,2(),4,0,1(),1,3,2{(

)},4,2,0(),0,1,6(),0,3,2{(
)},4,0,1(),8,2,2(),4,2,1{(

)},0,3(),0,1{(
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2. [� �
����
� ���
���� ���
��� ���
���� ����� 
�� ����
�-
�� E3?

�) (3.0,2), (7,0,9), (4,1,2),
�) (1,1,0), (3,0,1), (5,2,1),
�) (1,5,7), (4,0,6), (1,0,0).

3. 6������
� ���
��� bi �� ������ ),,( 321 aaa :

),7,2,1(),0,1,9(),3,6,2( 321 ��� aaa

).2,2,2(
),4,1,9(
),1,7,3(
),3,3,3(

),1,1,1(
),2,0,3(
),9,7,3(
),2,1,4(

8

7

6

5

4

3

2

1

"""�
�
�
�
�
�
�
�

b
b
b
b
b
b
b
b
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���� 6
��	�� .�
����-���44� �(� 
���’������

����� (3�39���� �
��
��������

1. �(��

	� ��	��� .�
����-���44�

*�����
� ��
��� �
�
�����:
1. ;������

� � 

$�. 7 �������!�
� ���
���:

+������ 7
������� �������-������

X1 Xj … Xp … Xn �i0 �in + 1

# �11 … �1j … �1p … �1n �10 �1n + 1

— — — — — — … … … …
i �i1 … �ij … �ip … �in �i0 �in + 1

… … … … … … … … … …
q �q1 … �qj … �qp … �qn �q0 �qn + 1

… … … … … … … … … …
m �m1 … �mj … �mp … �mn �m0 �mn + 1

O���! ��
!���-������
��
 �����������
� ��= �	��
�� 

$���� �
����	��	�� ���
���.

2. @������
� 

$���> �
������ ain + 1, ������
� 	���� ain + 1

������>>
� ���� ������
�� � �	��� �
�


 �
n

j
ijin aa

0
1 , mi ,1� . (6.1)

A�� �
������ �������
���!
��	 ��� ���
���� �$�������.
3. '�$�

� ����� �������!�
�� ��� ��������� ������

�

����’	���
��� ������
 0�qpa  (�-� �
������ � q – w �	��� 

$����
�
���
>
��	 ����’	���
����).

4. ? �
�
���� 

$���> �
���

� q-� �	���, ������
� 	����
�$����>>
��	 �
 ��
�����

qp

qi
qj a

a
a �$ , 1,0 
� nj (6.2)

5. ���$�
� ���
���� �$�������, ��	 ���� �$�����
� ���� ���-

���
�� �
�
$

n

j
qja

0
 � ������	
� �
���
��� ������


 � ������
�� 1
$qna  �
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���
�������� �
����	. J�#� �
��
���� ��� �������� �$��
>
��	,

� �$�������	 ��������� ��
������, � ���
���=���� �
�� ���
�-
��
� ����
 4.

6. ;���
����
� ���	����� ������
� 

$����, #� �
��"����	,
�
 ������
�

qp

ipqi
ijij a

aa
aa "�$ , mi ,1� , qi � , 1,0 
� nj . (6.3)

7. ;���	 ����
������	 ������
�� �	��
 ������>�

� ���
����,

�
�������� ���
���> � ����
� 5. ;���
� 3—7 �
���	
� ����
�
��
��> ��
���.

8. ;���	 ���������	 �����
���� �
��
��� ��=� ��
�����

��	
���� � ���
����:


) � k-�� �	��� 

$���� � ���� �
����	� �
���
�� ����;
$) � k-�� �	��� 

$���� � �
����	� � 1-�� �� n-�� �
���
�� ��-

��, � �
����� «ai0» �
���
��� ������
 00 �ka .
'��
��� «�» ��=� �
�


� � 
��� �
��, 	�#� k-
� ����	��	 ��-

�
��� ! �������> ���$��
��!> ��"�� ����	�� ���
���. &���’	�
��	
���
��� ���� ������=��

�.

'��
��� «�» ��=� �
�


� � �
�� ����������
� ���
��� ���-
�	��, 
��� #� k-�� �	��� (� ��

����< 

$����) ��������
! ���-
�	��	

00...00 021 ��


 kn axxx , (6.4)

	�� �� �
! ����’	�
��	 �� �
 	��� ��
���� Xi, ni ,1� .
&���’	�
��	 ���
��� ����	�� �
�����
�.
9. C
 ���

�� l-� �
��
��< (l = 2, 3,…) ���� ��$�

� 0�

ll pqa  �
�	��
, #� �� ����� �� $�� ����’	���
���, 
�$
�

11,..., "�� lll qqqq

10. ;��
��>�

� ����
� 3—9 ��
�, ���� ��=�
 $��� ��$��
-

� ����’	���
��� ������
 0�

ll pqa , � �$����� ��
���
 ��$��� �
�. 9. ��������, #� �
����
���� ����� �
��
��� ������>! m (���-
�� ����	��), 
�� 	�#� ��
�����
��	 ���
��� 8, 
� ����� �
��
���
$��� ���"� m.

11. ;���	 ���������	 ���� �
��
��� �����

� ���
��� ����	��,
#� ��������
>
� ��

���� 

$����. ������ ,j, #� �
����>
��	

����� � ������ ����	��� �
���
��< ���
���, �
���
>
��	 $
���-
����, ��"� — �������� (	�#� 

�� !, #� ��=���� ��� m < n).
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�
�
����� ����’	���� ���
��� (��	 ���
��, � 	��� �
�� ���"�
n) �
���
!
��	 

�� ����’	�
��	, � 	���� ��=� $�
� �
���
�� ��-
=�� (�
�
�
) ����’	�
��	 ���
���.

@�	 
��� #�$ �
���

� �
�
���� ����’	�
��	 ���
���, ���$-
����� ������ ������ �������
� � ��
�� �
�
��� ���� ����	�� �
��-
�
��< ���
���.

������
�

��
�� +���
�
-/
���
 [11], �
�
�����!
��	 ��� ����’	�
���
�
�
� ��������� �����
���
��	. '�� ������	! ����’	�

� ���
���
����	�� 

 ��
�
� ���
�� X, #� �
�������	! �> ���
���.

'����
�"� #� ���� �
��
��> �
 ��
���� /
���
, 
�$
�, �����-
�"� $
��� ����
���, ��=�
 ����=

� ����$�� �����
�
��	 �� ��-
���� $
����.

;���	 ���������	 ���� �
��
��� ������!
��	 ���
��
 ����	��,
#� ��������
! ��

���� 

$����. ������ ,j, #� �
����>
��	 
�����
� ������ ����	��� �
���
��< ���
���, �
���
>
��	 $
�������.
;�� ��
���=���� �
�
������ ����’	�
��	 <� �����
��>>
��	
���������� ��
����	 ������� ������, ��"� — �������� (	�#� 

��
!, #� ��=���� ��� m < n), <� ��
����	 �������>>
��	 �� ���	.

@�	 
��� #�$ �
���

� �
�
���� ����’	�
��	 ���
���, ���$-
����� ������ ������ �������
� � ��
�� �
�
��� ���� ����	�� �
��-
�
��< ���
���.

���
����� �������

1. �����
�
C��
� �
�
�
 ���
��
 ���
����

��
�

�




��
�

�

�
"�
3
2

1
1A  

��
�

�




��
�

�

�

"
"�

2
1

2
2A  

��
�

�




��
�

�

�"
�

4
2
1

3A  
��
�

�




��
�

�

�

"
�

3
1
2

4A  
��
�

�




��
�

�

�
"�
2
6

3
5A

�������� ����
��, � 	���� �
�
�� ���
���, 
����������, 
� ��-
�
��
 ������� �������-�
��=�
. '������� ������
��� � 3-� ���
�-
���, #� �
���	
� $
���, � �����
���� ��"� ���
��� �� ���
��
� $
-
����. C��
� 	� $
����� ��$�
�� A1, A2, A3. %���

3322114 xAxAxAA $
$
$�  
�
������� 3322115 xAxAxAA $$
$$
$$�  (���.


$�. 8).
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+������ 8
������� �����

1A 2A 3A 4A 5A �

1 2 –1 2 3 7

–2 –1 2 1 –6 –6

3 –2 4 –3 2 4

1 2 –1 2 3 7

0 3 0 5 0 8

0 –8 7 –9 –7 17

1 0 –1 –4/3 3 5/3

0 1 0 5/3 0 8/3

0 0 7 13/3 –7 13/3

1 0 0 –5/7 2 16/7

0 1 0 5/3 0 8/3

0 0 1 13/21 –1 13/21

? �
����	� 74, 75 �
���
�� �������!�
� �����
�
��	 ��� ���-

���� �� $
���� 71, 72, 73

.02
,2/133/57/5

3215

3214

AAAA
AAAA

"
�


"�

'����
�"� #� ���� �
��
��> �
 ��
���� /
���
, 
�$
�, �����-
�"� $
��� ����
���, ��=�
 ����=

� ����$�� �����
�
��	 �� ��-
���� $
����. C
�����
�, ������� � $
��� ���
�� A4 �
���
� 71.
'�$����� 	� ����’	���
��� ������
 –5/7, ����=���:

–7/5 0 0 1 –14/5

7/3 1 0 0 14/3

13/15 0 1 0 11/15

.5/1415/113/14
,5/715/133/7

4325

4321

AAAA
AAAA

"
�
"
�
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2. �����
�
'��
��� n > r (����=
��	 �
�
������ ����’	���):

.22243
,42522

,13325

4321

4321

4321

"�



�

"
�




xxxx
xxxx
xxxx

+������ 9
������� ������

V A1 A2 A3 A4 A0 W

0 5 2 3 3 1 14

2 –2 5 2 4 11

3 4 2 2 –2 9

1 1 2/5 3/5 3/5 1/5 14/5

0 –14/5 19/5 4/5 18/5 27/5

0 14/5 1/5 1/5 –13/5 3/5

2 1 0 8/7 5/7 5/7 25/7

0 1 19/7 –2/7 –9/7 15/7

0 0 4 1 1 6

3 1 0 0 3/7 3/7 17/7

0 1 0 –1/56 –53/56 2/56

0 0 1 1/4 1/4 6/4

�
�
���� ����’	�
��	 ���
��� ��=�
 �
���

� � ����	��:

1x  ,7/37/3 4 �
 x

2x  56/5356/1 4 "�" x ,
4/14/1 43 �
 xx

(
����� ����’	�
��	
).0;4/1;56/53;7/3( "�!

������� ��� �����������
�

1. :��;�
� ������
� ��
�
� _��
���-`�����.
2. O� ������*
��� ��������� ����’������� ���
���?
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3. $� ���'
� ������ ����’������ ���
���?
4. $�� ����’������ ������*
��� ��������?

������������� ��������

1. 6���’���
� ��
�
�� _��
���-`�����:
�)
2x1 – 2x2 = 1
x1 – x2 + 2,3 – x4 + ,5 = 4
x2 + x3 – x4 = 0
x1 – x2 + 2x5 = 3
x1, …, x5 > = 0
�����: x2, ,3, x4, x5
�)
x1 + x2 + ,3 + x4 = 15
7x1 – + 5x2 + 3,3 + 2x4 = 120
3x1 + 5x2 + 10,3 + 15x4 = 100
x1, …, x5 > = 0
�����: x2, ,3, x4
�)
2x1 + 2x2 + 12,3 + 4x4 = 4
x1 + 6x2 + 12,3 + 8x4 = 8
x1, …, x5 > = 0
�����: ,3, x4 � �����: x2, ,3.

2. ���'
� ��� ������� ����’������ ���
�� ����'��, �������

1. 
.552

,42
321

321

�


�



xxx
xxx

2. 
.3542

,12
321

321

�


�


xxx

xxx

3. 
.739

,10754
,26423

54321

54321

54321

�




�




�





xxxxx
xxxxx
xxxxx

4. 
.86
,63

32

31

�

�


xx
xx

5. 
.45
,43

4321

4321

�"


�
"


xxxx
xxxx

6. 
.9287

,544
4321

4321

�



�




xxxx
xxxx
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7.
.12
,523

431

4321

�
"
�




xxx
xxxx

8. 

.2459425
,20486582

,5334
,122396

10654321

9654321

865432

765321

�






�

"
"

�
"
"

�
""

"

xxxxxxx
xxxxxxx

xxxxxx
xxxxxx

9.
.654

35
,5625

321

321

321

�"

�""
�""

xxx
xxx

xxx

10. 
.4323

3244
,423

321

321

321

�


�""
�



xxx
xxx

xxx

11. . 
.3324
,12522
,44322

4321

4321

4321

�
"

�



�"
"

xxxx
xxxx
xxxx

12.  
432

,5533
332

331

�


�""

xxx
xxx

13. 
.532
,355

4321

4321

�"


�
""

xxxx
xxxx

14.  
,544
9287
,1432

4321

4321

4321

�



�



�
"


xxxx
xxxx
xxxx

15.
.42

,53
,544

321

321

321

�
"
�


�""

xxx
xxx

xxx

16. 

.24425
,2086582

,5334
,122396

4321

54321

5432

5321

�



�"
"

�
"

�"



xxxx
xxxxx
xxxx

xxxx

17.
,22.

5524
,754

4321

321

321

�""

�


�
"

xxxx
xxx

xxx

18. 

,.544
232
552

,242

4321

4321

4321

4321

�



�"


�"


�




xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
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19. 
.2345

,2
4321

4321

�"

"
�
"
"
xxxx

xxxx

20.  

,343
,5445

.987
,5265

321

321

321

321

�
"
�"

�


�"


xxx
xxx

xxx
xxx

����������� �������

K�����
� �������� ��
�-���! ����! ������������� (�����-
���
, %++), ��� ����’���* ���
��� ������� ��
�
�� _��
���-
`�����.

�������� �������:
1. K�����
� �������� 
�� ���,�
����� ���, �������, ����’�-

��� ���
�� ����'��, �������.
2. K�����
� ��������, ��� ���,�
�
� ��� ������� ����’����,

���� ������ �������, ������, ���
�
� � ������
���.
3. K�����
� ��������, 
� ��������� �������� 
���� �����
�

���;� n-������, (n ����� �������
� ������� � ���
���).
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���� 7

3��3 ?�
�
 ���
4� �����
(3�39���� �
��
��������

1. 8(�4
?38�23� ����� (�

!�������	 �
�
��> :; �
���
!
��	 �
�
�
, 	�
 ���	�
! � ��-
��
����� �
����
������ (�����
������) ��
����	 ������<

�
�

�
n

j
jj xcF

1
(7.1)

�
 ����

�
�

�
n

j
ijij bxa

1
 (i = 1, k) (7.2)

�
�

�
n

j
ijij bxa

1
 (i = k + 1, m) (7.3)

0�jx  (j = 1, l, l �  n), (7.4)

�� jiij cba ,,  �� �
�
�� ���
���� �������� � k �  m.
I�����	 (7.1) �
���
!
��	 �������> ������!> (
$� �������>

�����>, 
$� ���
���!� 	���
�) �
�
�� (7.1)—(7.4), 
 ����� (7.2)—
(7.4) — �$��=���	�� �
��< �
�
�� (
$� ���
���> ���� �
�
��).

"#�����#��	 (
$� ����
�����>) �
�
��> :; �
���
!
��	 �
-
�
�
, 	�
 ���	�
! � ����
����� �
����
������ ��
����	 ������<
(2.8) ��� �����
��� ���� (7.2) � (7.4), �� k = m � l = n.

$����%&��	 (
$� �������>) �
�
��> :; �
���
!
��	 �
�
�
,
	�
 ���	�
! � ����
����� �
����
������ ��
����	 ������< (7.1)
��� �����
��� ���� (7.3) � (7.4), �� k = 0 � l = n.

)�������
� �����, ),...,,( 21 nxxxX � #� �
�������	>
� ����
�
(7.1)—(7.4), �
���
!
��	 �����
���� ����’	�
��	� (
$� ��
���,

$� ���	���> ����
����	 �:;).

�

���> 

�
�
�
�
�
�

�




�
�
�
�
�
�

�

�

mnmm

nmmm

n

aaa

aaa

aaa

iii

�

�

�

21

21

11211

...............................

..........................
 ���
���� � �������!�
�� ����

(7.2)—(7.3) �
���
>
� �

����> ���� �
�
��.
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;���
���� ����� Aj — �
����� �

���� ����

�
�
�
�
�
�

�




�
�
�
�
�
�

�

�

�

mj

jm

ij

j

a

a

a

A
.....

....

1
 � 

��
�
�
�
�

�




��
�
�
�
�

�

�

�

m

m

b

b

b

B
....

....
1

1

 — ���
��-�
������ �$��=���.

jA  — j-� ���
��-�
������ ����, 
��� (7.2)—(7.3) ��=�
 �
���

�
� ����	��

BxAxAxA nn ��


 ...2211

��
� «=» �������
��	 �� ���"�� 1m  ��������
��, ��
� «� » —
�� ��"
� 1mm "  ��������
��.

C
$�� ����� ),...,( 1 nxxx � �
�������	>��� ���
��� ���� (7.2)—
(7.4) ���
��	 ��
��� �����	��
�< �
�
��. K���
 ix , #� �

����	
�
��
�� x, �
���
>
��	 ��������

�� x.

(���-	���� ��
�� �
�
�� ��������
! ����� ��
����	 �������<
����� (7.1). O ��� $���"� ��
����	 �������< ����� (	�#� ���
��	
��� max L), 
�� «��
#�» ��
�.

;�
� ),,...,( 1
%%% � nxxX  	���� ��������
! �
����
���� ��=����

��
����	 �������< ����� L, �
���
!
��	 ��
��
����� ��
��� �
-
�
�� 
$� ����’	��
� �
�
��.

O�"��� ����
��, ��	 %X  �
! �������

��	 ����
, ��
),...,( 1

%%% � nxxX — ��
��
����� ��
�,

 ),...,( 1 nxxX � — $���-	��� ��"�� ��
� �
��< �
�
��.
J�#� ���
��	 ��� min L, 
� ��
��
����� ��
��� $��� ��
�,

#� �
�������	! �����

)()( XFXF �% .

�
�
�
, #� ������! ���
 $ ����� ��
���, �
���
!
��	 ���������>.
;�� 
�
���� ���
��� ���� (7.2)—(7.4) ��=�
� �


��	 
�� �
-

�
���� ���
���:
1. ?���� (7.2)—(7.4) �����������, 
�$
� �� ����! 

��� x1, x2,

......., xn �
�������	>��� ���� ����
� (7.2)—(7.4), � �
�
�� �� ��-
��! =������ ��
��.

2. ?���� (7.2)—(7.4) �������������, 
 ���	��
 ����
����	 �
-
�
�� �� �$��=��
, 
�$
� ����>
� ��
�� �� ������� �
������ ����-
���� �������� ��������

��.
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3. )��
��
 ���� (7.2)—(7.4) ������
, � ���	��
 ����
����	 �
-
�
�� �$��=��
.

2. ��
�:3� � ���3BF ?�
�
 ���
4� ����� (� � 3�C�

C
 ��
�
��� ������
��	 ���
���

��	 � �
�������
��
��"���
����
�� �
���� �
�
� :;. %
�, "��
�� ������, ��������
� ��
�-
�
������ ��
��, ��=�
� �
��=

� ��� ������ ������� (,i) � ��� 2-�
(,ij). ? ���
��� ���� �
�
�� ��=�
� �����
� 
����� ����	��	 
$�

����� ��������
�, 
$� � ����	��	 � ��������
�. O���� ������
��	
����
��
� max 
$� min �������< �����, 
 ����� � maxmin 
$�
minmax.

%
�
 ������
��
���
� �
�
� :; ���
�
! ������ ��
���� ��	
����’	�
��	 ������ ��
��� �
�
� :;. %��� ! ���� �����$�
� ��
�-
�� �������	 ���� �
�
� :; �� �
�����
�"�< � ������"�< ��	 �����-
�=���	 �����.

�
��
���� �
��"� 
�� ����� (�
�
���
, �

��
�
�
 � �
������
)
�
�
�� :; �����
���
�� � 
��� ��
�����, #� ��=�
 � ��� �
 ����-
����> �����
���� ����
������ ��=� $�
� �
���
�
 � ����� ��-
"�< �
�
��. A� ���
�
!, #� 	�#� ! �����$ ��
���=���	 ����’	�
�-
�	 ����!< �� ��
�
��� �
�
�, 
� 
�� �
��� ��=� $�
� ����
�����
��
��
����� ��
� $���-	��< � 
���� �
�
�.

Y�$ �����
� ��� ����!< ����� �
���� �
�
�� :; �� ��"�<,
��
��$�� � �
�
������ ���
��� ���
�, ��-���"�, �����
� �
�
-
�� �������
��< ������< �� �
�
�� �
������
��<, ��-�����, ����-
����
� ��� �$��=���-��������
�� �� �$��=���-������
� �, �
-
��
��, ��-
��
!, �
���>�

� ������, #� �� �����=���, �
����
�� ����
�����
�.

J� �� �������
�?
1. ? 
��� �
�� ���� ���
�
!
��	 ��
�
� ������� ������<, ��=-

�
 �����
� �� ��
���=���	 �
������� ������<, �����=��"� �

(–1) ������� ������>: nn xcxcxcF 


� ...2211 , �������� min F = –
max (–F).

2. �$��=���	-��������
� ���

����< �
�
�� :;, #� �
! ����	�
«� », ��=�
 ����
����
� � �$��=���	-������
� ���
�
��	� ��
���� ����< �
�
��� ���

����< �����

����< ������<, 
 �$��=��-
�	-��������
� ����	�� «� » — � �$��=���	-������
� ������
��	�
� ���� ����< �
�
��� ���

����< �����

����< ������<. %
��� ��-
���, �$��=���	-��������
�

ininii bxaxaxa �


 ...2211
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����
����
��	 � �$��=���	 — ������
� 


 ...2211 xaxa ii

innin bxxa �

 
1  (xn + 1� 0), (7.5)

 �$��=���	-��������
�

ininii bxaxaxa �


 ...2211

� �$��=���	-������
�
inninii bxxaxaxa �"


 
12211 ...  (xn + 1 �  0). (7.6)

? 
�� =� �
� ��=�� ����	��	 ���
��� �$��=���
ininii bxaxaxa �


 ...2211

��=�
 �
���

� � ����	�� ��������
��:

�
�
�

"�""""
�




ininii

ininii

bxaxaxa
bxaxaxa

...
,...

2211

2211 (7.7)

K���� ���

����� �����

����� �������, #� ����	
��	, ���
����
������� �$��=���-��������
�� � �$��=���	-������
� �����-
�>! ����� ����
���>�
��� ��������
��.

@��

���� ������, #� ����	
��	, �
>
� ������ ������ �����-
������ ����. %
�, 	�#� � �$��=���	� ���

����< �
�
�� :; ����-
$�
=
!
��	 ��
�


 � �
	����
� ����$����� ��������, 
� �������
��
����	 ���

����< ������< � ��
�� �
�
��, �
���
��< � ����� ��-
�����<, ����� �$’!�� ���=��
���� ������������ �������.

3. @�	 �
���� ������� xk, �� ����������� ����� ����
�����
�
�������
���>
� ��
 �����$�:

1-' ������. \< ���� �
����
� ����
 �����

������ �������� uk �
vk, �����	�"� xk= uk – vk. (#� ���� �� �$���"���	 ����
 �������).

2-' ������. J�#� = �� ������

��	 ��� ���������	 �
���
���
�

���� ����, 
� ��=�
 ������


��	 �����$�� �
���� �������,
��� 	���� �
�
���� ����� ������� �
��
� ����"�!
��	.

;�� ����� ���
��
>
� 

��� �����. � �������� ����	�� ���-
�� �
�
�� ���
=
!�� ������, �� ��’	�
�� �����> �����’!����
�
����� ��� ��"�, 
 ��
�� ����=
��� ���
� ����

��	!�� � ��> ��"-

� ����	��, 	�� �� �������
����
���	 � �$�������	�, � � �������
�����.

������
�
(��� �����	��
� ������
��
�� ����� �
���� �
�
� :; (�
�
��-

�
, �

��
�
�
, �
������
).
1. P��
�� ������, ��������
� ��
��
������ ��
�� ��=�
� �
-

��=

� ��� ������ ������� (,i) � ��� 2-� (,ij).
2. C� ��� ������ ��������
>
� ����� ����
�����
�.
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3. ? ���
��� ���� �
�
�� ��=� �����
� 
����� ����	��	 
$�

����� ��������
�, 
$� � ����	��	 � ��������
�.

4. O���� ������
��	 ����
��
� max 
$� min �������< �����, 

����� � maxmin 
$� minmax.

��=�
 � ���� �
 ��������> �����
���� ����
������ ��=�
$�
� �
���
�
 � ����� ��"�< �
�
��.

���
����� �������

1. �����
�
�
���

� � ����� �������< �
�
�� :; �
�
���� �
�
��: ��
�
�

�
������ ������< 5421 523 xxxxF 
""�

�
 ���� 

�
�

�

�
�

�

�

�
�"


�
"

�

"
�
"


0,,,,
85

622
32
22

54321

541

5432

5431

5431

xxxxx
xxx

xxxx
xxxx
xxxx

����’����:
? �
��� �
�
�� ���
�
!
��	 ��
�
� �
������ ������<, 
 ���
�-

�
 �$��=��� ���
�
� ��
��� ��������
�. �
=�, #�$ �
���

� << �
����� �������< �
�
��, ��
��$�� �����
� ��� �$��=��� — �����-
���
�� �� �$��=��� — ������
�. �������� ����� ��������
��, #�
����	
� � ���
��� �$��=��� �
�
��, ����� ��
�����, 
� ��� ����-
��� ��=� $�
� ���������� �������	� ��
����� ���

����� ����-
�

����� �������. ? ������


� �$��=���	 �
$��
>
� ����	��

����	��: 

�
�

�

�
�

�

�

�
�""


�

"

�


"
�

"


0,...,,
85

622
32
22

921

9541

85432

75431

65431

xxx
xxxx

xxxxx
xxxxx
xxxxx

.

�
=�, �
�
 �
�
�
 ��=� $�
� �
���
�
 � ����� �������< �
�
��


��� �����: �
��������

� ������> 5421 523 xxxxF 
""�

�
 ����: 

�
�

�

�
�

�

�

�
�""


�

"

�


"
�

"


0,...,,
85

622
32
22

921

9541

85432

75431

65431

xxx
xxxx

xxxxx
xxxxx
xxxxx

.
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2. �����
�
�
���

� � ����� �������< �
�
�� :; �
�
���� �
�
��:

5421 55,235,75,6 xxxxF "
"�  N max

�
 ���� 

�
�
�

��
�

�

�
�"


�"
"

�"




0,,,,
632
14122

1243

54321

5421

5431

54321

xxxxx
xxxx
xxxx

xxxxx

����’����. ��
���� ������������ ����>����	 ���������
������� �
�� �
�
�� �� �
�
����<: ��
�
� �
������ ������<

5421 55,235,75,6 xxxxF "
"�

�
 ���� 

�
�
�

��
�

�

�
�"

�"


�



0,,,,
2011

26103
6

54321

431

543

432

xxxxx
xxx

xxx
xxx

.

��

��	 �
�
�
 �
���
�
 � ����� ��	 �������< �
�
��, #� ��-
�	�
! � ��
���=���� �
����
������ ��
����	 ������< 43 2xxF 
�
N max

�
 ���� 

�
�
�

��
�

�

�
�

�


�


0,
2011

26103
6

43

43

43

43

xx
xx

xx
xx

.

A�����
 ������	 �
�
�� ����
�����
 �
 ��������> ����

���-
�� �
���
� 1x  � 5x  <� ��
���� ���������� �� ����	�� ���
��� �$-
��=��� �
�
��.

������� ��� �����������
�

1. [�� ��
�����!
��� ���������, �������� � �
��
��
�� ��	?
2. K����
� ������� �������� ����,�
� � �
��*� &���� ������

��
�� �	 � ��;�.
3. P�� ���, ����' �
�'��!!
��� 
��� ����
������� ��
���'?

������������� ��������

������
� � &���� �������� (����������) 
� �
��
��
��� (��-
��
������) ��
��� �	 ���
���� ��
���:
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1. F = x1 + x2 � min
3x1 + x2 > = 8
x1 + 2x2 > = 6
x1 – x2 < = 3
3x1 – 2x2 = 6
x1, x2 > = 0

2. F = 5x1 – 3x2 � min
3x1 + 2x2 > = 6
2x1 – 3x2 – > = –6
x1 – x2 = 4
4x1 + 7x2 < = 8
x1 > = 0

3. F = 2x1 + x2 � max
x1 – x2 � 4
x1 + x2 � 10
4x1 – x2 � 12
7x1 + x2 � 7
x1, x2 � 0

4. F = 2x1 – 4x2 � max
8x1 – 5x2 � 16
x1 + 3x2 � 2
2x1 + 7x2 � 9
x1, x2 � 0

5. F = 7x1 – x2 � min
x1 + x2 � 3
5x1 + x2 � 5
x1 + 5x2 � 5
0 � x1 � 4

6. F = x1 + x2 � min
3x1 + x2 � 7
–x1 + 2x2 � 2
x1 + 2x2 � 3
x1, x2 � 0

7. F = 2x1 + x2 � max
x1 – x2 � 4
x1 + x2 � 10
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4x1 – x2 � 12
7x1 + x2 � 7
x1, x2 � 0

8. F = 2x1 – 4x2 � max
8x1 – 5x2 � 16
x1 + 3x2 � 2
2x1 + 7x2 � 9
x1, x2 � 0

9. F = 7x1 – x2 � min
x 1 + x2 � 3
5x1 + x2 � 5
x1 + 5x2 � 5
0 � x1 � 4
x1, x2 > = 0
10. F = x1 + x2 � min
3x1 + x2 � 8
x1 + 2x2 � 6
x1 – x2 � 3
x1, x2 � 0

11. F = 3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 – x5 � min
x1 + 2 x2 – 3x3 + x4 – 5x5 � 5
2x1 + 3x2 –5x3 + 2x4 –7x5 � 8
3x1 + x2 – 2x3 + 6x4 + 2x5 � 6
x1, x2, x3 > = 0

12. F = 10x1 + 2x2 + 5x3 + 3x4 � max
x1 – 4x2 – 5x3 + x4 = 12
2x1 – 8x2 + 7x3 + x4 � 8
3x1 + x2 + 44x3 – 2x4 � 8
x3, x4, > = 0

13. F = x1 + 2x2 + 8x3 + 3x4 � max
2x1 + x2 + 5x3 – 2x4 � 12
8x1 – 2x2 + 3x3 + 3x4 � 8
x1, x2, x3> = 0
8x1 + x2 + 2x3 + 7x4 = 3

14. F = 3x1 + 2x2 + 8x3 + 8x4 � max
2x1 – 2x2 + 3x3 – x4 � 30
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3x1 + 6x2 – 2x3 + 3x4 � 8
–x1 + x2 + x3 – 2x4 � 5
x1, x2, x3 > = 0

15. F = 3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 – x5 � min
x1 + 2 x2 – 3x3 + x4 – 5x5 = 5
2x1 + 3x2 –5x3 + 2x4 –7x5 �8
3x1 + x2 – 2x3 + 6x4 + 2x5 � 6
x1, x2, x3, x4, x5> = 0

16. F = 10x1 + 2x2 + 5x3 + 3x4 � max
x1 – 4x2 – 5x3 + x4 � 2
2x1 – 8x2 + 7x3 + x4 � 8
3x1 + x2 + 44x3 – 2x4 � 4
x1, x2, x3, x4> = 0

17. F– = 5x1 + 2x2 + 8x3 + 3x4 � max
2x1 + x2 + 5x3 – 2x4 = 5
x1 – 2x2 + 3x3 + 3x4 � 6
x1 + x2 + 2x3 + 7x4 � 7
x1, x2, x3, x4> = 0

18. F = 3x1 + 2x2 – x3 + 4x4 � max
2x1 – x2 + 3x3 – x4 � 7
–3x1 + x2 – 2x3 + 3x4 = 8
x1, x2, x3, x4> = 0

19. F = 4x1 – 2x2 – 8x3 + 3x4 � min
x1 + x2 – 5x3 + 4x4 � 7
8x1 + x2 + 2x3 + 7x4 � 9
x1, x2, x3, x4,> = 0

20. F = 2x2 + 8x3 + 8x4 � max
2x1 – 2x2 + 3x3 = 3
3x1 + 6x2 – 2x3 � 4
–x1 + x2 + x3 � 1
x1, x2> = 0
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����������� ��������

K�����
� �������� (��������
 �� %++) �������
� ������ ��-

��� �	 � �
��*� &���� � ��;�.

�������� �������
1. K�����
� �������� �������
� ��
��� �� ��������� &����

������ ��
��� �	 � ��������� &���� ��
��� �	.
2. K�����
� �������� �������
� ��
��� �� ��������� &����

������ ��
��� �	 � ����
�����.
3. K�����
� �������� �������
� ��
��� �� ��
�-���� &����

������ ��
��� �	 � ��������� &����.
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×àñòèíà 2
��	��
 
���’������ ����� ��

���� 8
�����	

��� 	(�������� �����3 (�

1. �(�4	
��4	3 8����3���F �(�

C����

 ������������
� ��
��� �������< �
�
�� :; �
���>!
������� $
�

���
����. ��=�
 ���"��
 ����� $
�

���
����

����
�
! ������� ��
�. ? ����� � ���"�� $
�

���
����
 ����’	-
��� ��
����	 �������< ������< ! �
����
����� (�
 �����, #� ��-
����	 �$��=��
 ������ �
 $������ ��
���), 	�#� �
����
���� ��
-
����	 ������	 �����
! $���"� ��= � ����� 
����, #� ! ������>
�������> ���$��
��!> �
��� ���"��.

'��"��� $
�

���
����
 ����’	�
��, � 	��� ������
 ������	
�����
! �
����
���� ��
����	, ��
�
� ������	�� ����
�, 	�#�
�
�
�
, �
���
�
 � ����� �

��
�
��<, ���
�
� �� $���"� ��= ���
������ 
$� �
�
�
, �
���
�
 � ����� �������<, ���
�
� �� $���"�
��= ��� ������ ������, — �
�� �

����, ���
����< � �������!�
�� �
���
��� �$��=��� �
�
��.

��
����� ����’	��� �
�
��, #� ���	�
! � ����
����� �
����
-
������ ��
����	 ������<

2211 xcxcF 
� (8.1)

�
 ����
� iii bxaxa �
 2211  & 'ki ,1� , (8.2)

0�jx  & '2,1�j . (8.3)
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��=�
 � ��������
�� (8.2), (8.3) ���
��� �$��=��� �
�
��
�����
����� ����
�
! �������
� ���������� � ��
������� ��	-
���� iii bxaxa �
 2211  & 'ki ,1� , 01 �x  � 02 �x . ? 
��� �
��, 	�#�
���
��
 ��������
�� (8.2), (8.3) ������
, ���	���> << ����’	����
! $����� 
����, #� �
��=

� ���� ��
�
��� �������
�. ��������
$����� 
���� ����
��� �
��� �������
� ������
, 
� ���	���>
�����
���� ����’	�
�� �
�
�� (8.1)—(8.3) ! ������
 ���=��
,
	�
 �
���
!
��	 $
�

���
����� ����’	����. )
����� ����� $
-
�

���
���
 ��=

� �
 ��	���, ����	��	 	��� �����	
� � ���
-

����< ���
��� �$��=��� �
����> ��
��� ��������
�� �
 ��
��

����< ������
�.

%
��� �����, ���

���
 �
�
�
 :; ���	�
! � ��
���=����


��< 
���� $
�

���
���
 ����’	�
��, � 	��� ������
 ������	
�����
! �
����
���� ��
����	. A	 
���
 ����! 
���, ���� $
-
�

���
��� ����’	�
�� �� ���
�� � �
 ����� ������
 ������	
�$��=��
 ������. �
 ��
�
��� ���� � ����� � ���"�� $
�

���-

���
 ����’	�
�� ������
 ������	 �����
! �
����
���� ��
-
����	. @�	 ����
����	 �
��< ���"��� ��$���!�� ����> ����	

hxcxc �
 2211  (�� h  — ��	�
 ���
���
), 	�
 �������
� ����� $
-
�

���
��� ����’	�
�� 

 �����������	��
 ���
��� �, � ������-
�

����� << � �
��	�� ���
��
 & '21,ccC �  �� 
�� ���, ���� ���

�� ������ ����� ��

��> << �
�
���� 
���� � $
�

���
�����
����’	�
��. �������

� ��
�
��< 
���� � ����
�
>
� ��
��
-
����� ��
� �
��< �
�
��.

��
���=���	 �����
������ ��
����	 �������< ������< ��� �
-
��� ���
��� �$��=��� �������	!
��	 ��� ��
���=���	 << �
����
-
������ ��
����	 ��� 
�� =� �$��=���	� ��"� 
��, #� ����	 ���-
�	 hxcxc �
 2211  �������
!
��	 �� � �
��	�� ���
��
 & '21,ccC � , 
 �
���
���=���� �
��	��.

@��	��
 �����
���� ����’	�
�� ���
��� ��=� $�
� ����=-
���>, 	�#� ���
��
 �$��=��� ��������
 (���. 1 (
)), ����!> 
��-
��> (���. 1 ($)), ������� $
�

���
������ (���. 1 (�)) � ���$��-
=���> ������> $
�

���
���> ���	���> (���. (�)).

@�	 �
��
�
��, ���
��� �
 ������
� �$��=���> ���	���> ��-
���
���� ����’	�
��, ��=�
� ���
��
��	 ��
 ���
���:

�
������ �������< ������< ���	�
!
��	 � !����� 
����
(���. 1 (�));

�
����
���� ��
����	 �������< ������< �

��� ����� �
���� ���"��
� 7 � � �, �
=�, � $���-	��� 
���� �������
 7�
(���. 1 (=)).
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? �
�� ���� ���	��
 �����
���� ����’	�
�� ! ���$��=���>,
��=�
� ���
��
��	 �
��
�
�:

������
 ������	 �
! ���
����� (���. 1 (�));
������	 ���$��=��
 ������ � �����, Fmax = ^, Fmin = –^ ���. 1 (�));

,1

,2

 
,1

,2

&��. (�) &��. (�)

2. �(��

	� 
���’������ �(� �
�?3��
� ��	����

�
=�, ��
���=���	 ����’	�
��	 �
�
�� :; (8.1)—(8.3) �
 ��-
���� << �����
�����< ��
�����

��< ���>�
! 

�� �

��:

1. (���>
� ��	��, ����	��	 	��� �����	
� � ������


� �
���� �
�$��=���	� (8.2) � (8.3) ��
��� ��������
�� �
 ��
�� 
����< ������
�.

2. ��
���	
� �������
�, ����
���
�� ��=��� � �$��=��� �
�
��.
3. ��
���	
� $
�

���
��� ����’	�
��.
4. (���>
� ���
�� & '21,ccC � .
5. (���>
� ��	�� hxcxc �
 2211 , #� �������
� ����� $
�

���-


��� ����’	�
��.
6. ;������
>
� ��	�� hxcxc �
 2211  � �
��	�� ���
��
 C , ��
-

������ ���� 
$� ��
���	
� 
���� (
����), � 	��� ������
 ������	
�����
! �
����
���� ��
����	, 
$� ��

����>>
� ���$��=�-
���
� ������ ������< �
 $������ ��
���.

7. '���
�
>
� �������

� 
���� �
������� ������< � �$���-
�>>
� ��
����	 �������< ������< � ��� 
����.

������
�

'��"��� $
�

���
����
 ����’	�
��, � 	��� ������
 ������	
�����
! �
����
���� ��
����	, ��
�
� ������	�� ����
�, 	�#�
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�
�
�
, �
���
�
 � ����� �

��
�
��<, ���
�
� �� $���"� ��= ���
������ 
$� �
�
�
, �
���
�
 � ����� �������<, ���
�
� �� $���"�
��= ��� ������ ������.

@��	���> �����
���� ����’	�
�� �
�
�� ! ������
 ���=��
,
	�
 �
���
!
��	 $
�

���
����� ����’	�
��.

�
�
�
 ���	�
! � ��
���=���� 

��< 
���� $
�

���
���
 ����’	-
����, � 	��� ������
 ������	 �����
! �
����
���� ��
����	.

�������

� ��

����< �
�
����< 
���� $
�

���
���
 ����’	-
���� � ����
�
! ��
��
����� ��
� �
��< �
�
��.

���
����� �������

�
�
�

@�	 ����$���
�
 ���� ����� ����$�� * � B ������!��
�� ����-

���
���! 
�� ���� ��������. C���� ��
�

� �������� ��=����
���� �
 ����
������	 ������� ��������< �
���� ���� �
������ �


$����. ? ��� =� ��
�
�� ���$�
�� ��� ��
���
��< ������ ����$�
��=���� ���� � �
�
���
 �������
� �������� �
���� ����, 	�
 ��-
=� $�
� �������

�
 ������!��
��� (���. 

$�. 10).

+������ 10

��
��
 ���


C���� ��
�

� �������� (��) �
 ���� ����$

'�� ��������

* '

�
�
���

�������
�
��������

(��)

1 12 4 300

2 4 4 120

3 3 12 252

;��$�
�� ��� ��
���
��<
������ ����$� (���)

30 40

'�
����>��, #� ����$� * � B ��=�
� ����$�	
��	 � $���-
	��� ���������"���	� (�$�
 �
$���������), ���
�
!
��	 ���
�
�
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��� ��
� <� �������, ��� 	���� ���$�
�� ������!��
�
 ��� ��
-
���
��< ���� ����$�� ! �
����
�����.

����’����. ;�����
���, #� ������!��
�� ����
���
� 1x  ��-
��$�� ����	�� * � 2x  ����$�� ���� '. �������� ����$���
�� ���-
�����< �$��=��� ��������> ��=���� ����, #� ! � ������	�=����
������!��
�
, � �������
� ����$��, #� ����
���	!
��	, �� ��=�
$�
� ���

�����, �
>
� �������

��	 ��������
�:

�
�
�

��
�

�

�
�

�

�


.0,
252123

12044
300412

21

21

21

21

xx
xx

xx
xx

�
�
����� ���$�
�� ��� ��
���
��< 1x  ����$�� ���� 7 � 2x  ����-
$�� ����	�� � ���
�� 21 4030 xxF 
� .

%
��� �����, �� ��������� �� �
�
����< �

��

����< �
-
�
��: ����� ���� �����

����� ����’	���� �
��< ���
��� �����-
��� ��������
�� ���
�
!
��	 ��
�
� 

��, ��� 	���� ������	
F  �����
! �
����
���� ��
����	. ��
����� ����’	��� ����-
������
��< �
�
��, �������
���>�� << �����
����� ��
�����

-
��>. )���

�� ����
���� $
�

���
��� ����’	�
��. @�	 ����� �
��������
	� ���
��� �$��=��� � ����
� ����
�����
� �������
��
�� ��������
�� �
������ �
 ��
�� 
����< ������
� � ��
���-
�� ���������� ��	��:

& '
& '�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�


50
40

252123
12044
300412

2

1

21

21

21

x
x

xx
xx
xx

.
)3(
)2(
)1(

��=�
 � ��$����
��� ��	��� ����
� ���#��� �
 ��� �
���-
���#���. �������

� 
���� ����!< �
������#��� �
�������	-
>
� ���

����� ��������
�, 
 ��"�< — ��. Y�$ ����
��
� "��
-
�� �
������#���, ��
��$�� ��	
� 	��-��$��� 
����, #� �
��-
=�
� ����� � �
������#��, � ��������
�, �� �
�������	>
� << ��-
�����

� �
��� ��������
�. J�#� �������

� ��	
�< 
���� �
��-
�����	>
� �
��� ��������
�, 
� "��
��> ! 

 �
������#��
,
	��� �
��=�
� �	 
���
, ��
�"� — ��"
 �
������#��
 (���.
���. 2).
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81

82

7

�

(1)     (2) (3)

&��. 2. /�
������ ��
��

��
�����, �
�����
�, �
������#���, ����
���
�� ��������
>
300412 21 �
 xx . @�	 �����, ��$����
�"� ��	�� 300412 21 �
 xx ,

�������� 	��-��$��� 
����, #� �
��=�
� ����� � ���� ����=
-
��� �
������#��, �
�����
�, 
. �. (0;0). �������

� ��!< 
����
�
�������	>
� ��������
� 12 · 0 + 4 · 0 < 300; ��
��
�, �
���-
���#��
, 	��� �
��=�
� 
. � (0; 0), ����
�
!
��	 ��������
>

300412 21 �
 xx .
;���
�� ����=
��� �
������#�� � ����
�
! $
�

���
���

����’	���� �
��< �
�
��. (
�

���
����� ����’	�
�� ! �’	
���
���
OABCD. �������

� $���-	��< 
����, #� �
��=�
� ����� �’	
�-
��
����, �
�������	>
� �
��� ���
��� ��������
�� � ����� ����-

�����
� �������. %��� ����������
�
 �
�
�
 $��� ����’	�
�
,
	�#� �� ���=��� ��
�
� 
����, #� �
��=�
� �’	
���
����
OABCD, � 	���� ������	 F  �����
! �
����
���� ��
����	.
Y�$ ��
�
� ��
�
�� 
����, #� �
��=�
� �’	
���
���� OABCD, �
	���� ������	 F  �����
! �
����
���� ��
����	, ��$���!�� ��-
�
�� & '40;30�C  � ��	��, 	�
 �����������	��
 ���
��� �.

;�����#
>�� ��$����
�� ��	�� 4804030 21 �
 xx  � �
��	��
���
��
 C , $
����, #� ��

����> �
�
����> 
����> << � $
�

�-
��
����� ����’	���� �
�
�� ���=�
� 
���
 �. �������

� ��!< 
�-
��� � ����
�
>
� ��
� ������� ����$�� 7 � �, ��� 	���� ���$�
��
��� <� ��
���
��< ! �
����
�����.
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��
����� �������

� 
���� ' 	� 
���� ����
��� ��	��� (2) �
(3). �
=�, << �������

� �
�������	>
� ����	��	� ��� ��	-

���
�
�
�

�

�


252123
,12044

21

21

xx
xx .

&���’	�
�"� �> ���
��� ����	��, ����=���, 12*
1 �x , 18*

2 �x .
�
=�, 	�#� ������!��
�� ����
�! 12 ����$�� ���� 7 � 18 ����$��
���� �, 
� ���� ����=�
� �
����
����� ���$�
��, ������

���108018401230max �(
(�F .

�����
�
&���’	�

� ��
�����.

0,
623

2
7

4
max33

21

21

21

21

21

21

�
�


�

�
"

�

�
�

xx
xx

xx
xx

xx
xxF

1. ;�$���!�� �
 ���#��� � ���
�
���� ��	����
��� ���
���
�������

 ,10,2 ���	��� ������
���� ����’	�
�� �
�
��.

2. C�������
� ,1 � 0 � ,2 � 0 ���
�
>
�, #� ���	��� ����’	���
$��� ���

"��
�
 ��
����� ��� ��� �����

 � �
� ����> 
$����.

3. @�	 ��=��< ��������
� ��$���!�� �
 ��
���� ����������
��	�� (�
�����"� ���������� ��������
� �
 ������
�).

4. ��
����� ���	��� ����’	���� �
 ���#��� ��	 ��=��< �����-
���
� �
 ��
�
�� ��������
��.

5. @��	��
 ����
��
�� $��� ���	���> ������
���� ����’	����.
6. ��
��� 
���� �
���
��< ������< $
�

���
���< ���	��� $�-

��
� ��������

� $
������ ����’	�
��	� �
�
��. ��
����	 �����-
��< ������< ��=�
 ����
��
� � $���-	��� 
���� 8 = (,1, ,2) ���	���
������
���� ����’	����.

7. ;�$���!�� ���
�� ����
�� �� , #� ������
� � ���

�� ����-
���

, � 	� �������

� �����< 
���� �������
���!�� �������!�
�
��� ������� � �������� ������<.

8. ;�	�
 ����	, �����������	��
 ���
��� �� , $��� �����
���-
��� ������ 
���� 8 = (,1, ,2), � 	��� ������
 ������	 �����
! ��-
�
���� ������
�� ��
����	.

9. '��
�� ��  ���
��! �
��	��� �����$�=���� ������#���	
��	��<, #� ��������
! �$���"���> �������< ������<.
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10. �
����
������ ��
����	 ������
 ������	 ���	��� � ��-
#��, ��
���� 
���� $
�

���
����
. �������

� ��!< 
���� $���
�
��
��
����� ����’	���� �
�
�� � ��=�
� $�
� ��
����� ���
����’	�
��� ����	��, �
 ����
��� 	��� ���"�
 �	 
���
.

@�	 ��=��< ��	��< ��$���!�� 
����:
1) (0;–1); (4;0)
2) (0,7); (–7;0)
3) (0;1); (2;0)
4) (0;3); (2;0).
�������

� ���
��
 ����
��: �� = (3; 3) (���. ���. 3).

�

,2

,1

(2)

4

3

1

1 2 3 4

(2) (3) (1)

�

%

7

&��. 3. /�
������ ��
��

*') — ���	��
 �����
���� ����’	����.
I�����	 �����
! ��
��
���� ��
����	 � 
���� 7.
8��
 = (0; 3)
F = 9.

������� ��� �����������
�

1. O� ���
��� 
������! 
����
���, ����’����� ��
���?
2. 6������
�, � ���� ������* ������
� ����’������ ��	 ���-

&����� ��
�
��.
3. $� ���'
� ��
������� �������� �������� &������?
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������������� ��������

1. 	�����

6���’���
� ���&����:
F = x1 + 2x2 � max
–3x1 + 2 x2 + x3 = 9
3x1 + 4x2- x4 = 27
2x1 + x2 + x5 = 14
x1, …, x5 > = 0

2. F = x1 + x2 � min
3x1 + x2 – x3 = 8
x1 + 2x2 – x4 = 6
x1 – x2 + x5 = 3
x1, …, x5 > = 0

3. F = 5x1 – 3x2 � min
3x1 + 2x2 – x3 = 6
2x1 – 3x2 – x4 = –6
x1 – x2 + x5 = 4
4x1 + 7x2 + x6 = 8
x1, …, x5 > = 0

4. 	�����

�������
���!�� �����
����� ��
�����
���!, ���'
�
� ����’�-

��� ��
���:
max  21 xjx 


��� ���������,
& '

& ',1
132

21

21


"�
"
�


jxjx

xxj

�� j  — 
������� ��&�� (��������
, ��
���� ��&�� +1 � ��������'
������ �
�
��
�).
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���� 9
��	�� ��4(3������� ��(3�C���� �(���

1. ����8� ��	
��(5��4	3 ��	���
��4(3������� ��(3�C���� �(���

��
��� ����’	�
��	 �
�
� :; ���	
��	 �
 ������� � �
��
�����.
������� — �� 
���� ��
���, �
��
����� — �
$��=���.
)���� �������� ��
���� ���� ������
�:
1. ��
�� ������������ �����"���	 ��
�� (��������-��
��).
2. ��
�� �
������	 ������.
3. ��
�� ���������	 �������=����
��.
O���>
� ��	�� <� �������
��<.
�
 ��������> �
��

����� ��
���� �� ��=�
 ��
�

� 
������

����’	�
��	 �:;. *�� $���-	�
 
�����
� � ����
����� ����’	�
��	
��=� $�
� ���	���

 ����	 ��������� ����
 ������.

���������	 �
 �����	�� ��
��� ������������ �����"���	
��
��. A�� �������� ��
�� �
 ��
�
��� ���
���
!
��	 �
�
�"� �

��"�. ������ ��
��� $��� ����������
�� @
������ � 1947 �.

O��	 ��
��� ���
�
� 
�� ��
�
�� �����
�:
1. ?�
��!
��	 �����$ �$�������	 �������� ��
��.
2. '�

����>!
��	 ���
�
, #� ������	! ��������
�, �� ! ����-

��� ��
� ��
��
�����.
3. ?�
��!
��	 �����$ �������� ��� ����
��
������ ��
�� ��

��"��� �������� ��
��, $��=���� �� ��
��
������.
*�����
� ��
��� ������	! ����
��
� ����’	���
�� �:;, 
�$
�

� ������� ��
���
��< ��
��� ��
!
��	 ��

����
�, �� �� ��	�����	
����� �
�
�� ������������� � �� �
$������>
� ���� �$��=����
�
�������< ������<.

? ��
��� ;.;.;. ������

����� 
����� � �������� ��
�
��.
C
������ ���
�� ��
��
�����
� �������� ��
�� (��� ! ���


���

����� �����> ��
��
�����
�).

max N L (X) = �
�

n

j 1
cjxj (9.1)

�
 ����:

�
�

n

j 1
Ajxj = B (j = m,1 ), (9.2)
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�� 
��
�

�




��
�

�

�
��

mb

b
BA ...

1

0  — ���
�� �$��=��� �
�
��

�
�
�

�




�
�
�

�

�
�

mj

j

j

a

a
A ...

1

 — ���
�� ���� �
�
��, 
��� #� i = m,1

xj j 0 (j = n,1 ). (9.3)

;������

�����, #� m < n, � #� ���
��
 ���� (9.2) :C�, 
�$-

� �
�� �

���� ���� << ������ m.

C
�
�
!�� ����
����	 �������� ��
�� � ���� $
����.
;�
� X = (x1, …, xn) �:; (9.1)—(9.3) (�
���
��< � �
��������

�����) �
���
!
��	 �������, 	�#� ���
��
 ���
���� ���� Aj, ���-
������
 ���� ����
����� ��������

� (xj > 0), :C�.

%�
 � �
�� �������

�����, #� �
�� ���
��� ������ ����� ��-
��	�� � ��� ���
��� (m).

(
����� �������� ��
�� �
����� ���
��� m :C� ���
����-
����, 	�
 ���>�
! ��� ���
��� Aj, #� ��������
>
� ����
�����
���
����� �������� ��
��.

��������
� �������� ��
��, #� ��������
>
� $
������ ���-

��
�, �
����� $
�������, ��"� ���
$
������� 
$� ��������.

J�#� ��� $
����� ��������
� �������� ��
�� $���"� �
 ����,

� ��
� �
���
!
��	 �������=����, ��
�"� — �����=����.

2. �����3 (3�39���� �
��
��������

C
�
�
!�� ������� ����=���	 ��������� �����
���
��	 


�������� �������� � ����!< ����� �
���� �
�
� :; � ��"�.

�
�
���
 �
�
�
 :; [5] ������>!
��	 � 

��� �����$. ;�
��$-
�� ��
�
� �
������ (
$� �������) �������< ������< n �������

),...,,( 21 nxxx :

�
�

��
n

j
jjn xcxxxLxL

1
21 ),...,,()( : (9.4)

��� �$��=���	�, �
��
����� �
 ������ nxxx ,...,, 21  ����:

,,1, 1
1

mibxa
n

j
ijij ���

�
(9.5)
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�
�


��
n

j
ijij mmibxa

1
1 ,,1, (9.6)

1,1,0 njx j �� , ),( 1 nn � (9.7)

:������ ������> (9.4) — ���
���� 	���
� ��$�
��� ������� —
�����	
� �
���

� �������> �����> �
�
��, $����� ���
����

),...,,( 21 nxxx�! , #� �
�������	>
� ����
� (9.5)—(9.7) — ���	�-
��> ����
����	 �
�
��.

�

���> )( ijaA � , ���
���� � �������!�
�� �
�
��, �
���
>
�
�

����> ���� �
�
��.

'��
��-�
������

��
�
�
�

�




��
�
�
�

�

�

�

mj

j

j

j

a

a
a

A
�

2

1

,
���
����� � �������!�
�� aij, #� �
�	
� ��� ������� xj � (9.5)—
(9.6), �
����� ���
���� ���� �
�
�� (9.4)—(9.7).

'��
�� �
������

�
�
�
�

�




�
�
�
�

�

�

��

mb

b
b

BA �
2

1

0

�
����� ���
���� �$��=��� �����	��
�< �
�
��.
'��
��-�	���

),...,,( 21 ncccC �

�
����� ���
���� �
�
��
�� �
�
�� (9.4)—(9.7).
'��
��-�	��� ),...,,( 21 nxxx# � , #� �
�������	! ����
� (9.5)—

(9.7), �
���
!
��	 ��
��� �
�
�� ��������� �����
���
��	.
? �����	
�� ����
����	� �
�
�� (9.4)—(9.7) ��=�
 �
���

�

� ���
������ ����	��.
),()(max xcxL �� , (9.8)

BA
n

j
jj x �
�

�
�

1
, (9.9)

0�X , (9.10)



76

�� ��
�� �
�

 ���
�
>
�, #� ��
� «=» �������
��	 �� ���"�� m1
��������
, 
 ��
� «k» — �� ��"�� m – m1, #� ���
�
! ���
��� �
(9.9), 
$� � �

������� ����	��:

),()(max xcx � � , (9.11)

BAx �
� , (9.12)

0�x . (9.13)
;�
� �
�
�� ),...,,( **

2
*
1

*
nxxxX �  ��� 	���� ���	�
!
��	 �
����
-

���� ��=���� ��
����	 �������< ����� �
�
�� (9.4)—(9.7), �
��-
�
!
��	 ��
��
����� ��
��� 
$� ����’	���� �
�
�� (	�#� ��
��-
$�� �
��������

� ����� (9.4)). @�	 ��
��
������ ��
�� X* � ��	
$���-	���� ��
�� X �
�
�� ���
������� ���������"���	

)()( * xLx � (9.14)

? ����� ���
��� )( *x  �
���
!
��	 ��
��
����� ��
����	�
�������< �����.

J�#� ����! ����

�

 ) 

�
, #� MxL �)(max , ��	 $���-	����
X � ���	��� ����
����	 L(X), 
� �����	
�, #� ������	 L(X) �$��-
=��
 ������.

J�#� �
�
�
 �
! ����	�:

�
�

��
n

j
jj xcxL

1
)(max , (9.15)

�
�

��
n

j
ijij mibxa

1
,1, , (9.16)

njx j ,1,0 �� , (9.17)


� 

�
 �
�
�
 �
���
!
��	 �
�������> [1].
�
�
�
 (9.15)—(9.17) ! �
�
��> ���
��� �
�
�� (9.4)—(9.7),

�
�
�� (9.4)—(9.7) ��=�
 ����
� �� ����	�� (9.15)—(9.17) [1],
���
�"� � (9.6) $
�
���>�� ������ ),1(0 1mmlx ln "��
 , ����>-
���"� ),1( 1 nnjx j 
� , � (9.4)—(9.6), 
$� �
�����"� <� ������
	��

jj xx $$"$ , �� ),1(0, 1 nnjxx jj 
��$$$ .
J�#� ��
��$�� ��
�
� ������� (9.4), 
� 

�� �
�
�� ��=�


����
� �� �
������
��<, 	�#� �
���
� L(X) �����	��
� L(X). ��=-
�����
� 

���� �������� ��$�� ����� �
 ������� 4.
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y = –f (x)

y = f (x)Xx

yx

yx

&��. 4. ;������ ��� �
������
��< �� �������
��< �������< �����

)).(max()(min xLxL ""� (9.18)

%
��� �����, �
�
���
 �
�
�
 ��������� �����
���
��	 ��-
=� $�
� ������
 �� �
�������< ����� �
����. ;������ 	�#�
������ ����’	�
��	 �
�������< �
�
��, ���
� �� $��� ���
��

),...,,,...,,( **
1

**
2

*
1

*
1mmnnn xxxxxX "

� , 
� ����’	���� �������< �
�
��

(9.4)—(9.7) $��� ���
�� ),...,,( **
2

*
1

*
nxxxX �  [1]. ��

��! 
����=���	

������	! �����	�

� 
����� �
������� �
�
�� ��������� �����
��-
�
��	.

;�
� ),...,,( 21 nxxxX �  �
���
!
��	 ������� ��
��� �
�
��
(9.15)—(9.17), 	�#� ���� ����
����� ��������

� )0( �six  ���-
�����
>
� �������-���
��=�� ���
��� ����� Asi.

�������� ���
��� Aj ! ���
��
�� m-������� ����
���, 
� �����
��������
�� �������� ��
�� ����! �� $���"� m ����
����� ���-
�����
��.

%�
 � �
�� $����� �������

�, #� �
�� ���
��� (9.16) �����-
�>! m, 
�$
� ����� ����	�� � ��� ���
���.

)��
��� m �������-���
��=��� ���
���� ����, #� ���>�
! ���

� Asi, ��	 	��� 0�six , �����	
� �
���

� $
����� �������� ��
-
�� X. ��������
� xsi, ��’	�
�� � ���
��
�� $
����, �
���
>
� $
-
������� ��������

�� ��
��. J�#� ��� $
����� ��������
�
�������� ��
�� $���"� �
 0, 
� 

��� ��
� �
���
!
��	 ������-
�=����, � ���
���=���� �
�� — �����=����.

	������. J�#� ���
��
 (9.16) �
! ���
 $ ���� ������� ��
�,

 )(x  �$��=��
 ������, 
� ������
 ����
 L(X) �
�
��. (9.15)—
(9.17) ���	�
! ����� ��
��
������ ��
����	 �
 ������ � �������
��
��� �
�
�� [1].

A	 
�����
 ������	! "��

� ��
��
����� ��
� ����� �������
��
��� �
�
��, ����� 	��� � �
�
�� �� $���"� m

nC .
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)���������� ��
�� (��
�� ����’	�
��	 �
�
� :;) �
����
���
�
 �
��
����� ��
�
����
� �
�
� :;.

3. ����8� ��	
��(5��4	3 ���
���� �(���

&����	���� �
�
�� :;, �
���
�� � �
�������� �����

�
�

��
n

j
jj xcxL

1
)(max (9.19)

�
�

��
n

j
ijij mibxa

1
,,1, (9.20)

0�jx (9.21)

(����� �������

�, #� ����	��	 ���
��� (9.20) �������-
���
��=�� � #� m > n.

C��
� ���
�� ),...,,( 21 nxxxX �  �������=���� ������� ��
� �
-
�
�� (9.19)—(9.21) � $
������� ��������

�� mixsi ,1,0 �� . )�-
�
��� (9.20) ������"��� � ���
������ ����	��

BxA
n

j
jj ��

�1
(9.22)

%��� ���
��� misiA ,1, �  �
���	
� $
��� �������� ��
�� X.
K���� Ix ����
���� $����� �������� $
������ ��������
�� ��
��
8, 
�$
�

},...,,{ 21 mx sssI � (9.23)

� ����
����	 �������� ��
��

0�jx , 	�#� xIj � .

)��������"���	 (9.22) ��=� $�
� �������
�� 

�:

�
�

�
n

j
si BA

1
(9.24)

?������ ����
����	

000 , BAxx isi �� . (9.25)
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%��� (9.24) �����
! ����	�

�
�

�
m

i
isi xAA

1
00 . (9.26)

)��������"���	 (9.26) ��=�
 �����	�

� 	� �����
�
��	 ���-

��
 a0 �� $
������ ���
��
� Asi. �������� ���
���

},...,,{}{ 211 smss
m
isi AAAA �� (9.27)

�
���	
� $
��� m-������� ����
���, 
� ���
���-����� Aj ��=�
�
$�
� ���
�� � ����	��:

njxAA ij

m

i
sij ,1,

1
�� �

�
, (9.28)

�� ),1( mixij �  �������!�
� �����
�
��	 ���
��
 Aj �� $
������ ��-
�
��
� ),1( miAsi � .

;�!���>�� (9.26) � (9.28), ����=��� ���������"���	

njxAA
m

j
ijsij ,0;

1
�� �

�
, (9.29)

	�� � �������

��� ����� �
>
� ����	�:

�
�

���
m

i
ijksikj njmkxaa

1
,0,,1, . (9.30)

'������ � �����	� �
�
��
��:

�
�

��)
m

i
ijsij njxc

1
,1, , (9.31)

njcZ jjj ,1, �"�* , (9.32)

�� csi — �������!�
� �������< ����� (9.19) ��� $
������ �����-
���

� X. ;
�
��
�� Zj � j*  ����
�
>
��	 ������
���, 	� 
�����
$���
� ������ ������� ��
� �
�
�� 8 � ���� $
��� m

isiA 1}{ � .

	������ (�%��#� ������$'��+�� �������� �$���)
������� ��
� 8 ! ����’	���� �
�
�� (9.19)—(9.21), 	�#�

0�* j  ��	 ���� nj ,1�  [5].
�
!"#$��
J�#� ��
��$�� ��
�
� ������� �������< �����, 
� �������

��
� 8 $��� ��
��
����� ��� njj ,1,0 ��* . J�#� �
�
��
��
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j*  �$����>>
��	 �� (9.32), �����	
�, #� ���
�
 ��
��
�����
�
�������
���!
��	 � ���"�� �����.

'���
���� ���
�� ),...,,( 21 m����+  � ����:

�
�

���
m

k
sikksi mica

1
,1 . (9.33)

%��� ��=�
 �
���

�

� � � � � �
� � � � � �

�������)
m

i

m

i

m

k

m

k

m

i

m

k
kkjkijksiijkksiijsij axaxaxc

1 1 1 1 1 1
,)()( (9.34)


$�

�
�

���)
m

k
kkjj nja

1
,1, . (9.35)

J�#� Zj �$����>!
��	 �� (9.35), 
� �����	
�, #� ���
�
 ��
�-
�
�����
� �������
���!
��	 � ������ �����.

)��������"���	 (9.34) ������
� �����
���
���
� ���� ����
���
�� ��
��
�����
�. %
��� �����, 	�#� ������ ������� ��
�
X, 
� �
 ��������> ��

����< 
������ ��=�
 ��������
� ���� ��-

��
�����
�.

;
�
��
�� j*  �
���
>
��	 �����
�� ���
���� ���� Aj. J�#�
��
� ��	����	 ����
��
�����, 
� �����
� �� ������ ��������
��
�� ��=�
 �
 ��������> ������������ ��
���.

!����'���( 1
� (9.29) ������
!, #� �������!�
� �����
�
��	

lisx (��� lSj � )
$
������� ���
��
 

lsA  �� ���
��
� ����� $
���� �$����>>
��	 �

������
��:

�
�
�

��
�

�
mili

li
x

lis ,1,	�#�,0
	�#�,1

. (9.36)

!����'���( 2
� (9.31), (9.32) � (9.36) ������
!, #� ��� xIj�  0�* j , 
�$
�

������ $
������ ���
���� 0�*si .
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? ��������� �������� ��
�� �
 ��
��
�����
� ��=� ���
��
��	
���� � 
���� ���
����:

1. lj j 0 ��	 j p Jx Aj = rAsixij, ���
� j = si => Asi = Asi · 1;
lj = rcsixij – cj = csi = lsi =csi · 1 – csi = 0.

;�� j p Jx, lj = 0.
2. lj < 0 ��	 ��	���� j, � ��� ��������, #� ��������
>
� �����

�������

Xij k 0, (i = m,1 ).
3. lj < 0 ��	 ��	��� �������� ji � ��	 ��=���� 

���� j 	� �
�-

���"� ���� � ����� xij �����’!���.
? ���
��� 1, 	� �� ������
� � ���
�� ��
��
�����
�, ��
� !

��
��
�����.

������
�

*�����
� ��
��� ;;; ������	! ����
��
� ����’	���
�� �:;,

�$
� � ������� ��
���
��< ��
��� ��
!
��	 ��

����
�, �� �� ��-
	�����	 ����� �
�
�� ������������� � �� �
$������>
� ���� �$-
��=����
� �������< ������<. ������� �����
� ��
��� ;;;:

1. ?�
��!
��	 �����$ �$�������	 �������� ��
��.
2. '�

����>!
��	 ���
�
, #� ������	! ��������
�, �� ! ����-

��� ��
� ��
��
�����.
3. ?�
��!
��	 �����$ �������� ��� ����
��
������ ��
�� ��

��"��� �������� ��
��, $��=���� �� ��
��
������.

�
�
���
 �
�
�
 :; [5] ������>!
��	 � 

��� �����$. ;�
��$-
�� ��
�
� �
������ (
$� �������) �������< ������< n �������

),...,,( 21 nxxx :

�
�

��
n

j
jjn xcxxxLxL

1
21 ),...,,()(

��� �$��=���	�, �
��
����� �
 ������ nxxx ,...,, 21 :

,,1, 1
1

mibxa
n

j
ijij ���

�

�
�


��
n

j
ijij mmibxa

1
1 ,,1,

1,1,0 njx j �� , ),( 1 nn � .
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;� ���
��
� $
���� ��=�
 �����
�
� $���-	��� ���
�� m-
������� ����
���, ������
 � ��� ���
���-����� �
 �������>

Aj = �
�

m

i 1
Asixij, (j = n,1 )

������� ��
� 8 ! ����’	���� �
�
�� (9.19)—(9.21), 	�#�
0�* j  ��	 ���� nj ,1� .

������� ��� �����������
�

1. P�'
� ���������� �������� ����� � '��� ������.
2. ���
�'
� ������� �������� ����,�
� � �
��*� &���� ������

��
�� �	 � ��;�.
3. %&�����!'
� �������� ��
��� �	.
4. $�� ������ ��
��������
� �������� ����� �� ���*
�?
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���� 10

���’������ ����� (3�39����

�
��
�������� 4
��(�84-��	����

1. �4����3 ��(�.���� 4
��(�84���� ��	���

����� � �������� ��
���� ����’	�
��	 �
�
� :; ! ��������-
��� ��
��. /����
����� ���� ���	 ���	�
! � �
�
������. @����-

��
 ���=��
 (9.6)—(9.7) ! ������> $
�

���
���> ���=���>
(	�#� ���
 �$��=��
, 
� $
�

��������� ������� $
�

���
�-
���). J�#� �
�
�
 :; �
! ����’	���, 
� ����! ���"��
 �* $
�

�-
��
���< ���=���, #� ! ��
��
����� ��
���. )���������� ��-

�� ���	�
! � 

���� �
��
������� ����$��� ���"��, ��� 	����
��
����	 �������< ������< ����

! ��� ���"��� �� ���"���. ��=-
��� ���"��� ��������
! ���
��
 ����	��, ��$��
�
 �����
�����
����� �� ���
��� ��������
�� (9.6) — (9.7), 
��� �$����>�
���

��������
 ������������ ��
��� ���	�
! � ������������ ����’	-
�
��� ���
�� �������� ����	�� 
���$��. ;���
�

 
�����
�� ��-
$�
� ��� ��
�� ������� ��	 ���� ��
���
��< �
 ���.

;�� �������� �������� ��
�� ),...,,( 21 nxxxX �  
�����
� ��-
����	!:


) ��������
� ��
��
�����
� �������� ��
�� 8 (��
��
��-
���
� ��
�� 8 ��

����>!
��	 �
 ��������> ���
�� ��
��
��-
���
�);

$) �������
� ������� ��� �������� ��
�� ),...,,( 21 nxxxX �  ��
������ �������� ��
�� ),...,,( 21 nxxxX $$$�$ , ��	 	���� )()( xLxL �$  �
��� $
���� xsisi IA �}{  ��
�� 8 �� $
���� xsisi IA $�}{ , �� xI $  — $��-
��� �������� $
������ ��������
�� ������ �������� ��
�� X $ ;

�) �$�����
� �
�
��
�� )(,, xLx jij $*$$ , #� ��������
>
� X $ , ��
������� )(,, xLx jij *  ��	 ��
�� 8 � �����
����> �������
> �$���-
����;

�) ��

����
� ������’	����
� �
�
�� :;.
;�� ��������� �������� ��
�� �
 ��
��
�����
� ��=���� 

��

���
���:
�) 0�* j  ��	 nj ,1�  (� ����� ���
��� ��
� ��
��
�����);

�) ����! 0
0
�* j , ��	 	���� ��� miX ij ,1,0

0
�� , (� ����� ���
-

��� �
�
�
 :; ����������
 ����� ���$��=����
� �������< �����
L(X));
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=) ��	 ���� 0�* j  ����>
� 0�ijX  (� ����� ���
��� ��=�
 ��-
���
� �� ������ �������� ��
��, #� ���

��	! $���"� ��
����	
L(X));

2. �(��

	� 4
��(�84���� ��	���

*�����
� ��
���, ��� �������� �������� ��
�� X, ���
�
!
�-
�	 � 

��� �

��� [I]

1. �
 ��������

�� ��
�� 8 ����
��
� $
��� m
isiA 1}{ � ,

},...,,{ 21 mx SSSI � .
2. �$�����
� �
�
��
�� Xij �
 ������
�� (9.29). @�	 �����

���$����� ����’	�

� (n – m) ���
�� �������� ����	�� (��	 ����
xIj� , ��	 xIj� ).

3. ����
� � ���������-

$���� (���. 

$�. 11) �������!�
� � �
-
�
��
�� �
�
��.

+������ 11
"�)*�+$"-�������

Cj
Asi

C0 = 0 C1 … Cj … Ck … Cn

V
Csi Asi A0 A1 … Aj … Ak … An ,

I cs1 As1 X10 X11 … X1j … X1k … X1n 1,

… … … … … … … … … … … …

i csi Asi Xi0 Xi1 … Xij … Xik … Xin i,

… … … … … … … … … … … …

r csr Asr Xr0 Xr1 … Xrj … Xrk … Xrn r,

… … … … … … … … … … … …

m csm Asm Xm0 Xm1 … Xmj … Xmk … Xmn m,

m + 1 j* )(xL�* 1* … j* … k* … n*

�%&	#'�

)��� ���$���� ���������
�, #� � �
����� A0 � Aj ),1( nj �  �
��-

�	
��	 �� �������!�
� ��� ���
����, 
�$
� �� bi � aij
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( njmi ,1,,1 �� ), 
 �������!�
� �����
�
��	 0iX  � ijX

( njmi ,1,,1 �� ) ��� ���
���� �� $
������ ���
��
� 1}{ �isiA .
4. �$�����
� ������ j*  �
 ������
��:

�
�

��"�*
m

i
jijsij cnjcxc

1
0 )0,,0(, (10.1)

� �
���

� <� � (m + 1) �	��� 

$����.
5. ;�������
� ������� ��
� 8 �
 ��
��
�����
� �
 ��������>

������ j* :

) 	�#� ��� 0�* j , 
� ��
�, $
����� ��������
� 	���� ���

-

"���>
��	 � �
����� A0, ��
��
�����, ����’	�
��	 �
�
�� �
���-
��
� � �����
� �� �. 13.

$) 	�#� ����! 0
0
�* j , 

��, #� ��	 ���� 

0ijX  (#� ���

"���-
>
��	 �
� 

0j*  � 

$����) ������!
��	 ����
 0
0
�ijX , 
� �
�
�


:; �� ��������
 ����� ���$��=����
� L(X), ����’	�
��	 �
�
��
�
�����
�;

�) 	�#� ��	 ��=���� 0�* j  ����! , 0�ijX  
� ����’	�
��	 �
�
-
�� ������=�
�.

6. )���� ������ 0�* j  ��$�

� �
����
���� �
 
$���>
��>
��������> k* :

jk
j

*�*
�* 0

max (10.2)

7. @�	 0�ikX  ���
�
� �����"���	

ik

i
i X

X 0�, , (10.3)

����� 	��� ��$�

� �����
����:

rk

r

ik

i
x X

X
X
X

ik

00
0

min ��,
�

. (10.4)

8. O����� «k» � (10.2) ��
��!, ���
�� Ak 	��< ������ � $
��� �

�
�
����� �
��
��<, ������ «r» � (10.3) — ���
�� Asr, #� $��� ��-
������� �� ���
�� $
������. O������ «k» � «r» ����
�
>
� �����-
"�>��� �
������ (Ak); �	��� (Asr) � ������
 Xrk ��	 ����
������	
/
���
:
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�
�
�

��
�

�

��
�"

��
�$

,,0,1,1��	,

,0,��	,

njrimix
x
x

x

njri
x
x

x

ik
rk

rj
ij

rk

rj

ij (10.5)

��  �$�*$�$*$�$*��*� 



 )(;),( 00,11,100,1 XLXoXXxLX mjmjjmm

kXL *,"� )( .
9. �
�����
� �
����� «Csi» � «Asi» �
�
����< ��������-

$����,

��	 ���� �������

� ������
� ��� �
������ $�� ����� �
 ���	
-
��� r-' �	��
, ���� ���� �
���
� Ck � *k ����������.

10. ;���
����
� ������
� 

$���� �� (10.5)
11. %
� 	� j*  ��=�
� �$����>�

��	 ����
 �����$
��: ��

(10.5) ��� i = m + 1, nj ,1�  � �� (10.1), 
� �� �
! ��=�����
� ����-
��>�

� ���
���� ���� �$�������. ���
���� ���� ������>�

�
����� �����
 �
��
���.

12. ;����
� �� �. 5.
13. '����

� � 

$���� ��
��
����� ��
� �
�
��

),...,,( **
2

*
1

*
nxxxX � :

�
�
�

�
�

�
x

i
j Ij

SjX
X

���

���

,0
,,10*

� ��
����	 )( *XL :

0;)( 10
*


�*� mXXL

3. �8����3��� 3�	�
�
�	�23� 4
��(�84-��	���

@�	 ����
������	 ������ ����$�� 7, B � % ������!��
�� ��-
�����
���! 
�� ����� ���� ��������. C���� ��
�

� ��������
�
 ����$���
�� ������ ����$� ��=���� ����, ���
 ������ ��-
��$� A, B � %, 
 

� �
�� �
�
���
 �������
� �������� ��=����
����, 	�
 ��=� $�
� �������

�
 ������!��
���, �
������ �


$�. 12.

)��
�
� ��
� ����$���
�
 ����$��, ��� 	���� �
�
���
 �
�-

��
� ���!< ����$����< ������!��
��� ��������< ! �
����
����>.
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+������ 12

��
��
 ���


C���� ��
�

 ��������
'�� ��������

A B C
�
�
���
 �������
�

��������

1 18 15 12 360
2 6 4 8 192
3 5 3 3 180

A��
 ������
����$�

9 10 16

����’��
���:
)��
���� �

��

���� ������ �
�
��.
'����� ����$�� 7 ����
���� ����� 1x , ����$�� B — ����� 2x ,

����$�� % — ����� 3x . �������� ! �$��=���	 �
 ��������� ���-
���!��
�� ���� �������� ��=���� ����, ������ 321 ,, xxx  �������
�
�������	
� �
�
����� ���
��� ��������
��:

��

�
�
�

�


�


�



.180335
,192846

,360121518

321

321

321

xxx
xxx

xxx

�
�
���
 �
�
��
� ����$����< ������!��
��� ��������< ���
-
�
! 321 16109 xxxF 

� N max

0,, 321 �xxx .
�
��"��� �> �
�
�� � ����� �������< �
�
�� :;. @�	 �����

��������� ��� �$��=���-��������
�� �� �$��=���-������
��.
'������ 
�� ���

���� ������, ��
������ ���� �$��=���	 �
-

��"�
��	 � ����	�� ���
��� ����	��:
��

�
�
�

�



�



�




.180335
,192846

,360121518

6321

5321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

A� ���

���� ������ �
 ����������� ��
����	� ���
�
>
� ��
�������
����
�� ��� �
���� ��
�� ����$���
�
 �������
� ����-
���� 
��� 
$� ��"��� ����. C
�����
�, 4x  — �� ���=��
�
 ����-
���
� �������� 1 ����.

;���
������ ���
��� ����	�� �
��"��� � ���
����� �����:

0665544332211 PPxPxPxPxPxPx �




 ,
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�� 
��
�

�




��
�

�

�
�

5
6
18

1P ; 
��
�

�




��
�

�

�
�

3
4
15

2P ; 
��
�

�




��
�

�

�
�

3
8
12

3P ; 
��
�

�




��
�

�

�
�

0
0
1

4P ; 
��
�

�




��
�

�

�
�

0
1
0

5P ; 
��
�

�




��
�

�

�
�

1
0
0

6P ;

��
�

�




��
�

�

�
�

180
192
360

0P .

�������� ����� ���
���� 654321 ,,,,, PPPPPP  ! 
�� �������� ���
�-
��, ��	 �
��< �
�
�� ��=�
 $������������ �
���

� �������
��
�. %
��� ! ��
� & '180;192;360;0;0;0�X , ����
���
��� ���
�-
��> 
���������� ��������� ���
���� 654 ,, PPP , 	�� �
���>>
�
$
��� 
����������� ���
������ ����
���.

)��
�
!�� ���������� 

$���> ��	 1 �
��
��< (

$�. 13), ���-
�
����!�� ��
����	 jj czF ",0 � �������	!�� ���

����� �������
��
� �
 ��
��
�����
�:

& ' ;0, 00 �� PCF  & ' ;0, 11 �� PCz  & ' ;0, 22 �� PCz  & ' ;0, 33 �� PCz
;99011 "�"�" cz  ;1010022 "�"�" cz  1633 "�" cz .

@�	 ���
���� $
���� 0�" jj cz .

+������ 13
"�)*�+$"-�������

9 10 16 0 0 0

I (
��� -C 0P
1P 2P 63 4P 5P 6P Q

1 4P 0 360 18 15 12 1 0 0 360/12

2 65 0 192 6 4 8 0 1 0 192/8

3 6P 0 180 5 3 3 0 0 1 180/3

4 0 –9 –10 –16 0 0 0

J� ����� � 

$���� 13, ��
����	 ���� �������� �������
321 ,, xxx  ������>>
� ���>, 
 ���

���� ������ �����
>
� ���<
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��
����	 ���������� �� �$��=��� �
�
��. A� ��
����	 �������
��������
>
� 

���� «��
��», ��� 	���� ������ �� ����$�	-
!
��	, �������
 �� �������
���!
��	 � ��
����	 �������< ����-
��< ����� ���> (
�$
� �
�
��
� ����$����< ��������< �����
�	).
A� ����� � 4-�� �	��
 

$����, �������� � ��� ! 
�� ���

��-
�� ����
: ;911 "�" cz  1633 "�" cz . C��

���� ����
 �� 
����� ���-
��

� ��� ��=�����
� �$���"���	 �
�
����< �
�
��
� ����$�>-
�
��< ��������<, 
�� � ���
��>
�, �
������� �$���"�
��	
�	 ���
 ��� �������� � ��
� ������� 
��� 
$� ��"��� ����
��������<.

%
�, ����� –9 ���
�
!, #� ��� ���>����� � ��
� ����$-
���
�
 ������ ����$� 7 �
$������!
��	 �$���"���	 �����-
�� ��������< �
 9 ���, 	�#� ���>��
� � ��
� ����$���
�

�� ������ ����$� B � %, 
� �
�
���
 �
�
��
� ��������<, #�
����
���	!
��	, ����
� ���������� �
 10 � 16 ���. %��� � ���-
�������< 
���� ���� �
���������"�� ! ���>����	 � ��
� ��-
��$���
�
 ����$�� %. A� = ���$����� ���$�
� � �
 ����

��
����
����< ���
�� ������������ ��
���, �������� �
����
-
���� �
 
$���>
��> ��������> ���

���� ����� j*  �
�<
� �
4-�� �	��� �
����	 ���
��
 3P . �
=�, � $
��� ������� ���
��

3P . '���
�
!�� ���
��, #� ����	�
! ����>����> � $
����.
@�	 ����� ��
������ & '30 /min ii ab�.  ��	 03 �ia , 
�$
�

& ' 8/1923/180;8/192;12/360min0 ��. .
��
�"��"� ����� 192 / 8 = 24, �� 
�� �
��� � ����������<


���� ���� ����
����, 	�� �������
� ����$�� ) ������!��
�� ��-
=� ����
���	
� � ��
���
��	� ���� ��
�

� � �
	���� �$’!���
�������� ��=���� ����. �������� �������� �
���� ���� �������-
��� ! 360, 192 � 180 ��, 
 �
 ���� ����$ ) ���
�
!
��	 ��
�

�
�
�������� ��=���� ����	�� ���������� 12, 8 � 3 ��, 
� �
����
��-
�� ����� ����$�� ), 	�� ��=� $�
� ����
������ ������!��
���,
����� 248/192)3/180;8/192;12/360min( �� , 
�$
� �$��=�>��� ���-
����� ��	 ����$���
�
 ����$�� ) ! �
	���� �$’!� ��������
2-� �����. � ��
���
��	� ���� �
	����
� ������!��
�� ��=� ��-
��
���
� 24 ����$� ). ;�� ��� �������� 2 ���� $��� ������
>
�������

��.

�
=�, ���
�� 5P  ����	�
! ����>����> � $
����. )
������ ���-

��
 3P  � 2-� �	��� ! �
��
��	>����. )��
�
!�� 

$���> ��	
2 �
��
��< (

$�. 14).

)���

�� �
����>!�� �	��� ���
��
, ����� ��������� � $
���,

�$
� �	���, ����� 	���� �$��
!
��	 � ������� �
��
��	>����
�	��
. %�
 �
��
��	>��� �	���� ! 2-� �	���.
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+������ 14
"�)*�+$"-�������

9 10 16 0 0 0
I (
��� -C 0P

1P 62 3P 5P 5P 6P
Q

1 64 0 72 9 9 0 1 –3/2 0 72/3

2 3P 16 24 3/4 1/2 1 0 1/8 0 24/ 1/2

3 6P 0 108 11/
4 3/2 0 0 –3/8 1 108/3/2

4 384 3 –2 0 0 2 0

������
� ����� �	��
 

$�. 14 �����	
� � ����������� ������-

�� 

$�. 13 ���������� <� �
 �����"�>��� ������
 (
�$
� �
 8).
;�� ����� � �
����� -C  �
����!�� �������!�
 163 �C , #� �
�<
� �
�
����� ���
��
, 	��� �����
��	 � $
��� 3P . ;�
�� �
����>!��
������
� �
������ ��	 ���
����, #� ����	
� � ����� $
���. ? ���
�
����	� �
 ����
��� �	���� � �
������ ����������� ���
���� ���-
�

��	!�� �������, 
 ��> ��"
� ������
�� ��
=
!�� �����> ���>.

@�	 ����
����	 ��"
� ������
�� 

$�. 14 �
�
�����!�� ��
��-
�� 
����
���
. A� ������
� ��=�
� $�
� �$������� � $���������-
��� �
 �������
���� ������
��.

�$������� ������
� 

$�. 14, #� �
�	
� � �
����� ���
��
 0P .
;��"�� � ��� ��
����
��	 � 1-�� �	��� ����� �
����	. @�	 ����
�$�������	 ��
������ 
�� ����
:

1) �����, #� �
�<
� � 

$�. 13 �
 ����
��� �
����	 ���
��
 0P  �
1-�� �	��
 (360);

2) �����, #� �
�<
� � 

$�. 13 �
 ����
��� �
����	 ���
��
 3P  �
1-�� �	��
 (12);

3) �����, #� �
�<
� � 

$�. 14 �
 ����
��� �
����	 ���
��
 0P  �
2-�� �	��
 (24).

'�����
>�� � ���"��� ����
 ���=��� ���� ��"��, ��
������
"��
��� ������
: 360 – 12 · 24 = 72; �
����!�� ���� � ���"���
�	��� ���
��
 0P  

$�. 14.

@����� ������
 �
����	 ���
��
 0P  

$�. 14 $�� �=� �$��������
�
��"�. @�	 �$�������	 
��
���� ������

 �
����	 ���
��
 0P  

-
��= ��
������ 
�� ����
. ;��"� � ��� (180) ��
����
��	 �
 ����-

��� 3-�� �	��
 � �
����	 ���
��
 0P  

$�. 13, ����� (3) — �
 ����-

��� 3-�� �	��
 � �
����	 ���
��
 3P , 
��
! (24) — �
 ����
��� 2-��
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�	��
 � �
����	 ���
��
 0P  

$�. 13. �
=�, ��
�
��� ������
 ! 180 –
24 · 3=108. K���� 108 �
����!�� � 3-�� �	��� ���
��
 0P  

$�. 14.

��
����	 0F  � 4-�� �	��� �
����	 ����� = ���
��
 ��=�

��
�
� ����
 �����$
��:

1) �
 �������> & '00 , PCF � , 
. �. 384108024167200 �(
(
(�F ;
2) �
 ��
����� 
����
���
; � �
���� ���
��� 
����
��� �
��-

����� ����
�� 0, –16, 24. ��� �����$ �������
� �� 
��� = ������-



�: 0 – (–16) · 24 = 384.

;�� ����
����� �
 ��
����� 
����
���
 ������
�� �
����	 0P

��
! �����, #� �
�<
� � ��=��� ���"��� 
����
���
, ���� �
� �
-
��"
���	 ��������� � ���	���	 ��"� ���"� ��
 ����
. '�
��!��
�� ��� ��
���=���� ������
�� �
����	 ���
��
 1P  

$�. 13. @�	
�$�������	 ��
�
��� ������
�� ���"� ��
 ����
 $����� �� �
���-
��� ���
���� 1P  � 3P  

$�. 13, 
 
��
! ����� — � 

$�. 14. A� �����
�
�<
� �
 ����
��� 2-�� �	��
 � �
����	 ���
��
 1P  ��

����< 

$-
����. ? ������


� �
$��
!�� ��
����	 "��
��� ������
��: 18 –
– 12 · (3 / 4) = 9; 5 – 3 · (3 / 4) = 11 / 4.

K���� 11 cz "  � 4-�� �	��� �
����	 ���
��
 1P  

$�. 14 ��=�

��
�
� ����
 �����$
��:

1) �
 �������> & ' 1111 , cPCcz "�"  �
!�� 0 · 9 + 16 · (3 / 4) + 0 (11 /
/ 4) – 9 = 3;

2) �
 ��
����� 
����
���
 ����=��� 9 – (–16) · (3 / 4) = 3.
*�
������� ��
������ ������
� �
����	 ���
��
 2P . ������
�

�
����	 ���
��
 5P  �$����>!�� �
 ��
����� 
����
���
. ;��
� ��-
$����
�� ��	 ����
����	 ��� ������
�� 
����
���� $
�

� ��
�"�.

;�� �$�������� ������

 1-�� �	��
 ��
�
���� �
����	 ����-
��
� 
����
���, �
������� ����
�� 0, 12 � 1/8. �
=�, "��
���
������
 ������ 0 – 12 · (1 / 8) = –3/2. ������
, #� �
�<
� � 3-��
�	��� �
���� �
����	, ������ 0 – 3 · (1 / 8) = –3/8.

;���	 �
�������	 ����
����� ���� ������
�� 

$�. 14 � ��� ���-
�=
�� ����� ������� ��
� � �������!�
� �����
�
��	 ���
����
& '6,1�jP  ����� $
����� ���
��� 634 ,, PPP  � ��
����	 $* j  � $

0F . J�
����� � ��!< 

$����, ����� ������� ��
��� �
�
�� ! ��
�

& '108;0;72;24;0;0�X . ;�� �
���� ��
�� ����$���
�
 ����
��-
�	!
��	 24 ����$� 3-�� ���� � �
��"
>
��	 ���������

����
72 �� �������� 1-�� ���� � 108 �� �������� 3-�� ����. '
�
��
�
���!< ����$�>�
��< ��� ����� ��
�� ��������< ����
 384 ���. '�
-
�
�� ����
 �
���
�� � �
����� ���
��
 0P  

$�. 14. J� �����, �
��
����� �
����	 ! �
�
��
�� �
��< �
�
��, ���
 ���� �
��
�� ��
�-
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��� ����. ��������	 �
�� � ��"�� �
������, 
 <� �����������
����
 �

� ���
���"��.

%
�, �
�����
�, �������� �
�� �
����	 ���
��
 2P . K���� ½
� ������� �	��� ����� �
����	 ���
��!, �
 ������� ���� ����-
"�
� ����
������	 ����$�� ), 	�#� �
��
���

� ������ ����-
�� ����$� B. K���
 9 � 3/2 � 1-�� � 3-�� �	��
� ���
��
 2P  ��-
�
��>
� ����������, ������� ��
��$�� �������� 1 � 2 ���� ���
���>����� � ��
� ����$���
�
 ������ ����$� B, 
 ����� 2 � 4-
�� �	��� ���
��!, #� 	�#� $��� �
��
���
��� ������ ������
����$� B, 
� �� �
$������
� �$���"���	 ������� ��������< �
�
�
������ ���
�� �
 2 ���. O�"��� ����
��, 	�#� ���>��
� �
��
� ����$���
�
 ��������< ���� ����$ B, 
� �� �
=
�
! ����-
"���	 ������� ����$� � �
 1/2 ��. � �
=
�
! ���

����� ��
�


9 �� �������� 1-�� ���� � 3/2 �� �������� 3-�� ����, 
 �
�
���

�
�
��
� ��������< ���������� �� ������, ��
��
������ ��
��
����
� �
 2 ���.

%
��� �����, ����
 9 � 3/2 ���
��
>
� �� $� ������ «����
-
��» ��
�

 �������� 1-�� � 3-�� ���� �
 ����
������	 ������ ��-
��$� ' (	� ����� � 

$�. 13, �
��"� ���� $��� ����� 15 � 3), #�
��	��>!
��	 ����"���	� ������� ����$�� ).

%
��� =� ����������� ���� �
>
� � �
�� �
����	 ���
��
 1P


$�. 14.

@�#� ��"�� ����������� ����
 �
>
� ����
, �
���
�� � �
��-
��� ���
��
 5P . K���� 1/8 � 2-�� �	��� ����� �
����	 ���
��!, #�
�$���"���	 �$’!��� �������� 2-�� ���� �
 1 �� ��������� $ �$�-
��"�
� ������ ����$�� ) �
 1/8 ��. �����
��� ��
��$�� $ ���

-
���� 3/2 �� �������� 1-�� ���� � 3/8 �� �������� 3-�� ����. �$�-
��"���	 ������� ����$�� ) �
 1/8 ��. ������� �� ����

��	
������� ��������< �
 2 ���.

� ����
������ ��#� ������������ ����
� �
��� 

$�. 14 ����-
��
�, #� ��
������ �
 2-� �
��
��< ��
� �
�
�� �� ! ��
��
�����.
A� ����� � � 4-�� �	��
 

$�. 14, �������� � �
����� ���
��
 2P
����� �	��
 �
�<
� ���

���� ����� -2. ��
��
�, � $
��� ���� ����-

� ���
�� 2P , 
�$
� � ������ ��
�� ���� �����$
��
� ������ ��-
��$�� B. ;�� ����
����� ��=������ ����
 ����
������	 ����$��
B ���� ��
�����

� �
	��� �������
� �������� ��=���� ����, 

�
��: ��=����� ������ ����$�� B ����
�
!
��	 �

�

�

�
� $$

2/min ii ab  ��	

02 �ia , 
�$
� ��
������ 8
9
72

3
2108;

1
224;

9
72min0 ���

�



�
�
� ((

�. .
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�
=�, ����>����> � $
���� 4P  ����	�
! ���
��, ��"��� ���-
�
��, ������ ����$�� B �$��=���� ��������> 1-�� ����, #� ! �
������	�=���� ������!��
�
. � ��
���
��	� �
	���� �$’!��� ��!<
�������� ������!��
�� ���� ����
���
� 8 ����$�� B. K���� 9 !
������
��, #� ������	!
��	, 
 �
������ ���
��
 2P  � 1-� �	���


$�. 14 ! ��	��>����.

)��
�
!�� 

$���> ��	 3-< �
��
��< (

$�. 15).
+������ 15

"�)*�+$"-�������

9 10 16 0 0 0
I (
��� -C 0P

1P 2P 3P 5P 5P 6P

1 2P 10 8 1 1 0 1/9 –1/6 0

2 3P 16 20 1/4 0 1 –1/18 5/24 0

3 6P 0 96 5/4 0 0 –1/6 –1/8 1

4 400 5 0 0 2/9 5/3 0

? 

$�. 15 ����

�� �
����>!�� ������
� 1-�� �	��
, 	��� !
�	���� ���
��
, #� ����� �����
��	 � $
��� 2P . ������
� �����
�	��
 ����=�!�� � ������
�� 1-�� �	��
 

$�. 14 ����������
��

���� �
 ������	>��� ������
 (
�$
� �
 9). ;�� ����� � �
��-
��� -C  �
���� �	��
 �
����!�� 102 �C .

;�
�� �
����>!�� ������
� �
������ ���
���� $
���� � �
 ��
��-
��� 
����
���
 �$����>!�� ������
� ��"
� �
������. ? ������


�
� 

$�. 15 ����=�!�� ����� ������� ��
� & '96;0;0;20;8;0�X  


�������!�
� �����
�
��	 ���
���� jP  & '6,1�j  ����� $
����� ���
�-

�� 632 ,, PPP  � ���������� ��
����	 /* j  � /
0F .

;������	!��, �� ! �
��� ������� ��
� ��
��
�����, �� ��.
@�	 ����� �����	���� 4-� �	��� 

$�. 15. ? ����� �	��� �����
����� /* j  ���
! ���

�����. A� ���
�
!, #� ��
������ �������
��
� ! ��
��
����� � 400max �F .

�
=�, ��
� ������� ��������<, #� ���>�
! ����
������	
8 ����$�� B � 20 ����$�� ), ! ��
��
�����.

;�� �
���� ��
�� ������� ����$�� ������
> �������
���!
��	
�������
 1-�� � 2-�� ����� � �
��"
>
��	 ���������

���� 96 �� ��-
������ 3-�� ����, 
 �
�
��
� ����$�>�
��< ��������< ����
 400 ���.
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��
��
����� ��
��� ����$���
�
 ��������< �� �����$
�
-
!
��	 ����
������	 ����$�� *. '������	 � ��
� ������� �����-
���< ����$�� ����	�� * ������� $ �� ����"���	 ��
�
��< �
�
��-
��< �
�
��
�. A� ����� � 4-� �	��� �
����	 ���
��
 1P , �� �����
5 ���
��!, #� ��� �
���� ��
�� ���>����	 � ����� �������
������� ����$� * �������
� ��"� �� ����"���	 �
�
����< �
�-

��
� �
 5 ���.

&�"���	 �
���� �����
�� ����������� ��
���� ��=�
 $��� $
�������
�, �������
���>�� ��"� ���� 

$���> (

$�. 16).

? ��� 

$���� ���������� �
���
�
 ���
 �
 ����> ��� 
�� �
�-
�
��< �$����>�
������ �������.

+������ 16
"�)*�+$"-)+�,�

9 10 16 0 0 0
I (
��� -C 0P

1P 2P 63 5P 5P 6P

1 4P 0 360 18 15 12 1 0 0

2 65 0 192 6 4 8 0 1 0

3 6P 0 180 5 3 3 0 0 1

4 0 –9 –10 –16 0 0 0

1 64 0 72 9 9 0 1 –3/2 0

2 3P 16 24 3/4 1/2 1 0 1/8 0

3 6P 0 108 11/4 3/2 0 0 –3/8 1

4 384 3 –2 0 0 2 0

1
2
3

2P
3P
6P

10
16
0

8
20
96

1
1/4
5/4

1
0
0

0
1
0

1/9
–1/18
–1/6

–1/6
5/24
–1/8

0
0
1

4 400 5 0 0 2/9 5/3 0
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������
�

)���������� ��
�� ���	�
! � 

���� �
��
������� ����$���
���"��, ��� 	���� ��
����	 �������< ������< ����

! ��� ���"�-
�� �� ���"���. ��=��� ���"��� ��������
! ���
��
 ����	��, ��-
$��
�
 �����
����� ����� �� ���
��� ��������
�� (9.6)—(9.7),

��� �$����>�
���
 ��������
 ������������ ��
��� ���	�
! �
������������ ����’	�
��� ���
�� �������� ����	�� 
���$��.

;�� �������� �������� ��
�� ),...,,( 21 nxxxX �  
�����
� ��-
����	!:


) ��������
� ��
��
�����
� �������� ��
�� 8 (��
��
�����
�
��
�� 8 ��

����>!
��	 �
 ��������> ���
�� ��
��
�����
�);

$) �������
� �������� �������� ��
�� ),...,,( 21 nxxxX �  ��
������ �������� ��
�� ),...,,( 21 nxxxX $$$�$ , ��	 	���� )()( xLxL �$  �
��� $
���� xsisi IA �}{  ��
�� 8 �� $
���� xsisi IA $�}{ , �� xI $  —
$����� �������� $
������ ��������
�� ������ �������� ��
-
�� X $ ;

�) �$�����
� �
�
��
�� )(,, xLx jij $*$$ , #� ��������
>
� X $ ,

�
 �������� )(,, xLx jij *  ��	 ��
�� 8 � �����
����> �������
>
�$�������;

�) ��

����
� ������’	����
� �
�
�� :;.

���
����� �������

�����
� 1
;�
��$�� ����
����
� � �
������ ������� �����
L(x) = X1 + 2X2 + 3X3 + 2X4

�
 ����
2X1 + X2 + 3X3 – X4 � 4,
X1 + 3X2 + X3 + X4 � 2,
8ij � 0 j = 4,1

Y�$ ������
� �
�
�� �� �
�������< �����, ������� ��
 ���
-

����� �����

����� ������� X5, 86:

2X1 + X2 + 3X3 – X4 + X5 = 4,
X1 + 3X2 + X3 + X4 + X6 = 2.



96

;�������, ��$�

� �������� ���
��� *5, *6 	� �������� $
���.
'��� ������ ����’	�
��	 �
������� � 

$�. 17:

+������ 17
"�)*�+$"-�������

C — — — — 1 2 3 2 0 0 V
�
��.

V %, (, *0 *1 *2 *3 *4 *5 *6 ,

1 0 *5 4 2 1 3 –1 1 0 4/3

2 0 *6 2 1 3 1 1 0 1 2 0

3 0 –1 –2 –3 –3 0 0 –

1 3 *3 4/3 2/3 1/3 1 –1/3 –1/3 0

2 0 *6 4/3 1/3 8/3 0 4/3 –1/3 1 1 1

3 4 1 –1 0 –3 1 0

1 3 *3 5/3 3/4 7/3 1 0 1/4 1/4

2 2 *4 1 1/4 2 0 1 –1/4 3/4 2

3 7 7/4 5 0 0 1/4 9/4

%
$���	 ���
�
!
��	 � �
�
��, #� ��������
>
� ������� �
�-
�
��	� ��
���. /������ �
�
��� 

$���� 17 (���� << ��������� �
��

������ �	��
) �
����>>
� ���
���� ���
��
 �$��=��� (70) �
���
���� ���� (71, 72 73, 74, 75, 76), 
��� #� $
����� ���
��� 75 �
76 ��������, 
� Xij = aij.

? 

$���� �����< �
��
��< ��� *j � 0, 
 �� ���
�
!, #� ���
��
X* = (0, 0, 5/3, 1) ! ����’	�
��	� �
�
��.

�����
� 2
&���’	�
��	 �
�
�� ��������� �����
���
��	
4X1 + 2X2 + 0X3 + 0X4 + 0X5 � max,
2X1 + 3X2 + X3 = 18,
2X1 – X2 + X4 = 10,
–X1 + 3X2 + X5 = 9,
Xj � 0, j = 5,1
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+������ 18
"�)*�+$"-�������

Cj 4 2 0 0 0
(
��� %si

A0 A1 A2 A3 A4 A5

A3 0 18 2 3 1 0 0 9

A4 0 10 2 –1 0 1 0 5

A5 0 9 –1 3 0 0 1

0 –4 –2 0 0 0

A3 0 8 0 4 1 1 0 2

A1 4 5 1 –1/2 0 1/2 0

A5 0 14 0 5/2 0 1/2 1 28/5

20 0 –4 0 2 0

A2 2 2 0 1 1/4 –1/4 0

A1 4 6 1 0 1/8 3/8 0

A5 0 9 0 0 –5/8 9/8 1

28 0 0 1 1 0

����=
�� ��
� � $
������� ��������

�� 81, X2, X5.
&���’	�
��	 �
�
��:
X*= (6, 2, 0, 0, 9), L(X) = 28.

������� ��� �����������
�

1. %&�����!'
� ������� ��������� ������������ ��
�
�.
2. $�� ����
�� ������� ��� ��������� �������� ����� �� ��-


��������
�?
3. :,����
�����'
� ������
� ������������ ��
�
�.
4. :��;�
� ������� ���������� ����
����� ��������-
������.
5. N ���� ������* ���
���' ��
��������
� ��������-��
�
�?

������������� ��������

1. 	�����

6���’���
� ��������-��
�
��:
F= x1 + 3x2 � max



98

–x1 + x2 � 3
4x1 + 3x2 � 20
x1, x2 � 0

2. 	�����

6���’���
� ��������-��
�
��:
F = 2x1 + x2 � m�n
x1 – x2 � 4
x1 + x2 � 10
4x1 – x2 � 12
7x1 + x2 � 7
x1, x2 � 0

����������� ��������

K�����
� �������� (��������
, �� %++) 
�� ���������� ��-
������ &������ � ����
������ �������� ����� 8 ��������� ��
���.

�������� �������:
1. K�����
� �������� 
�� ���������� �������� &������ � ����-


������ �������� ����� 8 ��������� ��
���, ��� ��
��� � ������-
���� �����
�.

2. K�����
� �������� 
�� ���������� �������� &������ � ����-

������ �������� ����� 8 ��������� ��
���, ��� ��
��� � �������-
���� �����
�.
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���� 11
�-��	�� 
���’������ ����� (�

1. �(��

	� �-��	���

)-.�#�� �����
���� ��	 ����’	�
��	 �
�
� (9.8)—(9.10) ��-
�
>�� �

��> ��$����� ���

������ �������� ��
�� [1] � ���
�-
�
�, ���� ��������� ���

����� ������� ��
�.

;�� �������

��� )-.�#��� ��	 ����’	�
��	 �
�
�� :; ���-
��!
��	 )-����&�:

� �
� �


"��
n

j

m

i
injj XMxcXL

1 1
)(max ; (11.1)

�
�


 ��

n

j
iinjij mibxxa

1
,1; ; (11.2)

nmjX j 
�� ,1,0 , (11.3)

�� M > 0 ��	�� ����
� ������ �����, 
 0�jb , 	� � �
��"�.
@�	 ��!< �
�
�� ���
��

),...,,0,...,0( 1
0

mbbX �

n
��=� ���=�
� ���

����� ������� ��
���, ��	 	���� $
�������
! ���
���

��
�
�
�
�

�




��
�
�
�
�

�

�

�


0
...
1
...
0

inA mi ,1�

�
�
�
 (11.1)—(11.3) ��=� $�
� ����’	�
�
 ��������-��
����.
;�� ����� ���
������
 #����.�:
1. J�#� � �����’	��� )-����&%

),...,,,...,,( *
1

**
2

*
1

*
mnnn xxxxxX 

� (11.4)

��	 ���� 0,1 * �� 
 inXmi , 
� ���
�� ),...,,( **
2

*
1

*
nxxxX � !

����’	�
��	� �������< �
�
��.
2. J�#� � ��
��
������ ��
�� (11.4) )-����&% ���
 $ ���
 �

)1(0 miX in ���
 , 
� ������
 (9.15)—(9.17) �
�
�
 �� �
! ����’	-
��� ����� ����������
� ���� �$��=����
� (9.13)—(9.14);

i



100

3. J�#� )-����&� ��	���
�	 ������’	���> 
� � �������� �
�
-
�� ���
! ����’	���� [1]. �������� M �� �����
� � Aj, �
=�, �
�
��-

�� Xij �� �
��=

� ��� ), 
 ����� �������!�
�� �������< �����
(11.1) ! ����� ), 
� ������

�
�

"�*
m

i
jijsij cxc

1

��=�
 ���

� � ����	��
Mjjj * $$
*$�* , (11.5)

�� j*$  � j* $$  �� �
��=

� ��� ). %
� 	� M > 0 ����
� ������ �����,

� ��� ����
����� ��
�
 j*  ���� � ���"� ����� ����


� ��
�� �

��
� j* $$ .

*�����
� ������������ ��
��� ��	 ����’	�
��	 )-����&% �
-
��"
!
��	 � ������ $�� �����, �
 ���	
��� (m + 1)-� �	��
 (�	��

������ *j), #� � �$����� (11.5) ���
!
��	 � ����	�� ���� �	����
(���. 

$�. 19):

+������ 19
���,$ ,�
�,$

m + 1 *$j *$o *$1 … *$n

m + 2 M *$$j *$$o *$$1 … *$$n

������
�

�-��
�� #� �
���
!
��	 ��
���� "
����� �������.
;�� �������

��� )-.�#��� ��	 ����’	�
��	 �
�
�� :; ���-

��!
��	 )-����&�.
%��� � ���� �
�
��� ����	�� ���
��� �$��=��� �
�
�� ���
��

������-"
���� $
���� � �����	���� ���"����� �
�
��, #� ���	�
!
� �
������
��< ����< ������<, � 	��� �� "
���� $
���� ������
>
�-
�	 � ��=� �������� �������!�

�� ).

*�����
� ������������ ��
��� ��	 ����’	�
��	 )-����&% �
-
��"
!
��	 � ������ $�� �����, �
 ���	
��� (m + 1)-� �	��
 (�	��

������ *j).

���
����� �������

1. �����
�
&���’	�
��	 )-�
�
��.
C��
� ���$����� ����’	�

� �
�
�� ��"��� ��
��
������

��
�� �������< ������
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L(X) = 5X1 + 3X2 + 4X3 – X4 � max,
X1 + 3X2 + 2X3 + 2X4 = 3,
2X1 + 2X2 + X3 + X4 = 3,
Xj � 0, j = 4,1 .
(���!�� ���"����� ������ �
�
��
'������ ���

���� "
���� $
����� ������ X5 � X6 � �����-

�$��=���	.
? �������� ������< ��������� �� ������ � ��=� �������� ���-

����!�

�� «–)».
&��"����
 ������ ���

����< �
�
��:
L(X) = 5X1 + 3X2 + 4X3 – X4 – MX5 – MX6,
X1 + 3X2 + 2X3 + 2X4 + X5 = 3,
2X1 + 2X2 + X3 + X4 + X6 = 3,
Xj � 0, j = 6,1 .

+������ 20
"�)*�+$"-)+�,�

5 3 4 –1 –M –M
(
��� %si A0

A1 A2 A3 A4 A5 A6 ,

X5 –) 3 1 3 2 2 1 0 1

X6 –) 3 2 2 1 1 0 1 3/2


 + 1 – –5 –3 –4 1 0 0


 +2 –6 –3 –5 –3 –3 0 0

X2 3 1 1/3 1 2/3 2/3 1/3 0 3

X6 –) 1 4/3 0 –1/3 –1/3 –2/3 1 3/4


 +1 3 –4 0 –2 3 1 0


 +2 –1 –4/3 0 1/3 1/3 5/3 0

X2 3 3/4 0 1 3/4 3/4 1/2 –1/4 1

X1 5 3/4 1 0 –1/4 –1/4 –1/2 3/4 –


 +1 6 0 0 –3 2 –1 3

X3 4 1 0 4/3 1 1

X1 5 1 1 1/3 0 0


 + 1 9 0 4 0 5

X*= (1, 0, 1, 0), L(X*) = 9.
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2. �����
�
��
�
� ������� ������< 4321 632 xxxxF ""
"�  �
 ����

��

�
�
�

�
"
�



�
"


,102
,2242

,2422

321

321

4321

xxx
xxx

xxxx

0,,, 4321 �xxxx .
����’��
���. �
��"��� �
�� �
�
�� � ����� �������< �
�
��:

��
�
� �
������ ������< 43211 632 xxxxF 

"�  �
 ����

��

�
�
�

�"
"
�



�
"


,102
,2242
,2422

6321

5321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

)6,1(,0 �� jx j .
? ���
��� ����	�� ��

����< �
�
�� �����	���� ���
��� � ���-

����!�
�� ��� ���������: ;
1
1
2

1
��
�

�




��
�

�

�
�P  ;

1
2
1

2
��
�

�




��
�

�

�

"
�P  ;

2
4

2
3

��
�

�




��
�

�

�"
�P  ;

0
0
1

4
��
�

�




��
�

�

�
�P

;
0
1
0

5
��
�

�




��
�

�

�
�P  

��
�

�




��
�

�

�

"
�

1
0
0

6P .

)���� ���
���� 1P , 2P , 3P , 4P , 5P  � 6P  ! ��"� ��
 �������� ���-

��� ( 4P  � 5P ). %��� � ���� �
�
��� 
��
���� ����	��	 ���
���

�$��=��� �
�
�� ���
�� ������ 7x  � �����	���� ���"����� �
�
-
��, #� ���	�
! � �
������
��< ������< 74321 632 MxxxxxF "

"�

�
 ���� 
��

�
�
�

�
"
"
�



�
"


,102
,2242
,2422

76321

5321

4321

xxxxx
xxxx
xxxx

)7,1(,0 �� jx j .
&��"����
 �
�
�
 �
! ������� ��
� )10;0;22;24;0;0;0(�X ,

����
���
��� ���
���> 
���� ��������� ���
����: 4P , 5P
� 7P .



103

+������ 21
)-.�#��

2 –3 6 1 0 0 M"
i (
��� -C 0P

1P 2P 63 4P 5P 6P 7P
Q

1 4P 1 24 2 1 –2 1 0 0 0 —

2 5P 0 22 1 2 4 0 1 0 0 22/4

3 67 –) 10 1 –1 2 0 0 –1 1 10/2

4 24 0 4 –8 0 0 0 0

5 –10 –1 1 –2 0 0 1 0

)��
�
!�� 

$���> ���"�< �
��
��< (

$�. 21), #� ���
�
�
�’	
� �	����. @�	 �
�������	 4-�� � 5-�� �	���� ��
������ 0F  �

��
����	 �������: )7,1(, �" jcz jj : MF 10240 "� ; Mcz "�" 011 ;
Mcz 
�" 422 ; Mcz 2833 ""�" ; 044 �" cz ; 055 �" cz ;
Mcz 
�" 066 ; 077 �" cz .

��
����	 0F  � jj cz " ���
�
>
��	 � ���� ���
����, ���� � 	���
���
�
� M , 
 ������ — �� ���
�
�. @�	 �������
� �
��
�������
������� ����� ��� M  �
����!�� � 5-�� �	���, 
 ���
���, 	��� ��
���
�
� M , — � 4-�� �	���.

? 5-�� �	��� 

$�. 21 � �
����	� ���
���� )7,1(, �jPj  ! ��
 ��-
�

���� ����
 (–1 � –2). C
	����
� ��� ����� ������
� ��� 
�, #�
�
��� ������� ��
� ���"�����< �
�
�� �� ! ��
��
�����. ;���-
������ �� ������ �������� ��
�� ���"�����< �
�
��. ? $
���
������� ���
�� 3P . Y�$ ����
��
� ���
��, #� ����>�
!
��	 �
$
����, ��
������ 2/10)2/10;4/22min( ��. . �
=�, ���
�� 7P  ��-
��>�
!�� � $
����. A�� ���
�� ���
! ����� �����
� � =���� �
���
��"�� $
�����, 
��� �
�
�� �
������ �
���� ���
��
 �� �
��-
��>!
��	 (

$�. 22 � 23).

)��
�
!�� 

$���> �����< �
��
��< (

$�. 22). '��
 ���
�
�

����� ��
��� �	���, �������� "
����� ���
�� � $
���� ����>-
�����.



104

+������ 22
)-.�#��

2 –3 6 1 0 0
i (
��� -C 0P

1P 2P 3P 4P 5P 66

1 4P 1 34 3 0 0 1 0 –1

2 65 0 2 –1 4 0 0 1 2

3 3P 6 5 1/2 –1/2 1 0 0 –1/2

4 64 4 0 0 0 0 –4

J� ����� � 

$�. 22, ��	 ���

����< �
�
�� ������� ��
��� !
)2;34;5;0;0(�X . ;��������� ���� ��
��
�����
�. @�	 ����� ���-

��	���� ������
� 4-�� �	��
. ? ����� �	��� � �
����� ���
��
 6P
! ���

���� ����� (–4). �
=�, �
��� ������� ��
� �� ! ��
��
-
����� � ��=� $�
� �����"���� �
��	�� �������> � $
��� ���
��


6P . � $
���� ����>�
!�� ���
�� 5P . )��
�
!�� 

$���> 
��
��<
�
��
��<.

+������ 23
)-.�#��

2 –3 6 1 0 0
i (
��� -C 0P

1P 2P 3P 4P 5P 6P

1 4P 1 35 5/2 2 0 1 1/2 0

2 6P 0 1 –1/2 2 0 0 1/2 1

3 3P 6 11/2 1/4 1/2 1 0 1/4 0

4 68 2 8 0 0 2 0

? 4-�� �	��� 

$�. 23 ����� ����� j*  ���
! ���

�����. A�
���
�
!, #� ��
������ ����� ������� ��
� ���

����< �
�
��

)1;0;35;2/11;0;0(* �X ! ��
��
�����. ;�� ����� ��
�� ��
����	
�������< ����� 68max �F . &���’	�
��	 �
��< �
�
�� ��=�
 $��� $
�������
�, �������
���>�� ���� 

$���> (

$�. 24), � 	��� ��-
�������� �
���
�� ��� 
�� �
��
��<.
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+������ 24
)-.�#��

2 –3 6 1 0 0 M"
i (
��� -C 0P

1P 2P 63 4P 5P 6P 7P

1 4P 1 24 2 1 –2 1 0 0 0

2 5P 0 22 1 2 4 0 1 0 0

3 67 –) 10 1 –1 2 0 0 –1 1

4 24 0 4 –8 0 0 0 0
5 –10 –1 1 –2 0 0 1 0

1 4P 1 34 3 0 0 1 0 –1

2 65 0 2 –1 4 0 0 1 2

3 3P 6 5 1/2 –1/2 1 0 0 –1/2

4 64 4 0 0 0 0 –4

1 4P 1 35 5/2 2 0 1 1/2 0

2 6P 0 1 –1/2 2 0 0 1/2 1

3 3P 6 11/2 1/4 1/2 1 0 1/4 0

4 68 2 8 0 0 2 0

������� ��� �����������
�

1. 7�����
� )-��
�
�.
2. $� ������
� ��
��� 
� ����������� �����
�?
3. N ����� ����
�� )-��
��� �� ��
��� ����’����?

������������� ��������

������
� 
�� ����’������ ��������-��
�� ��
�
�� «;
����,
������,»:

1. F= 7x1 + 6x2 � max 2. F= 3x1 – 2x2 � max
2x1 + 5x2 � 10 2x1 + x2 � 11
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5x1 + 2x2 � 10 –3x1 + 2x2 � 10
x2 � 6 3x1 + 4x2 � 20
x2 � 5 x1, x2 � 0
x1, x2 � 0

3. F= 5x1 – 3x2 � min 4. F= x1 + 2x2 � max
3x1 + 2x2 ]� 6  –3x1 + 2x2 � 9
2x1 – 3x2 � – 6 3x1 + 4x2 � 27
x1 – x2 � 4 2x1 + x2 � 14
4x1 + 7x2 � 28 x1, x2 � 0
x1, x2 � 0

5. F= 7x1 — 2x2 � max 6. F= 2x1 + x2 � max
5x1 – 2x2 � 3 x1 – 2x2 � 4
x1 + x2 � 1 5x1 + 2x2 � 10
–3x1 + x2 � 3 4x1 – 3x2 � 12
2x1 + x2 � 4 7x1 + 4x2 � 28
x1, x2 � 0 x1, x2 � 0

7. F= 2x1 + 2x2 � max 8. F= 2x1 – 4x2 � max
3x1 – 2x2 � –6 8x1 – 5x2 � 16
x1 + x2 � 3 x1 + 3x2 � 2
x1 � 3 2x1 + 7x2 � 9
x2 � 5 x1, x2 � 0
x1, x2 � 0

9. F= x1 + 2x2 � max 10. F= 3x1 + 3x2 � max
5x1 – 2x2 � 4 x1 – 4x2 � 4
x1 – 2x2 � –4 –x1 + x2 � 7
x1 + x2 � 4 x1 +2x2 � 2
x1, x2 � 0 3x1 + 2x2 � 6

x1, x2 � 0

11. F= 2x1 – x2 � max  12. F= 5x1 + x2 � min
x1 – x2 � –3  x1 + 7x2 � 7
6x1 + 7x2 � 42 –2x1 + x2 � 6
2x1 – 3x2 � 6 2x1 + 5x2 � 10
x1 + x2 � 4 7x1 + x2 � 7
x1, x2 � 0 5x1 + 2x2� 10

x1 � 6
x2 � 7
x1, x2 � 0
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13. F= x1 – x2 � max 14. F= 7x1 + x2 � max
–x1 + x2 � 8 x1 + x2 � 14
8x1 + 5x2 � 80 3x1 – 5x2 � 15
x1 – 2x2 � 2 5x1 + 3x2 � 21
x1 + 4x2 � 4 x1, x2 � 0
x1, x2 � 0

15. F= 7x1 – x2 � min 16. F= x1 + x2 � min
x 1 + x2 � 3 3x1 + x2 � 8
5x1 + x2 � 5 x1 + 2x2 � 6
x1 + 5x2 � 5 x1 – x2 � 3
0 � x1 � 4 x1, x2 � 0
0� x2 � 4
x1, x2 � 0

17. F= x1+ 3x2 � max 18. F= 2x1 + x2 � max
–x1 + x2 � 3 x1 – x2 � 4
4x1 + 3x2 � 20 x1 + x2 � 10
x1, x2 � 0 4x1 – x2 � 12

7x1 + x2 � 7
x1, x2 � 0

19. F= 2x1 + 2x2 � max 20. F= 2x1 – 4x2 � max
3x1 + 2x2 � –6 8x1 – 5x2 � 16
x1 + x2 � 3 x1 + 3x2 � 2
x1 � 3 2x1 + 7x2 � 9
x2 � 5 x1, x2 � 0
x1, x2 � 0

����������� ��������

K�����
� �������� (��������� �� %++) 
�� ����������
�������� &������ � ����
������ �������� ����� 8 ���������
��
���.

�������� �������:
1. K�����
� �������� (��������
 �� %++) ����,�
� ��
 ����-


����� ��
��� �	 � )-��
���.
2. K�����
� �������� 
�� ���������� �������� &������ � ����-


������ �������� ����� )-��
���.
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���� 12
	
��4��
	�� ������

1. ��E����� ����	8��
: ���
�
: �(��3� 	�

'
=����> �
�
���� �
�
����< �
�
�� :; ! 
�
�����
�
 �
�
�

(%�), ��
� 	��< ���	�
! � �
�
������.

&����	�
!
��	 ���
��
, � 	�� �����
� & ������!��
� Ai
(i = P1, ) ���

�
������� ��	���� ����������� ������
� � �$�	�
-
�� ����$���
�
 ai (i = P1, ) ������� ������� ������
� � q ���=�-
�
��� Bj (j = ,q1 ) ����� ������
� � �$�	��� ���=��
��	 bj (j = ,q1 )
;����$
�
!
��	, #� ������
 ��=� $�
� ���

������ ��=���� �
Bj ��� $���-	���� Ai, ��� ����� 
�
�����
�� ��
�

� �
 ���

���
������� ������
� ��� Ai �� Bj ���
�
>
� �ij ���"���� �������.
;�
��$�� ���
�
� ��
� ���������� 

��� �����, #�$ �
����
��-
�� �
��������
� ��
��$� Bj, ��� �����
����� ���
���� 
�
����-
�
��� ��
�


�.

J�#� ����� ,ij ����
��
� �$�	�� ������
�, #� ���

��	>
��	
� Ai (i = P1, ) � Bj (j = ,q1 ), 
� �

��

���
 ������ %� �
! ����	�:

min � L(x) = ��
� �

q

j

p

i
ijij xc

1 1
(12.1)

�
�

�
q

j
iij ax

1
, i = P1, (12.2)

�
�

�
p

i
jij bx

1
, j = ,q1 (12.3)

Xij � 0, i = P1, , j = ,q1 , (12.4)

�
 ����� ��
��

�
q

j
j

p

i
i ba

11
. (12.5)

;�� �����
��� ����� (12.5) �����	
�, #� %� �
! �
���
��
����	� (�$�	� ����$������ � ���
��� ������
� �ai  ���=��
-
!
��	 ������ � ��=
� ���
���, �$�	� ���=��
��	 ���
���
�b j ). J�#� ������
� (12.5) ����"�!
��	, 
� %� �
���
!
��	
������
�>. '�����
� %� ����� ������
� �� ����	�� (12.1)—
(12.5), 	�#� ����
� ���
����  ������!��
��  �  �$�	���  ���=�-
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�
��	 ��
00

"
j

j
i

i ba  (��� ��
00
1

j
j

i
i ba ) 
$� �$�	��� ����$���
�


��
00

"
i

i
j

j ab  ��� ( ��
00
2

j
j

i
i ba ) [1].

�
�
�
 (12.1)—(12.5) ��=� $�
� ����’	�
��	 �
 ��������>
������������ ��
���, 
�� ���$�����
� ��!< �
�
�� ������	>
�
����=

� $���" ����
�� �
��
�
 
�����
�� ��	 << ����’	�
��	.
?���
 ��

00
�

j
j

i
i ba  ! ���$�����> � ���


���> �����> ��=�����
�

����’	�
��	 %� (12.1)—(12.5).
&
�� �

���� ���
��� �$��=��� (12.2)—(12.3) ������>! (p + q –

 – 1) [1]. �
=�, ������ ��
�� %� ���
	
� �� $���"� (p + q – 1) ���-
�����
, ,ij >0.

2. �
��
(� �3��3���-��:3����� 8�	�

%� ������ ����’	���

� �
 ��������> �����������< 

$�. 25.

+������ 25
�,!*,�
�5�� ������� �!

Ai Bj B1 B2 ... Bq �
��"��

bj

ai
b1 b2 ... bq a', 0

A1 a1
c11

X11

c12

X12
...

c1q

X1q
0

A2 a2
c21

X21

c22

X22
...

c2q

X2q
0

... ... ... ... ... ... ...

Ai ap
cp1

XP1

cp2

XP2
...

cpq

Xpq

�
��"�� 0 B'2, b''2, 0

;�� ��$����� �������� ��
�� %� � 

$�. 25 ��=� $�
� �
���-
���� �� $���"� (p + q – 1) ���
��, #� ��������
>
� $
������ ���-
�����

� ��
�� ,ij > 0.

;�$����
 �������� ��
�� �����
!
��	 � �������< ����< (�����-
���-�
�����<) ���
���� 

$����, 
�$
� � ����
����	 ,11. �����!��
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� 

��� �����$: �$�	� ���=��
��	 B1 ������>! b1, �$�	� ����$��-
�
�
 71 ������>! a1. C��
� ��	 ����
�����
� a1 > b1, 
��� ,11 = b1 �
��
��$� B1 �
�������� ������ (�
������ B �
����
!
��	 ��	 ���
-
��"�� �
�����, �$�� «�
��"��» � �
����� B1 ���
�
��	 «0»).

�
��"�� baa 11
'
1 "�  ���
�
��	 � �
������ «�
��"��» � �	���

A1. @
�� �
 �
����� �
��"�� a '
1  ��=�
� $�
� �
�������� ������

(	�#� a '
1  > b2) 
$� �
�
���� (	�#� a '

1  < b2) ��
��$� B2. C��
�
a '

1  < b2, 
��� ,12 = a '
1 . ? ����� ���
��� a1 ������
��� (
�$
� ���-

���
 �� A1 ��������� ������, �	��� �
����
!
��	 ��	 �
�����, �
�
����� «�
��"��» �	��
 7 ���
�
��	 «0»). ;�
��$� B2 �� �
��-
������ �
 b2 – a '

1  ������>. '������� �b'
2  b2 – a '

1  ����#
!�� � �	-
��� «�
��"��» � �
����� B2. ;�
��$
 B2 ��=� $�
� �
�������
 �

�
����� ������!��
�
 A2 ������ (	�#� a2 > b'

2 ) 
$� �
�
���� (	�-
#� a2 < b'

2 ). C��
� a2 > b'
2 , 
��� x22 = a2, �������
 abb 2

'
2

''
2 "�  ���-


�
��	 ����� � b'
2  � ��$����
 �������� ��
�� ������=�!
��	 ��

����
����	 xpq. ? �
�$���" ����
��� ���
��� �
 ��=���� �����
�
����
!
��	 ���� �	��� 
$� ���� �
������ � 

$���� � 
����� �

��

������ ����� (��� ����
����� xpq �
���!
��	 �����
��� �	���
� �
������, 
�$
� $��� ����
���� p + q – 1 ������
�� xij 

$����).
'�	��	!
��	, #� ��$����
��� ��
� ! ������� [1].

3. �
��
(� �3�3��(5���� �(����	�

;�� ��
���
��< ��
���
 ��������-�
������� ��

 �
�������	


$�. 25 �����
!
��	 �
�=�� � ����
����	 ,11, ��� ����� � �
�
��
��� ����
����� ��"�� ,ij, ������ �� ��
����!
��	 ��
����	 
�
��-
���
��� ��
�

 �ij. ;�
���� �����
������ ������

 ��$����
�� �
��
���
��	� ��
����	 �ij. %�
 �
�������	 

$���� �����
!
��	 �
���
����, ��	 	��< �ij �
! �
����"� ��
����	, 
�$
� ��	 �����
�� 2
���"�� $��� �$����>�

��	 ,14 = 2 (a1 = 4, b4 = 2) 241

'
1 �"� baa ,


��� #� 1min
,

14 �� c� ij
ji

 (�����
����	 ����
����< ����< $��� ��	�-

���� �����"�). @����� ���� �
�����
� ���� � ���
���� �	��
 A1
(
��� #� 2)2,2,3(11312 min ���� c�� j

j
 � �
��"���� �������

��� �

�	��� A1 ���
����).

�%&	#'�

��=� ��	��
��	, #� ��� ��$����� �������� ��
�� 	� �
 ��
-

����� ��������-�
������� ��

, 

� � �
 ��
����� �����
������
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������

 �
 �����=���� ����� �
���!
��	 �����
��� �	��� � �
�-
����� � 

$����. %��� �������
� �
��	
�� ���
���� $��� ���"�>,
��= p + q – 1, #� �
�
�� �� �������
� ������=�
� ����’	�
��	 �
-
�
��. %��� ��	 �$���=���	 ���
����< �������
� �
��	
�� ���
����
����	
��	 «$
����� ����», #� ����

��	>
��	 � 

$���� � ���
��-
��, #� ! ������=���	� ��$�
���� 
�����
�� ($
���=�, 	� ���-
���=��

� ��$����� �������� ��
�� �� �	��� 
$� �
����>).

1. �����
�
;�� ��$����� ��
�� �
 ��
����� �����
������ ������

.

+������ 26
�,!*,�
�5�� ������� �!

Bj

Ai

B1 B2 B3 �
��"��

bj

ai
2 3 6

A1 5
2

2
1

3
3 a1' = 2

a1'' = 0

A2 2
4 3 5

2
a2' = 0

A3 4
3

0
6 4

4
a3' = 4
a3'' = 0

�
��"��
b1' = 0 b2' = 0

b3' = 2
b3'' = 0

������

 ,31 = 0, 
��� #� ����	 ����
����	 ,12 = 2, �
����
!
��	
�
������ B1 � �	��� A1 � cc ii 331 min� , ��=�
 $��� $ �
���
� ,31 �

����� ����� ����
��
� ,13 = 0. �
���
��� ��� ����� ��
� ��	�-
�	!
��	 �������.

4. ��	�� ����39��F ��
����


? ��=���� �
����� �
���
>
� ��
��� V ���
���� � min �
�
��-

>. ;�
�� 
� = ��$�	
� � ��=���� �	���. ? ������


� ��	�� ���-

���� �
>
� VV. ? ��� � ������>>
� ��������� ��������, 
 ��
��
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� ���
���
� V. ;���	 �
�������	 ��������� ���
���� �����
�� $
-
����� ���
����, #� �
��"����	, �
����>>
��	 �
 ��
����� ����-
�
������ ������

. @�	�� � ��������� ���
���� ��=�
� ��	��
��	
���
���������.

5. ��
�:3� �3� ������ ���
���� �(���
�� 3�C��� ���
���� �(���

&����	���� 

$�. 26 (��$����
 ��
�� �
 ��
����� �����
����-
�� ������

).

C��
� ����	 ��$����� �������� ��
�� $��� ����"��� ���
��-
�

� ����������	 ,24 = , > 0 (
��� #� �24 = 1 ���"� $
�

��� �ij
�
��	
�� ���
����). *�� ��� ����� ����"�!
��	 $
�
�� � �
�����
�4 � � �	��� 72. @�	 ����������	 $
�
��� �� �
����> ��������� ,
� ,14 = 2, 
�� ��� ����� ����"�!
��	 $
�
�� � �	��� 71, 
��� ��-
�
�� �� ,12 = 2 ����� ,. K���� ����"���	 $
�
��� � �
����� �2
��������� , � ,32 = 3. @�	 ����������	 $
�
��� � �	��� 73 ���
��
�� ,33 = 1 ����� ,. O �
 ��

������ �����, ������
>�� , � ,23 = 2,
�������>!�� $
�
�� � �
����� �3, ����"���� �
 �������

����-
�� �����, � � �	��� A2, ����"���� �
 ���"��� ����� (���. 

$�.
25 �
����
), ��	 
���, #�$ ,ij (��������
� ������ ��
��) �������-
�
�� ����� �
�
��, , ������� $�
� �� $���"�, ��= �����
���� � ,ij,
� 	��� , ������
���	. ;��������!�� ���"��� �
���
���� �����
(����� � ���=���
�). %��� , ������� ��$��

��	 � �����:

, � xijmin
�.�

;

�� min �$����>!
��	 �� �
���� ���
���
� �����. �������� � ��
�
�������� ��������
 ,24 = ,, 
� ��	 
���, #�$ ����� ���
���� �$�-
������	 ������ p + q – 1, ���
 � ���
���� 

$���� ������
 �����-
��
��	. A� ��=�
 ���$�
�, 	�#�

, = xijmin
�.�

. (12.6)

'�	��	!
��	, #� ����� ��
� $��� �������. )����$ ��$�����
������ �������� ��
�� �
���
!
��	 ������ ����
 , �� �����.

6. ��	�� ��	��23�(3�

? ������������ ��
��� ��
��
�����
� �������� ��
�� ����-
���	�
�	 �
 ��������> ������ *j, #� ���������� �� �����< �����
���
�� ��
��
�����
� �$����>!
��	 ����� ������� 	�
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ca jk

m

k
ijj "(� ��*

�1
, j= ,n1 , (12.7)

�� �k — ����
�
!
��	 �� ���
���:

Ca sik

m

k
ksi ���

�
*

1
, i= ,m1 . (12.8)

)��
��� (12.7) � (12.8) ��=�
� $�
� �
���
�� � �

�������
����	��:

*j = + · Aj – Cj, j = ,n1 . (12.9)

+ Asi = �si, i= ,m1 .

�


��
�
�
�

�




��
�
�
�

�

�

�

a

a
a

A

mj

j

j

j ...
2

1

, 
�
�
�
�

�




�
�
�
�

�

�

�

a

a
a

A

msi

si

si

si ...
2

1

, + = (�1, �2,..., �m).

Aj — ���
��� ����� �
�
�� (9.15)—(9.17), ���
���� � �������!-
�
�� ��� ,j.

Asi — ���
���-����� �
�
��, #� �
���	
� $
��� ��	���� ����-
���� ��
�� �
�
��. *�
������� ��=�
� $�
� ������� ���
���-
����� Aij ��	 �
�
�� (12.1)—(12.4), ���
���� � �������!�
�� ��� ,ij
����� ���$�����
� %�, ���� �
>
� ����	�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�

0
...
1
...
0
...
1
...
0

Aij  

�

P + j (12.10)

K���� Ix ����
���� �
�� ����� (i, j), #� ����
�
>
� �
��	

	
���
���� 

$�. 25, 
�$
� �� ������� ,ij > 0.
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Ix = {(i, j), ,ij > 0} (12.11)
?������ ���
�� W = + � ��������

��

W = (U1, U2, …, Up, – 31, – 32, …, –3q)... (12.12)
K���� *ij ����
���� ������ ���
���� 7ij (�
 
�
����!> � *j ��	

Aj), 
��� (12.9) �
! ����	�:
*ij = WAij – �ij = Ui – 3j – �ij. (12.13)

����=�!�� ���
��� ����	�� ��	 �$�������	 Ui � 3j — ������-
�

 ���
��
 W

WAij = Ui – 3j = �ij, (i, j) � Ix (12.14)
)��
��
 (12.14) ���
�
� p + q – 1 ����	��	 � p + q ����������

Ui � 3j. '��
��� Aij ������ � (12.14), �������-���
��=�� 	� $
�����.
�
=�, ���
��
 �
! !���� ����’	�
��	, 	�#� ������ � ���������
���

� ������
�� ��
����	 (�
�����
�, U1 = 0).

;���	 ����
����	 Ui � –3j �� (12.13) ��=�
 �$�����
� ������
*ij ���
�� 

$����.

	������. ���
�
 ��
��
�����
� �������� ��
�� %�.
������� ��
� X %� ��
��
�����, 	�#� ��� *ij � 0 (i = ,p1 ;

j = ,q1 ). )��
��
 ����	�� (12.13) �
! ����
�� ����	� � ������	!,
�� ��
>���� �� ���
���� ��
����, ����� ����
��
� << ����’	�
��	.

J� �����
� �����	���� ������� ��
� � 

$�. 26. '���"���
�
�� �����, #� ����
�
>
� $
����� ���
���� 

$�. 26.

A�: (1,1), (1,2), (2,2), (3,2), (3,3), (3.4).
)��
���� ���
��� (12.14):
U1 – 31 = �11 = 3, U3 – 32 = �32 = 2,
U1 – 32 = �12 = 2, U3 – 33 = �33 = 3,
U2 – 32 = �22 = 4, U3 – 34 = �34 = 2.
�
���
�� "��
� ����	�� �� ����
 ����������. @��
!�� U1 = 0, 
���

–31 = 3, –32 = 2, U2 = 2, U3 = 0, –33 = 3, –34 = 2.

@�	 �$�������	 Ui � -3j ������ �����
��

��	 �
�
����� 
���-
��
���:


) �����

� �

���> 
�
�����
��� ��
�



C = 

��
�
�
�

�




��
�
�
�

�

�

CCC

CCC
C%%

pqpp

q

q

...
.......................

...
...

21

22221

11211

;
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$) �������
� �

���> �
������ «Ui» � �	���� «-3j»
Ui

C = 

��
�
�
�

�




��
�
�
�

�

�

CCC

CCC
C%%

pqpp

q

q

...
....................

...
...

21

22221

11211

 0;

–3j

�) ���������
� � �

���� % ������
�, #� ��������
>
� �
��	-

�� ���
���
�;

�) U1 ���

� ��
����	 0 � �
���

� � ���"�� �	��� �
����	 Ui;
�) �� �������� Ui (U1 = 0) � ������������ ������

� �ij(�1j) ��	

���"��� ����� ����$�

� –3j 

�, #�$ �������
���	 ������
�
(12.14), �
���

� ��
����� –3j � �	��� «–3j»;

�) �����	��
� 
� �
�����, � 	��� ! ����������� �ij � ����
���� –
3j; 
���� ��	 ��� ������
�� ����$�

� Ui �
 ����� (12.14);

=) ���
��>�

� �. �.;
�) � �) �� ����
����	 ���� Ui � –3j.

7. �(��

	� ��	��� ��	��23�(3�

1. ����
� � ����������� 

$���> �������	 ��� %�.
2. ;�$����

� ���

����� ������� ��
� X, �$�����
� ��
-

����	 L(X).
3. '����

� �

���> %, ���������
� � ��� ������
�, #� ���-

�����
>
� �
��	
�� ���
���
�.
4. �$�����
� ��
����
�� Ui � –3j.
5. �$�����
� �

���> ������ %`.
6. ;�������
� ��
� �
 ��
��
�����
�. J�#� ��� *ij � 0, 
� ���-

���� ��
� ��
��
�����. &���’	�
��	 �
�
�� �
�����
�. J�#� !
*ij � 0, 
� ����’	�
��	 �
�
�� ������=�
�.

7. )���� *ij � 0 ��$��

� �
����
���� *st = max*ij.
8. @�	 *st ��$����

� ���� ����� ,.
9. �$�����
� ,, , = X ij

kr
min

,
,

�� ������� ����
�
!
��	 �� ,ij, #� ���

"���>
��	 � �
���� ���-

���
� (�. �.) �����.

10. ;�$����

� ����� ������� ��
� X`, ���#
>�� , �� �����,
�$�����
� ��
����	 L(X`)

L(X`) = L(X) – ,*st.
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������
�

%�
�����
�
 �
�
�
 (%�) ! �
=����> �
�
���> ���
��� �
�
-
����< �
�
�� :;. �

��

���
 ������ %� �
! ����	�:

min � L(x) = ��
� �

q

j

p

i
ijij xc

1 1

�
�

�
q

j
iij ax

1
, i = ,P1

�
�

�
p

i
jij bx

1
, j = ,q1

Xij � 0, i = ,P1 , j = ,q1 ,

�
 ����� ��
��

�
q

j
j

p

i
i ba

11
.

;�� ����’	�
��� %�:
1. (���!
��	 ���

����� ������� ��
� X.
2. �$����>!
��	 �

���	 ������ %`.
3. ;������	!
��	 ��
� �
 ��
��
�����
�.
4. J�#� ��� *ij �0, 
� ������� ��
� ��
��
�����. &���’	�
�-

�	 �
�
�� �
�����
�. J�#� ! *ij �0, 
� ����’	�
��	 �
�
�� �����-
�=�
�.

���
����� �������

1. �����
�
���!�$� ��!�����-%�*������ #���

;��������� ����� ��=�����
� ����’	�
��	 �
�
��

.12�� ��
00 j

j
i

i ba
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+������ 27
�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4Bj

Ai

bj

ai 2 5 3 2
�
��"��

A1 4
3

2
2

2
2 1 = 2

= 0

A2 2
2 4

2
3 1

= 0

A3 6
2 2

1
3

3
2

2

= 5
= 2
= 0

�
��"�� b1' = 0
b2' = 3
b2'' = 1
b2''' = 0

b3' = 0 b4' = 0

L(X) = 33.

2. �����
�
���!�$� ������$'���� �$������

+������ 28
�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4Bj
Ai

bj
ai 2 5 3 2

�
��"��

A1 4

3 2
2

3

2
2

1
2

2

a1' = 2
a1'' = 0

A2 2
2

2

4 3
2

6

1

,

1
a2' = 0

A3 6
2

2
2

3
4

3
1

5

2
2

a3' = 3
a3'' = 1
a3''' = 0

�
��"�� b1' = 0 b2' = 3
b2'' = 0

b3' = 2
b3'' = 0 b4' = 0
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C��
� ,12 = 2 (
��� #� b2=5> 2'
1 �a ). @
��, 
��� #�

C32= ,32)2,4min( 322min �"�� xci
i

 336'
23

'
3 �"�"� baa  � 
. �. '�	�-

�	!
��	, #� ��
�, ��$����
��� �
 ��
����� �����
������ �����-
�

, 

��= �������.

3. �����
�
����� ���!�&��, ����!���

+������ 29
�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4Bj

A
bj
ai

2 5 3 2
�
��"��

A1 4
3 V 2 V 2

2
VV 1

2 2,0

A2 2
2 4

1
3

1
V 1

1,0

A3 6
VV 2

2
2

4
3 2

4,0

�
��-
"�� 0 1,0 0 0

L(X) = 21
���
�
 ��
��
�����
� �������� ��
�� %�.
������� ��
� X %� ��
��
�����, 	�#� ��� *ij � 0 (i = ,p1 ;

j = ,q1 ).

4. �����
�
����� �����6��$�!


) ����"��� �

���> % � 

$�. 25;
$) ����������� �ij, #� ��������
>
� �
��	
�� ���
���
� 

$����;
�) �����"��� «Ui» � «–3j»;

Ui

% = 
��
�

�




��
�

�

�

2322
1342
1223

 0

–3j
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�) U1 �
�
!�� ��
����	 ���� (U1 = 0);
�) � ���"��� �	��� �

���� ��
 ������������ ������
�: �11 = 3

� �12 = 2, �����	���� ����	��	 (12.14):
U1 – 31=3 � 0 – 31=3 � –31 = 3.

O�"��� ����
��, �� �������� U1 ���$����� ����$�

� –31, #�$
� ���� ���� ������>�
�� $ �11 
�
������� –32 = 2;

Ui

% = 
��
�

�




��
�

�

�

2322
1342
1223

 0

–3j 3 2;
�) ����	 ����
����	 –32 � –31 � ���"��� �	��� ���
! �������-

����� ������
�� �ij 
�� � ������� �
����� ! ����������� ������
�
�22 = 4, �32 = 2 � ������ ��
����	 –32 = 2, 
�$
� ��=�
 ����’	�

�
����	��	

U2 – 32=4 � U2=2,
U3 – 32=2 � U3=0;

Ui

% = 
0
2
0

2322
1342
1223

��
�

�




��
�

�

�

–3j 3 2;
=) ����	 ����
����	 U2 = 2 � U3 = 0, ���������� �� ����
����	

-33 � –34:
U3 – 33 = �33 = 3 � –33 = 3,
U3 – 34 = 2 � –34 = 2.

Ui

% = 
0
2
0

2322
1342
1223

��
�

�




��
�

�

�

–3j 3 2 3 2.
%����, ���� ����
���� ��� Ui � –3j, �
=�� �$�����
� ������ *ij

�� (12.3). @�	 ����� ��� ���� Ui + (–3j) ���$����� ����	
� �ij

(i = ,p1 ) (j = ,q1 ) � �
���

� ������


 � ������ �

���> C`.

C` = 
��
�

�




��
�

�

� 1100

*11 = U1 + ( – 31) – �11 = 0 + 3 – 3 = 0,
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*12 = U1 + ( – 32) – �12 = 0 + 2 – 2 = 0,
*13 = U1 + ( – 33) – �13 = 0 + 3 – 2 = 1,
*14 = U1 + ( – 34) – �14 = 0 + 2 – 1 = 1.
;�����=�>�� ��� ������, �
�� ��	 ���� �	���� ����=��� �

-

���>

C` = 
��
�

�




��
�

�

�

0001
3203
1100

;������ ������, #� ��������
>
� �
��	
�� ���
���
� ($
���-
��� ������� ��
�� 
$� $
������� ���
��
��), ������>>
� ���>.

%����, ���� ������ ������, ��=�
 ��������
� ��
� �
 ��
��
-
�����
�. *�� 
��� #� ��� *ij � 0, 
� ��
� %�, �
���
��� � 

$�. 25,
����
��
�����. @�	 �
�������< �
�
�� :; �
! ����� ���������-
"���	

L(X`) = L(X) – ,*k, (12.15)
�� 8 � 8` — ���

����� � «�����» ������ ��
�� ����������. @�	
%� (12.15) �
! ����	�:

L(X`) = L(X) – ,*st, (12.16)
�� , ����
�
!
��	 �� (12.6), 
 *st �� (12.13). @�	 
��� #�$ "���"�
���	�
� min(X), ���
���� (s,t) �
�
� ��$��

� 

��� �����, #�$
�������


,*st = max
),( ji

 ,*ij. (12.17)

*�� 
��� #� �$�������	 ,*st ��’	�
�� �� ���
�
��	� ������<
�������
� ������ ��	 �$�������	 ,, 
� �
 ��
�
��� (12.17) �
���	-
!
��	 �


*st = max
),( ji

 *ij. (12.18)

? 

��� �����$ (12.18) ����
�
! ������ ���
���� 

$����, �

	��� ���� �
��
���

� ����������	 � � 	��< �����
!
��	 ��$����

������ �������� ��
��. ;�
�� ��
������, #� *st = *21 = *24 = 3
(��	 ����
�����
� �������� *st = *24), 
 , = min(X22, X34) = min(2,2)
= 2. %��� #� , ���	�
! �����
������ ��
����	 ����
�� � ���� ���-

���
�, 
� ��� ���
���
��� ��� ����
���� ������ ������
��	 �
����, 
 <��! ����� �
��� ���� ,24 = ,. ? ������


� $��� ��$����
-
��� �����=���� ������� ��
� � (p + q – 1) – 1 ����
������ ���-
�����

��, #� �
�
�� �� �������
� $����

� ���� («��
#�») ��
-
��. %��� � ���� � ���
���� ,`22 
$� ,`24 � ����� 

$���� ����
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�
���

� $
������ ���� (� 
� ���
����, 	��� ��������
>
� min (�22,
�24) = min (4, 2) = 2, 
�$
� ,24 = 0).

%
��� �����, ����	 ����
������ 

$�. 26 �����
! ����	�:
+������ 30

�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4Bj  Ai
bj  ai 2 5 3 2

A1 4
3

2
2

2
2 1

A2 2
2 4 3 1

2

A3 6
2 2

3
3

3
2

0

��
����	 L(X) = ��
� �

p

i
ij

q

j
ij XC

1 1
 ��	 ��
�� � 

$�. 26 ������>! 33

(���� ��$�
��� �ij � ,ij, #� ��
���	
��	 � ����� ���
����). ��
����	
L (X`) ��	 ������ ��
�� ������>!

L(X`) = L(X) – ,*34 = 33 – 2 · 3 = 27.
%�
�����
�� ��
�

� �����
����	 �
 �������� ,*34 = 6. @�	

��������� ��
��
�����
� X ���$����� ����� �$�����
� ������
�

���> C`` � 
. �.

5. �����
�
������$'��& �$�� 	�

��
�
� ��
��
����� ��
� %�
�
�
��: 60, 55, 40, 35.
;�
��$
: 70, 5, 45, 70.
%�
�����
�� ��
�

�:

13324
3846
515403
7921

.

����� «��!�����-%�*������ #���»
'���
�
!�� ������
� �

���� ,m · n �����
>�� � ��������� ��-

���� ��

. ��
������ �������� ,11 = min (�1, b1). J�#� b1 < a1, 
�
x11 = b, � ���"�� �
������ �
���
�� ��	 ����
����� ��"
� �����-
�
��, 
�$
� xi1 = 0, i = 2, 3, …, n. J�#� b1 > a1, 
� ,11 = �11 � ,1j = 0
��	 j = 2, 3, …, m.
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;�
�� �$����>!�� ,12 = min (a1 – x11, b2) ��� �1 > b1, x21 = min
(a2, b1 – x11) ��� a1 < b1. A�� ������ ������=�!
��	 �� 
�� ���,
���� �
 	������ �

�� �� ������
>
��	 ������� �n � �� �
������-
�	
��	 ��
��$� bm.

+������ 31
�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4

70 5 45 70
�
��"��

71 60 60

72 55 10 5 40 45, 40, 0

73 40 5 35 35, 0

74 35 35 0

�
��"�� 10, 0 0 5, 0 35, 0

����� «������$'���� �$������»
A� ��
���� ��$����
�� � ��
���
��	� �

���� ��
�

 �
 ��-

��������	.
�
�������	 �����
!
��	 � ���
���� � min cij.
;��������!�� ������
� �

���� ) � ���	��� ����

��	 �ij.
�
������� �

���> 
�
������� ������������ ��
���, 
�� �

��
����>�� �����
��<.
+������ 32

�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4

70 5 45 70
�
��"��

71 60
1

60
1

2

3

9

13

7

11
0

72 55
3

10
4

40

16

15
45
14

5

9
45,0

73 40
3

10

40
5
8

15

12

5
35
5

5,0

74 35
24

15

3

6

3

7

1
35
2

0

�
��"�� 10,0 0 0 35,0
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����� «���!�&��, ����!���»
? ��=���� �
����� �����
���� ��
��� «V» ���
���� � min

�
�
��
>.
;�
�� � ��=���� �	��� �����
���� ��
��� «V» ���
���� � min

�
�
��
>.
? ������


� ��	�� ���
���� �

���
� ��
 

�� ��
��.
? ��� � ������>>
� ���

����� ��������.
;�
�� — � ���
���
�, �� ���� ��
� «V».
;�
�� — �
 ��
����� �����
������ ������

.

����� �����6��$�!
(����� %��*��;���" ������$'����

�������� �$���)
1. ����
� � ����������� 

$���> �������	 ��� %�.
2. ;�$����

� ���

����� ������� ��
� 8, �$�����
� ��
-

����	 L(x).
3. '����

� �

���> %, ���������
� ������
�, ���������� �
-

��	
�� ���
���
�.
4. @������
� �

���> �
������ «ui» � �	���� «–vj». C��
�

u1 = 0.
5. �$�����
� ��
����
�� (ui – vj), �����
�>���� �������>

ui – vj = �ij �����
>�� � �������� u1 � ������������ ������
�� �ij.

6. �$�����
� �

���> ������ �
 �������> *ij = ui – vj – cij.

7. J�#� ! ���
 $ ���
 *ij > 0, 
� ��
� �� ��
��
�����.
8. ��
�
� *st = max *ij.
9. @�	 *st ��$����

� ���� ����� � �$�����
� Q =min xij, ��

min ����
�
!
��	 �
 xij, ���

"��
��� � �
���� ���
���
� �����.
10. ;�$����

� ����� ������� ��
�, ���#�>�� Q �
 ������,

�$�����
� )(xL $ stxLxL .*"�$ )()(

11. ;����
� �� ����
� 3.
����’��
���:

O
��
��	 1.
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+������ 33
�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20
�
��"��

71 30
2

10
1

–Q 7
20
3

3

13
6

0
+Q

11
20, 0

72 70
9

4

+Q 4
20

5
20

14

–Q 7

30

0

9

50, 30,
0

73 50
5

10

7

8

6

12

2

+Q 30

0
20    –Q
5 _

20, 0

�
��"�� 0 20, 0 0 30, 0 0

ui

Cij = 
8
3

0

02675
07549
06372

"
" *ij=

006811
500010
84500

"""
"  max*14 = 8 – Qmin = 20

L = 610
–vj 2 7 8 10 8

O
��
��	 2.
+������ 34

�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20
�
��"��

71 30
2

10
7 3 6 0

20

72 70
9 4

40
5

20
7

10 –Q
0

+Q

73 50
5 7 6 2

50 +Q
0

0 –Q

�
��"��
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ui

%ij = 
0
5
0

02675
07549
06372

 *ij = 
00683
50002
04380

"""
"

"""
 max *25= 5 – Qmin= 0

L = 450
–vj 2 –1 0 2 0

O
��
��	 3.
+������ 35

�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20
�
��"��

71 30
2

10
7 3

+Q
6 0

–Q 20

72 70
9 4

40
5

20 –Q
7

10
0

+Q 0

73 50
5 7 6 2

50
0

�
��"��

%ij = 
5
0
0

02675
07549
06372

 *ij = 
50688

00007
01230

""""
"

"
 max *13= 2 – Qmin = 20

L = 445
–vj 2 4 5 7 0

O
��
��	 4.
+������ 36

�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20
�
��"��

71 30
2

10
7 3

20
6

+Q
0

–Q 0

72 70
9 4

40
5 7

–Q 10
0

+Q 20

73 50
5 7 6 2

50
0

�
��"��
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%ij = 
5

0
0

02675
07549
06372

"
 *ij = 

50888
00207
01030

""""
""

"

–vj 2 4 3 7 0

max *14= 1 –Qmin = 0 L = 410
O
��
��	 5.

+������ 37
�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20
�
��"��

71 30
2

10

7 3

20

6

0

0

72 70
9 4

40

5 7

10

0

20

73 50
5 7 6 2

50

0

�
��"��

ui

%ij = 
4

1
0

02675
07549
06372

"
 *ij = 

50787
00106
10040

""""
""

""

–vj 2 3 3 6 –1

'�� ������ <= 0, 
��� ��
� ��
��
�����.
L = 410

�
�
�


��+����!#� %�����:
&����	�
!
��	 ���
��
, � 	�� �����
� & ������!��
� 7i (i = 1,

…, n) ���

�
������� ��	���� ����������� ������
� � �$’!�
��
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����$���
�
 �i (i = 1, …, n) � �$’!�
�� ���=��
��	 bj (j = 1, …,
m). � ��=���� ����
� ����$���
�
 ��=���� 
�
�����
��
��	
������
� � $���-	��� ����
 ���=��
��	. %�
�����
�� ��
�

�
�
 ����������	 ������� ��������< � ����
� 7i � �j ���
�
>
�
�

���> �ij.

�
�
�
 ���	�
! � ���"��
��� 

���� ��
�� ����������, ���
	���� ���� ������
 � ����
�� ����$���
�
 $��� ���������, �
��-

� ���=��
��� ������
> �
�������� � ���
��� 
�
�����
�� ��
�

�
�����
����.

����’��
���:

J�#� ����� ,ij ����
��
� �$’!� ������
�, #� ���

��	!
��	 �
7i � Bj, 
� �

��

���
 ������ %� �
! ����	�:

��

�

�

��

��

�

�

� �

�

�

��

��

��

m

j
j

n

i
i

ij

j

n

i
ij

m

j
iij

ij

n

i

m

j
ij

ba

x

mjbx

niax

xcxL

11

1

1

1 1

_������


0

,...,1,

,...,1,

min)(

%�
�����
�� ��
�

�
2675
7549
6372

: �
�
��: 30, 70, 50. ;�
��$
:

10, 40, 20, 60.

�����
«��!�����-%�*������ #���»

�
�
�
 �� �$
�
����
�
.
150 > 130
@��
�� ���=��
�
 � ��
��$�> 20 ��.
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+������ 38
�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20
�
��"��

71 30
2
10
1

7
20
3

3

13

6 0

11
20, 0

72 70
9

4

4
20

5
20
14

7
30

0

9
50, 30, 0

73 50
5
10

7
8

6
12

2
30

0
20
5

20, 0

�
��"�� 0 20, 0 0 30, 0 0

L = 10 · 2 + 20 · 7 + 20 · 4 + 20 · 5 + 30 · 7 + 30 · 2 + 2 · 0 = 466

����� «������$'���� �$������»
+������ 39

�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20
�
��"��

71 30
2
10
4

7
—
12

3
—
6

6
—
10

0
20
1

10, 0

72 70
9
—
15

4
40
7

5
20
8

7
10
13

0
—
2

30, 10, 0

73 50
5
—
9

7
—
14

6
—
11

2
50
5

0
—
3

0

�
��"�� 0 0 0 10, 0 0

L = 10 · 2 + 40 · 4 + 20 · 5 + 10 · 7 + 50 · 2 + 20 · 0 = 450
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����� «���!�&��, ����!���»
+������ 40

�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20

71 30
2

V 10
7
—
4

3
V —

6
—

0
VV 20

72 70
9
—

4
V 40

5
20
1

7
10
5

0
VV —

73 50
5
—
2

7
—
6

6
—
3

2
V 50

0
VV —

L = 10 · 2 + 40 · 4 + 20 · 5 + 10 · 7 + 50 · 2 + 20 · 0 = 450

����� �����6��$�!
(����� %��*��;���" ������$'���� �������� �$���)
�#(����:
O
��
��	 1.

+������ 41
�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20

71 30
2
10
1

–Q 7
20
3

3

13

6 0
+Q
11

72 70
9

4

+Q 4
20

5
20
14

–Q 7
30

0

9

73 50
5

10

7

8

6

12

2
+Q 30

0
20 –Q

5 _
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ui

Cij = 
8
3

0

02675
07549
06372

"
"

–vj 2 7 8 10 8

*ij = 
006811
500010
84500

"""
"

max *14 = 8
–Qmin = 20
L = 610.

O
��
��	 2.
+������ 42

�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20

71 30
2

10

7 3 6 0

20

72 70

9 4

40

5

20

7

10 –Q

0

+Q

73 50
5 7 6 2

50 +Q

0

0 –Q

ui

%ij = 
0
5
0

02675
07549
06372

 *ij = 
00683
50002
04380

"""
"

"""

–vj 2 –1 0 2 0
max *25 = 5 – Qmin= 0 L = 450
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O
��
��	 3.
+������ 43

�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20

71 30
2
10

7 3
+Q

6 0
–Q 20

72 70
9 4

40
5

20 –Q
7
10

0
+Q 0

73 50
5 7 6 2

50
0

ui

%ij = 
5
0
0

02675
07549
06372

–vj 2 4 5 7 0

*ij = 
50688

00007
01230

""""
"

"

max *13 = 2
–Qmin = 20
L = 445
O
��
��	 4.

+������ 44
�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20
�
��"��

71 30
2
10

7 3
20

6
+Q

0
–Q 0

72 70
9 4

40
5 7

–Q 10
0

+Q 20

73 50
5 7 6 2

50
0

�
��"��
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%ij = 
5

0
0

02675
07549
06372

"
–vj 2 4 3 7 0

*ij = 
50888

00207
01030

""""
""

"

max *14 = 1
–Qmin = 0
L = 410

O
��
��	 5.
+������ 45

�,!*,�
�5�� ������� �!

B1 B2 B3 B4 �5

10 40 20 60 20
�
��"��

71 30
2

10

7 3

20

6

0

0

72 70
9 4

40

5 7

10

0

20

73 50
5 7 6 250 0

�
��"��
ui

%ij = 
4

1
0

02675
07549
06372

"
–vj 2 3 3 6 –1

*ij = 
50787

00106
10040

""""
""

""

'�� ������ <= 0, ��
��
� ��
� ��
��
�����, L = 410.
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������� ��� �����������
�

1. %&�����!'
� ()) 
�������
��� ��
���.
2. $�� * ������� ����
��� ����
����, ������, ������ +�?
3. :,����
�����'
� ������
� ��
�
� ��
��������.
4. $��' ���
���' ��
��������
� 
�������
��� ��
��� �� ���*
�?

������������� ��������

1. 	�����
�
���'
� ��
�������' ���� 
�������
��� ��
���.
������
� 
�������
��, ��
��:

1. ������: 20, 20, 40, 45 +�������
�� 1 3 3 8
��
��
�: 8 6 2 6

7 7 3 8
5 2 4 5

	�
����: 25, 30, 40, 15

2. ������: 45, 35, 70 +�������
�� 2 5 3 4
��
��
�: 6 1 2 5

3 4 3 8
	�
����: 20, 60, 55, 45

3. ������: 30, 70, 50 +�������
�� 2 7 3 6
��
��
�: 9 4 5 7

5 7 6 2
	�
����: 10, 40, 20, 60

4. 	������: 40, 30, 50 +�������
�� 1 7 2 5
��
��
�: 3 8 4 1

6 3 5 3
��
��������: 40, 20, 60

5. ������: 30, 40, 70, 60 +�������
�� 1 9 7 2
��
��
�: 3 1 5 5

6 8 3 4
2 3 1 3

	�
����: 35, 80, 25, 70

6. 	��
����: 50, 20, 35 +�������
�� 1 3 3 8
��
��
�: 8 6 2 6

4 7 7 3
	���
: 25, 30, 40, 15
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7. ������: 30, 40, 70 +�������
�� 1 9 7 2
��
��
�: 3 1 5 5

6 8 3 4
	�
����: 35, 40, 25, 70

8. 	������: 30, 5, 45, 70 +�������
�� 3 7 1 5 4
��
��
�: 7 5 8 6 3

6 4 8 3 2
3 1 7 4 2

��
��������: 30, 35, 25, 25, 35

9. ������: 130, 90, 80 +�������
�� 4 5 6 8 10
��
��
�: 10 3 2 3 15

4 10 5 1 16
	�
����: 110, 30, 50, 30, 90

10. ������: 60, 55, 40, 35 +�������
�� 1 2 9 7
��
��
�: 3 4 6 5

6 4 8 3
4 3 3 1

	�
����: 70, 5, 45, 70

11. ������: 20, 16, 14, 11 +�������
�� 2 3 9 7
��
��
�: 3 4 6 1

5 1 2 2
4 5 8 1

	�
����: 16, 18, 12, 15

12. 	��
����: 68, 55, 40 +�������
�� 18 2 9 7
��
��
�: 30 4 1 55

6 4 8 3
	���
: 42, 25, 33, 56

13. 	��
����: 130, 90, 100, 140 +�������
�� 2 3 6 8
��
��
�: 8 1 2 3

7 4 4 1
2 8 5 1

	���
: 110, 50, 90, 60

14. 	��
����: 60, 40, 100, 50 +�������
�� 8 12 4 9 10
��
��
�: 7 5 15 3 6

9 4 6 12 7
5 3 2 6 4

	���
: 30, 80, 65, 35, 40
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15. ������: 50, 40, 20 +�������
�� 3 2 4 1
��
��
�: 2 3 1 5

3 2 7 4
	�
����: 30, 25, 35, 20

16. ������: 40, 25, 35 +�������
�� 10 5 7 4
��
��
�: 7 4 9 10

6 14 8 7
	�
����: 15, 40, 30, 15

17. ������: 60, 65, 70 +�������
�� 2 4 3 2
��
��
�: 3 1 2 3

5 4 1 5
	�
����: 40, 60, 70, 25

18. ������: 40, 30, 20 +�������
�� 1 2 6 4
��
��
�: 3 1 3 2

5 7 5 1
	�
����: 30, 25, 15, 20

19. ������: 60, 70, 20 +�������
�� 2 4 5 1
��
��
�: 2 3 9 4

3 4 2 5
	�
����: 40, 30, 30, 50

20. ������: 50, 20, 30, 20 +�������
�� 1 3 3 4
��
��
�: 5 2 7 5

6 4 8 2
7 1 5 7

	�
����: 40, 30, 35, 15

����������� ��������

K�����
� �������� (��������
 �� %++)
���,�
����� ����
������ �������� ����� ��
�
��:
1. 	�������-��,�
���� ��
�;
2. )����������� ������
�;
3. 	�
��'��� ��������.
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���� 13
���83 �
�
 ����(�9 	
��4��
	�
: �����

1. �3�8

	3 	
��4��
	�3 �����3

@�
���� �����	�
�
�	 ������ 
�
�����
��< �
�
��, ��	 	��<
������!
��	 ����


��
��

�
n

j
j

n

i
i ba

11
, (13.1)

*�� ��� ����’	�
�� ��
�
����� �
�
� �
��
�
�"� ���
���
>
�-
�	 �
�
��, ��	 	��� �	 ����
 �� ������!
��	, 
�$
�

�� � j ji i ba (13.2)


$�
�� � j ji i ba (13.3)

%��� � ���
��� (13.2) �
�
��
 ������
� �
��"�
��	 �� ������-

��> � ����
�� ����$���
�
 iA , 
�$
�

1
�"�� q

def

j ji i bba . (13.4)

* �� ��
��
�, #� �$��=���	 ������� $�
� �
������� �����-
���
>

ij ij ax �� (13.5)

*�
������� � ���
��� (13.3)

1
�"�� pi ij j aab (13.6)

ji ij bx �� . (13.7)

@�	 ���������	 �
�
�� �� �
��������� ����	�� � ���"��� ��-
�
��� ������� p-$
�
����
�� ������ � (13.5)

1,1,21,1 ,...,, 


 qpqq xxx , ��� �����

1
1

1, 

�


 �"� � ��� qi j iji i

p

i
qi bxax , (13.8)
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* � ������� ���
��� qpp xx ,11,1 ,..., 

 , ��� �����

1,1 

 �"�"� ��� ��� pijj i ijj jj jp aabxbx (13.9)

? ������


� ����=��� �
���
� 
�
�����
�� �
�
�� � �
�����-
���� ����	�� � �������� ��� ���

����< �
�
�� �������	� � �����-
������ 

$���> ���

������ ���

�
�����
 (2-� ���
���) 
$�
���=��
�
 (1-� ���
���).

* � ������� ����� �$
�
����
�
 �����
 �����
� � �������!�-

�� = 0.

2. E(�8������ ��
������5

K
�
� $��
! ���$������ ����
� ���

���� �$��=���	, ������ �
	��� ��	�� � ���������� ������� $�
� ����>����. A� ��
��
�, #�
��	�� ���
���� ������� $�
� �$��’	����� ��������. �
$����
 ��-
	��� � ���������� ���	�
!
��	 "�	��� "
������ �$���"���	 ijC
(<� �
�
>
� ��
����	 M � ��� ��$�	
� <� 	��
����"� ���������
��	 �
��#���	 � ��
��
������ ����’	�
���).

O���� = ������
��	 �� $�����

� ����������	 ������
>, 
 ��-
"� �$��=��

� <� ������, 
�$
� ��
�����

� �����

ijij dx � ,

�� constdij �  �����
.
*�����
�� ����’	�
��	 
�
�����
��< �
�
�� � � ����� ���
���

��=�
 �
�
������

�, 	�#� ��� ��$���, ����� ����� 0�ijx  ��
-
�����

� ����� ijij dx � . *�� � ����� ���
��� ��=� ���
��
��	 ��
����’	��
 �
�
�
 ����� ����=�����
� ��$����� ���

������ ���-
����� ��
��. *�� 	�#� 

��� ��
� ��
�
���, 
� �
�
�
 �
�=��
�
! ����’	���.

3. ��
�������� ������
3����� �
���8	�

F
� � m ����

� ����$���
�
 ����$�	!
��	 p ����� ��������<
� �$’!�
�, ika , mi ,1� , pk ,1� , (�$’!� ��������< �-�� ����	�� � i-��
����
� ����$���
�
).

A	 ��������	 �������
���!
��	 � n ����

� ���=��
��	 �
�$’!�
�, ikb , pknj ,1,,1 �� .
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'����� 
�
�����
�� 

���� ijkC  — �� ����������> �������
�-�� ���� ��������< ��� i-�� ���

�
�����
 j-�� ���=��
��.

F
� ijkx  — �$’!� ���������� �-�� ������
� ��� i-�� �� j-��.

F
�, ��
��

�
n

j
jk

m

i
ik ba

11
k = 1, p

min���� ijkijk xc

ik

n

j
ijk ax ��

�1
, ,,1 mi �  pk ,1�

,
1
�
�

�
n

i
ikijk bx  ,,1 nj �  pk ,1�

0�ijkx  .,,, kji0

A� 
�����������
 
�
�����
�
 �
�
�
.
J�#� ��
���

� #� � 
�� �
�
, #� ��	 ����������	 ��=� $�
�

�������

��� ������ 
�
�����
, 
� ����� 4-�������
 
�
�����
�

�
�
�
.

�$���"���	 ����
 �������� ��$�
� ����=����� ����’	�
��	

�
�����
��< �
�
�� ����
��� ��
��
�� (
��� ��
����
���). C
�-
$���" �������

��� ��������-��
��. *�� ��� ������� m, n, p,
…, ���������
� �
�
�� ������ �$���"�!
��	 � << ����’	��� �

! ��-
��=�����.

������� ��� �����������
�

1. $�� ��
� ��
���' 
�������
��, ��
�� ��� ��
���?
2. K���;�
� ��
��� 
���,��
������ 
�������
��� ��
���.
3. K���;�
� ���������, ���� ���
��� ���
��
� ����;�
���

�� ��������! � ����
�� ��������
��.
4. $� ������
� ��
��� 
� ����������� �����
�?
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���� 14
���F4	� ������ (�

1. �
��� 3 ���F4	� �����3

O��	 ���<�
��
� �
�
� :; ���	�
! � �
�
������.
��=��� �
��� �
�
�� :; �
 ������� ��
���
�� ��=�
 ���

-

��
� � �����������
� ��	�� ��"� �
�
�� :;, #� �
���
!
��	 ���-
<�
�> �� ������<. %
�
 �����������
� ��

����>!
��	 ����������,

�� ������ ����� ������� $�
� ��’	�
�� ��= ��$�> � ��
�� ���
�
�
�. )������� 
�
��� �
�
�� :; � ���<�
�< <� ������	! ��

����-

� ��’	��� ��= <����� �������� ��
�
�� � ���
���� ��
��
�����-

� �����	���
��� ��
���.

C��
� �
�
�
 :; �
�
�
 � �
�������� �����.
'��
�
!
��	 ��
�
� ��
�, #� �
�
� �
����
���� ������� �����.

max � L (x)=�
�

n

i 1
ci xi (14.1)

�
 ����: �
�

n

i 1
aij xj = bi (i = 1, m) (14.2)

xj j 0 (14.3)
*$� � ���
����� �����

L (X) = (C, X)$ (14.1$)

AX = B (14.2$)
X = j0

(14.3$)
@��<�
�> �
�
��> ��	 �
�
�� (14.7)—(14.9) $��� �
�
���
:
��
�
� ��
�, #� �
�
� ������� �������< �����

L (y) =�
�

m

i 1
bi yi � min. (14.4)

�
 ����

�
�

m

i 1
aij yi > = cj (j = 1, n), xj > = 0. (14.5)

*$� � ���
����� �����
L (Y) = (B, X)$ (14.10$)
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;�� YA > = B. (14.11$)
'��
�� ) $����� �
���

� ���
���� �
�
��
�. �
�
��, #� �
!

����	� (14.4)—(14.5), %. �., �
�
�
, � 	��� ���
�
!
��	 ����
��
�
min L �
 ���� ��������
� � �������, �� ��’	�
��� ����
�� ��-
���’!����
�, ���
��	 �
�
��> :;, �
���
��> � ��’	�
��� �
�����-
��� �����.

? �
�
�� (14.4)—(14.5) � ������	��� � �
�
�
�� :; (14.1)—
(14.3):

1. '��
�� �$��=��� (14.1)—(14.3) �

! ���
���� �
�
��
�
(14.4)—(14.5);

2. '��
�� �
�
��
� (14.1)—(14.3) �

! ���
���� �$��=���
(14.5);

3. �

���	 ���� �
�
�� (14.4)—(14.5) ! 
�
�������
��> �

-
����> ����� �
�
�� (14.1)—(14.3);

4. �
�
�
 (14.4)—(14.5) — �
�
�
 min L, 
 (14.1)—(14.3) —
m
� L;

5. �$��=���	 ������
� �����"�� � �$��=���	 ��������
�;
6. ������
�	 ��������
� $
�

������< ������������
� n �
 m.
�
�
�
 (14.1)—(14.3) �
���
!
��	 ������<, 
 (14.4)—(14.5) —

���<�
�> �� ������<.

2. ������ (� � ����
3��
�
 �E��.��
�
 ��3��
�


&����	���� �
�
�� :; � ����������� �$��=����� ��������.
��
�
� ��
� X = (x1, …, xn), #� �
�
� max �������< ����� L:

L (x) = (C, X) = �
�

n

i 1
ci xj N max (14.6)

�
 ���� �
�

n

i 1
aij xj <= bi (i=1, m) (14.7)

xj > = 0 (14.8)
@�	 
��� #�$ �
���

� �
�
��, ���<�
� �� (14.6)—(14.8),

��

��> �����! ������
� �� �
��������� ����	��. A� ��$�
��	 �
��������> ��
��� ���

����� (#� $
�
���>
�) ������� xn + i
(i = 1, m).

�
�

n

j 1
a ijxj + xn+i = bi; i = n,1 (14.7`)

xj j 0; j = mn 
,1 (14.8`)



141

* ������
 ������	 �
! ����	�:

L (X) = �
�

n

j 1
cixj + 0³ xn+i + … + 0³ xn + m

@��<�
�< �� �
�
�� (14.6$)—(14.7$)

(��� L (N)=�
�

n

i 1
bi yi � min (14.9)

�
 ����: �
�

m

i 1
aij yi >= cj (j = n,1 ) (14.10)

Ni j 0 (i =) m,.1 . (14.11)
?���� �$��=���	 (14.7$) �������	
� � ����� (14.10), (14.11)

(��
=
>�� �
 �
���
��� �

���� * = (*/�) 4 *$ = (*$ /�)).
;��
=���, #� ��	 �
�
�� (14.9)—(14.11) ���<�
�> $��� �
�
�


(14.6)—(14.8).
'������ ����
���

aij$ = –aij

bi$ = –bi

ci$ = –ci

%��� � ����� ����
��
� �
�
�
 (14.9)—(14.11) �

��� ����	�:

�
�

m

i 1
 bi yi � max (14.12)

�
 ����� �
�

m

i 1
aij$ yi <= cj$ (j = n,1 ) (14.13)

NI j 0 (i = m,.1 ) (14.14)
�
�
�
 (14.12)—(14.14) �$��
!
��	 �
 
���� � �
�
��> (14.6)—

(14.8). C
��"��� ��	 ��< ���<�
�:

�
�

n

j 1
 cj$ xj$ � min (14.15)

�
 ����: �
�

n

j 1
aij$ xj > = bi$ (i= m,1 ) (14.16)

x j j 0 (j = n,1 ). (14.17)
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�
�
�
 (14.6) — (14.8) ������"�
��	 � ����	��
� bi xi � max (14.15$)

�
 ����: �
�

n

j 1
aij xj k bi (i = m,1 ) (14.16$)

x j j 0 (j = n,1 ). (14.17$)
%. �. �
�
�� (14.6)—(14.8) � (14.15$)—(14.17$) �$��
>
��	.
;
�
 �
�
� (14.6)—(14.8) � (14.9)—(14.11) �
���
!
��	 ������-

��> ��’	�
��> �
��> �
�
� :;.

3. ����(5�� ������ (� �3 ��3C��
�
 ������


&����	���� �
�
���� �
�
�� :; �� ���"
���� ����
��.

'���
��
� �
�

�
n

j
jj xcXL

1
)(max (14.18)

�
 ����: �
�

�
n

j
ijij bxa

1
, ),1( 1mi � mm �1

�
�

�
n

j
ijij bxa

1
, ),1( 1 mmi 
� (14.19)

nnnjx j ��� 11),1(0 (14.20)

�
 ����
����	� �
�
�
 �������
 �� �����"���> �� �
�
��
(14.18)—(14.20), (��’	�
�
 � ��>), ���	�
! � �������
��< :I.

�
�

�
m

i
ii ybYL

1
)( (14.21)

�
 ����: �
�

���
m

i
jiij nnnjcya

1
11),1(

),1( 1
1

nnjcya
m

i
jiij 
���

�
(14.22)

mmmiyi ��� 11),1(0 (14.23)
%
��� ����� ��’	�
�
 ���	=��
 � �
�
��> �� ���"
���� ���-

�
��, $���!
��	 �
 �
�
������ ��
���
��:
J�#� �����
 xj �
�
�� (14.18)—(14.20) �������
!
��	 ����-

�

����>, 

 j-� ����
 ���
��� (14.22) ! ��������
>. J�#� = xj
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�� ��’	�
�
 �����> �����’!����
�, 

 j-� ����
 ���
��� (14.22)—
������
�. *�
������� ����� ! ��	 �$��=���	 (14.19) � ���-
�� (14.23). J� ���
=�� ��������
�, �
�
�
 (14.21)—(14.23) !
���<�
�> �� �����"���> �� �
�
�� (14.18)—(14.20). %��� �>
�
�� �
�
� �
���
>
� �
��> ��������� (
$� ��
!��� ��’	�
���)
�
�
�.

C
������ ����
����	 ��������< �
�
�� �� ��������
� ���	

>
���������
� �
���� �
��"�.

;�������
� �
���
����.
(���-	�� � �������� ��’	�
��< �
�� �
�
� ��=�
 ��
=

� ����-

��>, 
��� << �
���
>
� ��	��>. ��=�
 � ��!< �
�� �������
 ��
�����"���> �� ��"�<, 
��� <� �
���
>
� ��
!��� ��’	�
��> �
-
��>.

4. �8����3��� ���4�����
����39��F �����3 (�

C��
� ��	�� ����$���
�� ������
! n ����� ��������< ;1, ;2,
…, ;n. ;�� ����� �������
���>
��	 S1, S2, …, Sm ���� ������-
��. C
 ������> ��������< ���� ;j ��
�
��!
��	 aij ������� ��-
������ ���� Si. �
�
�� ���� ����� �������� �$��=��� �������
-
�� b1, b2, …, bm. ���� ��� ������� ������� ��������< ;j ���
�
!
������!��
�� %j ���. �
�
����� ���� ������!��
�
 ���
��, 	�#�
����� xi ����
��
� �������
� �������, #� ������
>
��	 ������-
��<, ���� ;j:

L = c1x1 + c2x2 + … +cnxn (14.24)

;�� ����� �������

��	 �������� ������� ������	������

�-
�	 ���������"���>:

ai1x1 + ai2x2 + …+ ainxn � bi, ),1( mi � (14.25)

O $����� �������

�, #� ��������	 ������!��
�
 �� ���#�-
!
��	, 
. �.,

xi � 0 (14.26)

;�������, ������
�
�, #� ������!��
�� ��
��� ������

�
����$� ;j � �������
� xj, 

��� #�$ ���$�
�� (14.24) $�� �
���-
�
�����, 
�� ��� ����� ������� ��
�����

��	 ����� (14.25)
(���. 

$�. 46).
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+������ 46

��
��
 ���


'��� ��������<

;1 ;2 … ;n
'��
��
������ ;��$�
��

�1 �2 … �n

�
�
�� '���
��������

y1 a11 a12 … a1n b1 S1

… … … … … … …

ym am1 am2 … amn bm Sm

x1 x2 … xn

;�
� ����$���
�


C��
� 
���� ��	�
 ���
���
��	 $
=
! ����$

� � ������!��
�
,
#� 
�
����!
��	, �������� ����� S1, S2, …, Sm. �
 	���� ���
��
������� �������

� �� ������!��
�� �������
, #�$ ��	��
��	 ��
� �$�
��, 
. �., 	� �����
� �
�
��
� �������� �
��=�� ��� 
���
���$�
��, 	��� ���� �������
� ������!��
�� ��� ����
�������
��������< ����� ;j ),1( nj � . %�
 ���
��	 �� ��� �
�
��
� ��������
��� << ����$
��� ������!��
���, 
 ��� �����#��� �
�
��
� ����-
���� �
 ������!��
��. C
� ���
��
�, 

� ��
�

�, �������
 �
�-

��
� �������� � 
���� ���� ���$�
��, ����=��
���� ������!��
-
��� ��� ������$�� ��!< �������� � ��������>.

;���
���� ����� Y = (y1, … ym) — ���
�� ������ �������� ����
�����, �
 	���� $��� ���
 �������
��	. ;�� ����
������� ;j ����
��������< �������
���>
��	 Si ���� �������� � �������
� aij. '
-
�
��
� ���!< �������� �
 ;j ��������> ���
��:

),1(
1

njcya
m

i
jiij ���

�
(14.27)

����
���, #� ������!��
�� ����
�

��� �������� 
����� � 
�-
�� �
��, 	�#� ��
��� ��� ����
=� ��!< �������� $��� �� ���"��
��� 
��� ���$�
��, 	��� ������!��
�� �
���
! ��� ������$�� ��!<
�������� � ��������>. �
�
���
 �����
 ���� �
�
��� ��������:

�
�

�
m

i
ii ybYL

1
)( (14.28)

����
���, #� � ��
����
� ���
���
��<, #� ���$��
! ������-
��, ����$

� �> �������� 	��
� ��"��"�, 
. �. ���������

�
(14.28).
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%
 ���������, #� ���
�� ������ Y:

Y � 0, #. �. ),1(0 miyi �� . (14.29)

%
��� ! ����������� ���� ��������� �
�
� :;.
;������
 �
�
�
 ! �

��

����� ������>�
��	� ���$����

������ �������� �
 ����������� ���
�� ������!��
�
.

5. �(��

	� ��E����
 ����39��F �����3

��=��� �
�
�� :; �� ���"
���� �$��=���	�� ����	��

max0
1

���
�

i

n

i
iacF (14.30)

��� �$��=���	�

.,,...,1,0

,...,2,1,

,,...,1,

11

21
1

11
1

mmmjx

nnnibxa

nnnibxa

j

ij

m

j
ij

ijij

m

j

���



��

���

�

�

�

�

(14.31)

��=�
 ���

��
� � �����������
� ��"� �
�
��, 	�
 �
���
!
��	
��������> �� �����"���> �� ���"�< min~

1
���

�
i

n

i
i ybF (14.32)

��� �$��=���	�

.,,...,1,0

,...,2,1,

,,...,1,

11

21
1

11
1

nnniy

mmmjcya

mmmjcya

i

ji

n

i
ij

jiij

n

i

���



��

���

�

�

�

�

(14.33)

���

��	>�� ����� �
���� ��	��< � ��������< �
�
�, ��=�

��

����
� �
�
����� 
�����
�:

1. J�#� ��	�
 �
�
�
 ! �
�
��> �������
��<, 
� �������
 $���
�
�
��> �������
��<, � �
��
��.

2. J�#� ������
 ������	 ��
��� �� �
�������, 
� ������
�
��� ��������
� �� ����	�� �, ��� ���$������
� �����=��"� ����-
����
� �
 (–1); 	�#� �� ��������, 
� ��������
� ������� �

�
��
� �.
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3. �������!�
� �������< ������< ��	��< �
�
�� �

>
� ������-
�� ����
�� �$��=��� ��������< �
�
��.

4. '����� ����� ��	��< �
�
�� b1, b2, …, bn �

>
� �������!�

-
�� �������< ������< ��������< �
�
��.

5. �

���	 �$��=��� ��������< �
�
�� ������
� 
�
������-
�
��	� �$��=��� ��	��< �
�
��.

6. K���� ������� ��������< �
�
�� ����� ����� �$��=��� ��	-
��<, � ����� �$��=��� ��������< �
�
�� ����� ����� ������� ��	-
��< �
�
�� � �
��
��.

7. '�
!��� ������
��
 �����������
� ��= �������� ���

����<
�
�
�� � �$��=���	�� ���<�
�< �
�������	! �
�
������ ����-
=���>:

j-� �$��=���	 ���<�
�< �
�
�� $��� ��������
>, 	�#� �
 j->
������ ���

����< �
�
�� �
��
���� ������ ����
�����
�; 	�#� =
j-	 �����
 �� �$��=��
 � ��
��, j-� �$��=���	 $��� ����	��	�.

;�� �����	�� ������
�����< �
�� �
�
� �
 ��
��
����> ���-
�������> 

$����> ��	��< �
�
�� ��=�
 ��
�
� ��
����	 ��
�-
�
����� ������� ��������< �
�
��.

)�����

!���	 ���������"���	� 1��
��
 "� ,7%Y
'��
�� ��
%  — ���
��-�	��� �������!�
�� �������< ������< ���

$
������ �������, ������
� 	��< ���

"���>
��	 � 
�� =� �����-
������
�, #� � $
����� ������ � �
����� �, ��
��
����< (��

����<)
��������-

$����.

�

���	 7, ���
�
!
��	 �� ��
���� ���
����, ��	
�� � �$��-
=��� ��	��< �
�
�� (���"�< ��������-

$����), 
�� � 
�� =� ��-
���������
�, #� � $
����� ������ � �
����� �, ��
��
����< (��

�-
���<) ��������-

$����.

�

���	 1"
,7  ���
�
!
��	 �� ��
���� ���
����, ��	
�� � ��

�-

���< (��
��
����<) ��������-

$����, 
�� � 
�� =� �����������
�,
#� � $
����� ������ � �
����� �, ���

����< (���"�<) ��������-


$����.

(O�
�"�: �

���	 1"
,7  ���
�
!
��	 �� �
������ ��
��
����<

��������-

$����, ����=
��� �
 ����� ��������� �
������ ���
-

����< 

$����).

�������� ������
 ������	 ��
��� �� max, ������� � �$��=��-
�	� ��
�� �
 «>».

������
�

��=��� �
��� �
�
�� :; �
 ������� ��
���
�� ��=�
 ���

-
��
� � �����������
� ��	�� ��"� �
�
�� :;, #� �
���
!
��	 ��-
������< �� ������<.
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J� #� �������
 �
�
�
:

max � L (x)=�
�

n

i 1
ci xi

�
�

n

i 1
aij xj = bi (i = 1, m)

xj j 0,

� ��������> �
�
��> $��� �
�
���
:

L (y)=�
�

m

i 1
bi yi � min

�
�

m

i 1
aij yi > = cj (j = 1, n)

xj > =0.
��’	��� ��= �����	��:
�

���	 7 ���
��� �$��=��� ���

����< �
�
�� ! 
�
������-

�
��> �

����> � ��������� �
�
��. �������!�
� � �������< ����-
��< ���

����< �
�
�� ! �������� ����
�� �$��=��� ��������< �
-
�
��, 
 ������ ����� � �$��=��� ���

����< �
�
�� !
�������!�

�� �������< ������< ��������< �
�
��.

���������� �$B���
��
��	 ��������< �
�
��.

;������
 �
�
�
 ;������
 �
�
�

)������ � 	��< ��������< ,j ���$�����
����$�
�, #�$ ��� �
�
��� ����
�
��
�

� �������� �
 ������> ���-
�����< �ij � ������
� �
	���� ��������
�������� bi �
��������

� ���$�
��
��� ��������<, #� ������
!
��	, 	�-
#� ������� ���$�
�� (�i) ��� ��
��-
�
��< ������� ��������<.

��

 �
�
�� — ����

��	, 	�
 ����-
��
 $�
� ���
 ��=���� � ��������,
#�$ ��� �
�
��� �������
	� ��������
bi � �������
� �
�
��
� ������� ���-
�����< �j ���������

� �
�
���� �
�-

��
� ��
�

. ������ yi �
���
>
�
�����
�� 
$� ��	����� �$��������
���
��

���
����� �������

�����
�

0,
2874

4
632

623
min35

21

21

21

21

21

21

�
"�""

"�
"
"�"

�

�"�

xx
xx

xx
xx
xx

xxF
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;������
 �
�
�
:

0
3732

5423


���
7132
4123

74
11
32

23
max284676)(~

4321

4321

4321

�
"�"
"

�""

""
""

�

""
"

"
�

�"""�

j

T

y
yyyy
yyyy

A

A

yyyyyF

)�����

!���	 ���������"���	� 1��
��
 "� ,7%Y , #�$ ��
�
�
��
����	 ��������� �������.

�����
�>���� �������> 1��
��
 "� ,7%Y  ��
����� 
���� ��
-
����	 ��������� �������.

��
%  = (–5; 3; 0; 0)

�

���	 1"
,7  = (*1; *4; *5; *6) = 

1010
0113/50
0013/30
003/21

"

"

? ������� 1��
��
 "� ,7%Y  ����

���� ��
����	 � ��
����� ��
-
����	 ��������� �������.

1010
0113/50
0013/30
003/21

)0;0;3;5(��


"

"

"�Y  ���
Y (0,69; 1,46; 0; 0) F��
 = –4,61.

������� ��� �����������
�

1. N ���� ������* �
�� ��
��'���
� ��
�� �	?
2. 	������'
� ����
���� ��
��� �	 � ��
��'��! ��
���!.
3. 6�������
� ��
��� �	 � �
����
���� ���������� ����-

����.
4. 6�������
� �������� ��
��� �	 �� ���;����� �������.
5. P�'
� ���������� ������
������ ��
��'��� ��
���.
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������������� ��������

2. �����
�
	���
�'
� ��
��'�� ��
��� � ����’���
� �� ��������-��
�
��.
������
�:
1. F = 2x1 – x2 � max 2. F = 5x1 + x2 � min
x1 – x2 �  –3 x1 + 7x2 �  7
6x1 + 7x2 � 42 –2x1 + x2 � 6
2x1 – 3x2 � 6 2x1 + 5x2 �  10
x1 + x2 �  4 7x1 + x2 �  7
x1, x2 �  0 5x1 + 2x2 �  10

x1 � 6
x2 � 7
x1, x2 �  0

3. F = x1 – x2 � max 4. F = 7x1 + x2 � max
–x1 + x2 �  8 x1 + x2 � 14
8x1 + 5x2 � 6 3x1 – 5x2 � 15
x1 – 2x2 � 2 5x1 + 3x2 �  21
x1 + 4x2 �  4 x1, x2 �  0
x1, x2 �  0

5. F = 7x1 – x2 � min 6. F = x1 + x2 � min
x 1 + x2 �  3 3x1 + x2 � 8
5x1 + x2 �  5 x1 + 2x2 � 6
x1 + 5x2 �  5 x1 – x2 � 3
0 � x1 � 4 x1, x2 � 0
0� x2 � 4
x1, x2 �  0

7.F = x1+ 3x2 � max 8. F = 2x1 + x2 � max
–x1 + x2 � 3 x1 – x2 �  4
4x1 + 3x2 � 20 x1 + x2 �  10
x1, x2 �  0 4x1 – x2 � 12

7x1 + x2 � 7
x1, x2 � 0

9. F = 2x1 + 2x2 � max 10. F = 2x1
 – 4x2 � max

3x1 + 2x2 �  –6 8x1 – 5x2 � 16
x1 + x2 �  3 x1 + 3x2 �  2
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x1 � 3 2x1 + 7x2 � 9
x2 � 5 x1, x2 �  0

x1, x2 �  0

11. F = 5x1 +4 x2 � max 12. F = 2x1 – x2 � min
2 x1 – 3x2 �  3 x1 + 7x2 �  7
x1 + 4x2 � 8 –2x1 + x2 � 6
x1 + 3x2 � –6 2x1 + 5x2 �  10
x1 + 3x2 � –4 7x1 + x2 �  7
x1, x2 �  0 5x1 + 2x2�  10

x1, x2 �  0

13. F = 5x1 – 4x2 � min 14. F = 5x1 + 6x2 � max
–x1 + x2 � –3 6 x1 + 3x2 � 12
x1 + 5x2 � 1 –3x1 + 5x2 � 15
x1 – x2 � –2 2x1 + 3x2 �  –6
x1 + 4x2 �  4 x1, x2 �  0
x1, x2 �  0

15. F = 4x1 – x2 � min 16. F = x1 + x2 � min
3x1 + x2 �  8 5x1 + x2 �  5
5x1 + x2 �  5 x1 + 2x2 �  6
x1 + 5x2 �  5  x1 – x2 � 3
x1, x2 �  0  x1, x2 �

17. F = 2x1 – 3x2 � max 18. F = 2x1 +3x2 � max
x1 – x2 � 3 x1 – x2 � 4
–4x1 + 3x2 � –10 x1 – x2 �  5
5x1 – x2 �  5 4x1 – x2 � 3
x1, x2 � 0 x1, x2 �  0

19. F = 6x1 + 2x2 � min 20. F = 2x1 + x2 � max
4x1 + 5x2 �  6 x1 – x2 � 6
x1 + x2 �  3 x1 + 3x2 �  6
x1 � 5 2x1 – 3x2 � –9
x2 � –5 x1, x2 �  0
x1, x2 �  0

����������� ��������

K�����
� �������� (��������
, �� %++) 
�� ������ ��
��'���
��
��� �	.
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×àñòèíà 3
�����
������ �
��
��������

���� 15
�����3 23(��
4�(5���� �
��
��������

1. ����(5�3 ����		�

��
��
 �
�
��
 ����������� �
�
�, #� ������	
��	 �� �:;,
���
�
! �������������� ����’	�
��	. @� ��� �
��=

� �
�
��, �
	��� ������ �������� ���
�
>
� �������
� ������� ����������<
��������<, �
�����
�, �������� ����$����� �
��
�� ��= ������-
!��
�
��, ������� �

���
���, �
�
�

=���	 ��


���
��	, �����-
��� 
�
�����
� �� ����
�, 
 

� �
�� �
�
�� �� ����$���
�� ����-
������< ��������<.

�
�
�
 �������������� �����
���
��	 �����!
��	 

� �
��,
	� � �
�
�
 ��������� �����
���
��	, 
�� ���>�
!
��	 ���

���

�����
, 	�
 ���	�
! � 
���, #� ��
����	 ����������, ���
�����
��
��
����� ����’	��� ������� $�
� ������ �����

������ ���-
�
�� ( 0�ijx , xij — ����).

?���
 �������������
�:
xij (,ij – 1) = 0, 
�$
� ,ij — ����
@��$���> �
�
���> 5,6 ����
 � �
���
!
��	 5,6 = , – �,	, ��

�,	 — ���
 �
�
��
, 
�$
� �
�$���"� ���� �����, #� �� ������#�! ,.
(	�#� ,ij = 1, 
� 1 – (1 – 1) = 0).

2. ����(3 ���
�	
���-8�(����
���� �(��������

'��
��"����
������� ��
�� ��
����>
� 
������ �����
��	
����$����< �����
�� �� ������� ��������<, �������� �
��
�� �

���
�� ��$�
, ��


���
��	 �� �
��
����	� �����������
� �$��$��
��

��� 

 ��.
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@�	 ���
�
��	 �
����
���� ��
��� ����$���
�
 �������
�-
��>
� ����

����-�
����
��� ��
���
��	, 
�$
� �����>�
��	
����$���
�
 � �
��.

����

����-�
����
��� ��
�� �
>
� ������ ��
����	 ��	 
��
�
����� �����������
�, �� ����$�	!
��	 ������ ����� ���
����
����� ����$�� � �������
���!
��	 $
�

� ������ ����


��.

&���������	 �
�
�� �������������� �����
���
��	.

3. ������ 
�����3(� �

�E�
��F �
��
��
 � ��43

����
����
 

�
��:
@�	 ��
����
��< ��
��� �����
��	 �
������� � ���$���������-

�� ����$���
�� ��=� �
�
������

��	 ������ �$’!���-�
����
�-
���� ��
���
��	.

?������ �$��=���	
I — ����� �
�������	, i – 1, ..., m;
j — ����� ����$����< ���	���, #� ���
�
!
��	 � K ���� ����-

������� ��


���
��	;
k = 1,..., K (k-��� ���� ����������� ��


���
��	);
j — ����� ���	�	, � 	���� �����
! �������

��	 �
�������	;
t — ����� ���	�	, � ��
�� 	���� ������!
��	 �
�������	;

kt
ija  — ��
�

� ����


���� �
�� k-< ����� ��


���
��	 �� ��-

���
��> i-�� �
�������	, 	�#� ���� ��=�
 ���

� � j-�� ���	�� �
�����

� � t-�� ���	��;

ktA  — ���

"����
��� ���� ����


���� �
�� k-� ����� ��

-

���
��	 � t-�� ���	��;

cij — ���
��
 
�������
���
� (����


��� �
�) �����
��	 i-��
�
�������	, 	�#� ���� ���
�� �������

� � j-�� ���	��;

,ij — �����������
 ��������
 = 1, 	�#� i-� �
�������	 �����
�������

��	 � j-�� ���	��;

(1 — $����� ������� �
�������, 	�� 
��$
 �$��’	����� ���>��-

� � ��
�.

�����	���-	
��	
����
 	����!:
���
���� ��
��
�����
� — max �
�
�

=���	 ����$����� ��-


�=���
�� �6	.
A�����
 ������	

max)(
1 1

�� ��
� �

m

i

T

j
ijij xcxL .  (15.1)
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)��
��
 
�������
���
� �����
��	 �
�������:

���
k t

kt
ijji ac (15.2)

�$��=���	:
;� ����� �
�� ��$�
� ����


��

��
� �

�
m

i

T

j

kt
ij

kt
ij Axa

1 1
, k = 1, …, K t = 1, …, T. (15.3)

;� �$��’	������ ���>����	� �
�������	 � ��
�

�
�

�
T

j
ijx

1
1, i � E1 (15.4)

(i-
� �
�������	 ������� �������

��	 � 	������ j-�� ���	��,
	�#� �
�������	 ���>���� � ��
�).

;� ���$��’	������ ���>����	� �
�������	 � ��
�

� �1ijx  i 7 E1. (15.5)

�
 �����> �������������
�
xij (,ij – 1) = 0, 
��� ,ij — ���� (15.6)

Y� ���� �����
� �
�
�� �������������� �����
���
��	 —
«�
�
�
 ��
��
������ �������

��	 ��


���
��	», 	�� ��=�

�����	�

� 	� ������� ���
��� «�
�
�� ��
��
������ ������>
�

���
��» �7	.

4. ������ �
� 
N8��8

�
�
�
 ��� �>��
� ����
���� ���
�
! ��$�� ������
�� � �
�$�-
��"�> ���
���> �
�
��
>, #� ���#
>
��	 � �>��
� �
�
����
�������. A	 �
�
�
 �
�
� �����
! ��� ��$��� ��
��
������ ���
�-
����	 � ������ ���������-���
������ ���	��
� (�������� $>�=�
�
������� �
 �����

�� � 
. �.).

�
�
�
 �
��=�
� �� �
�
� �������������� �����
���
��	.

����
����
 

�
��:
p �
���� (�>��
�) �
�
���� �$’!�� � ���$��=��
 �������
� ��-

=���� � N ������ ������
��. @�	 ��=���� ������

 i-�� 
��� ���
i = 1, 2, ..., N ������ ���� �$’!� � ������
�. ? �
���� ��=�
 ����
-
�
� ���� ����� ������
�� ������� 
���. ;�� ����� ��

 ���	�
! �

���, #�$ ���
��
 �
�
��
� ���� ������
��, #� ��
���	
��	 � �
-
���, $��
 �
����
���
, 
 <� �$’!� �� ������#��
� �������� V.
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�
�
�
 ��� �
���� ��=� 

��= ����’	���

��	 /������-��
����,
��
��
�� ���
������� �����
���
��	 

 ��. @� �
�
�� ��� �
����
��=� $�
� ������
 �
�
�
 �
������
��< �������
����
��	 �
�

-
=����������
� �������� ���
��, �
�

=����
���
� ����
 � 
. �.

�
�
�
 �
! ����
���� ���

�����, ���
�� ��=��:
'����� �

��
���� ����
 �1, �2, …, �n (��
�� «������
��» 
$�

«�
�
��» ������
��), �1, �2, …, �n («�
�
��
�» ������
��) � B
(«������» �>��
�
).

��
�
� �
����
���� ��
����	 �������< ������< �
�

�
n

j
jj xcF

1
 (15.7)

� �$��=���	� �
 ������ «�>��
�
»

5 61;0

��,
1

�

��
�

i

n

j
ii

x

Bxa
 (i = 1, m) (15.8)

5. ������ �
� E��E�
����(5�
8

p m — ���"�� ���
�� B = (b1, ….., bm) �$��=���� ��������,
	�� ��=�
 �������
����

� ��� ����������� ������ �
 ���<�� �
-
�
�
����
��
�� �
�

=��.

��=�� j-� �
�

= (j = 1, n) �
�
�
�����!
��	 

���� ��
�
���-
�
	��:

1. �
������
�, 
�$
� ��	 
�
�����
��
��	 ��=� ��$��

��	
$���-	��� �
�

= � �������
� xj ��

���� 1;

2. ��������
� — cj (����������
� ���
���);
3. ��
�

� i-�� ������� �
 ����������	 ������� j-�� 
��� �
�-



=� aij i = 1, m, j = 1, n.
'��
�
!
��	 ��$�

� 

��� �
$�� �
�

=� ��	 
�
�����
��
�-

�	, ��� 	���� �
�������!
��	 �
�
���
 ��������
� �����:

max
1

�� �
�

n

j
jj xcF (15.9)

���e
),1(,0

��,
1

"
��

��
�

j

j

n

j
ijij

x
njx

bxa

(15.10)

�
�
�
 ��� �
���� — �� ������� ���
��� ����������< �
�
��.
��=��� � n ������
�� ��=� 
$� ��$��

��	 (xj = 1), 
$� �� (xj = 0).
%��� �� (15.7)—(15.8) ���
!
��	 ����
: 5 61;0�jx  (15.11)

A� �
�
�
 � ��������� ��������.
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6. ������ �
� �
E3
 	
�� 4����

;
����
��
�� ��
!, #� � ����������, �
 �$��������
���� �
-
�"��

�� �
 ����� ���<=�=
! ���
���� ����� �>���. ����
��-
���
� �������
����
��	 
�
�����
��� �
��$�� �
����
��
�

���
�
!
��	 � ����
�����
� �$��������
��	 ��=���� �
�"��
� �
����
�
!
��	 �������> ��= �����
�� ��� ������ � ��
�


�� �
-
����
��
�
 �� �$��������
��> ������. (@���� — �������
� ����
-
��� ���
���, ��
�

� — ����
 �$�������>���� ������
��, �����,
��
�


 �
���
).

��

: ��$�

� ��	 ��=���� �
�"��
� 

�� 
��� ����� � �


��� �������
	�, 	�� ��������� $ �
��������
� ��
��$� � ��-
�����
	� ����� ��	 �
�
=���� � �
��������

� ���$�
�� �
��-
��
��
�
.

����’����:
F
� �� j-�� �
�"��
� �
 ����� ���<=�=
! bj �
�
=���� (j = 1,

n). ;���������	 ��=�
 ������>�

� m ������� 
��
�� ����� (i),
��	 	��� ������ 

�� �
�
�
����
���:

1. ai1 — �������
� �
�
=������� �����;
2. ai2 — �$�������>��� ������
�;
3. ai3 — ��
�


 �
������ �
 �����;
4. �ij — ���$�
�� �
 ����� ��� �������
����
��	 i-�� ���� ��-

��� �
 j-� �
�"��
�;
5. b2 — �
�
���
 ���������
� �$�������>���� ������
�� � �
-

����
��
��:
6. b3 — �
�
���
 ��
�


 �
������ �
����
��
��� �
 �����.
F
� xij — �������
� ����� i-�� 
��� �
 j-� �
�"��
�.
%��� ������	 ��
�:

max
11

�� ��
��

n

j
ijij

m

i
xcF (15.12)

'�� �
�
=��� �
 ���� �
�"��

� ������� $�
� ����������:

1
1

1 bxa
m

i
iji ��

�
(15.13)

�$��=���	 �
 �
�
���� ���������
� �$�������>���� ������
�� �
�
����
��
��:

2
1

2 bxa
m

i
iji ��

�
(15.14)
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�$��=���	 �
 ��
�

� �
������ � �
����
��
��: 3
1

3 bxa
m

i
iji ��

�
 (15.15)

0�Ix , ,i — ���� ����
.

7. 8��E3��	�
�� ������

&����	���� �
�
�� ������	=��
 ($���	���� 
������	).
p n ����
�� P1, P2, ….., Pn. F
� ��	 ���<��� � Pi � Pj ��
�
�
-

!
��	 �
� tij. �
�
�
 ������	=��
, #� ��
����
��	 � Pi — �$’<�

�
��� ����
�, ��$��
�"� � ��=���� ����� ���� �
�, �������
��	 �
���

����� ����
 � ��
�

�
� �
 �� �����
����� �
�.

'����� ��=���� (n – 1)! (�������� Pi �=� ��$�
���) �
��
�
��.
�
�
�=���� ��=�� �
��
�
 �� ���
���> ����� xij i, j = 1, n, i � j,

�� xij = 1, 	�#� ������	=�� � Pi ��<=�=
! � Pj � xij = 0 — ��
�"�.
%��� �
�
����� �
� �
 ��
���
��> �
��
�



min
11

�� ��
��

n

j
ijij

n

i
xtF (15.16)

� ��=���� ����
� Pi ������
� ���� ��$�� � �����
� ���� ��$��
��
�
 ,ij = 1, 	�#� ������	=�� � Pi ��
�
��	! � Pj (
�$
� 	�#� Pi �
Pj ��������� ��$�
), ,ij = 0 ��
�"�, 
��� � i-�< ���"��� ������
�
1 ��$��:

1
1

��
�

n

j
ijx (15.17)

j � i
O � j-> ���"��� �����
� 1 ��$��:

1
1

��
�

n

i
ijx (15.18)

i � j
*�� ���� (15.17)—(15.18) �����


��� ��	 
�
��
������ ��-

$�
=���	 �$��=��� �
�
��, �������� ���. 4 

��= �
�������	!
����
� (15.17)—(15.18). %��� ���$����� ����
� ����� �$��=��-
�	, #� �� ������
>
� ���#���>�
��	 �
�"��
� ���=��� n �

�
�"��
� ���"�< ���=��� (
�$
� ����>����	 ���
�
! b) �

���. 5.
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P8
u8

P7
u7
P7
u7

P5
u5

P4
u4

P3
u3

P2

P6
P1

P1

P5 P4

P7

P6P2

P��. a)

P��. b)
�� j � i.

&��. 5. '
��
�
� ��=����� �
������� �
�"��
��

� ��=��� ����
�� Pi ���’	=��� ��	�� �������� ����� ui (i = 1,
n – 1) ��� 	���� $���
� �������

��	 �����:

ui – uj + nxij � n – 1 i,  j = 1, n i � j (15.19)
F
� {xij} ��������
! ��	��� �
����
�� �
�"��

�. %��� �� ��-

��! ����� ui, 	�� $ �
��� � {xij} �
�������	�� (15.19).
?���
 (15.19) �
$������! �
����
��
� �
�"��
� � �����
���
�

��
���.
%
��� �����, �
�
�
 ������	=��
 ����
�	 �� min �+(x), 
�$
�

����
 ������< (15.16) ��� �$��=���� (15.17), (15.18), (15.19) �
�$��=���� �
 ������

0, �� i, j = 1, n i � j

$� ,ij = (15.20)

1, �� i, j = 1, n i � j
ui — ���� i = 1, n – 1.

������
�

�
�
�
 �������������� �����
���
��	 �����!
��	 

� �
��,
	� � �
�
�
 ��������� �����
���
��	, 
�� ���>�
!
��	 ���

���
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�����
, 	�
 ���	�
! � 
���, #� ��
����	: ���������, ���
���� ��-

��
���� ����’	�
��	 ������� $�
� ������ �����

������ ���-
�
�� ( 0�ijx , xij — ����).

A	 �
�
�
 �
�
� �����
! ��� ��$��� ��
��
������ ���
�����	
� ������ ���������-���
������ ����
� (�������� $>�=�
� �������
�
 �����

�� � 
. �.).

? �
�
������ ����	�� ���������-�

��

���
 ������ �
�
��
������������� �����
���
��	 �����
��	 �� ����	��:

max
1

�� �
�

n

j
jj xcF

���e
),1(,0

��,,
1

"
��

��
�

j

j

n

j
ijij

x
njx

bxa

������� ��� �����������
�

1. $�� ��
��� ������������� ������������� ��� ��
���?
2. K���;�
� �, ���������-��
���
���� ��
���.
3. 6�������
� �����, H� ���������* ������
��
� ���;��
� �

�������
����' ��
���.
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���� 16
����(3 ��	
�3��23F 
��8
�N ��	�
3�(�

1. ������ 23(��
4�(5���� �
��
��������

���	
��
��	� 

�
��:
O���! N ������� ��������� �

���
�� (����
 �����
, 
���"�-

��� ����

, ��"��, 
�
���
 � 
. �.) ���=���> l �� ���#�> s.
C��$����� ������<
� �
 m ����� �
��
�����, ���=���> lj ��

���#�> sj, �� j = (1, …, m) — ����� ���� �
��
����. K���� �
��
�-
���� j-�� ���� �����
� � ��
� �
�����, �����< bj.

&������ �

���
�� ��=� $�
� ���$����� n �����$
��. ;��
����� ������, ������� �
��
����� j-�� ���� �
����
��	 � ��=����
i-�� �����$� ������>. K���� ��� �
��
����� (j) � i-�� ������< ��-
����>! aij.

@�	 ��=���� �����$� ������> ������� ������ �������� �i (i =
= 1, …, n).

K���� �i ����
���� �������
� ��������� �

���
��, ������
����
i-� �����$�� (,i — ����).

�
��	
����
 	����! 

�
��
? �
�
������ ����	�� �

��

���
 ������ 

�
.
;�
��$�� ��
�
� $����� ���������� 0�Ix  (i = 1, … n) — ����-

���
� �

���
��, ������
���� i-� �����$��, #� �
�������	>
� �
-
�
����� ����
�:

A�����
 ������	

min)(
1

���
�

n

i
ii xcxL (16.1)

�$��=���	 �
 ������ ��������� �

���
��

Nx
n

i
i ��

�1
(16.2)

�$��=���	 �� ����� �
��
����� ��=���� ����

j
n

i
iij bxa ��

�1
 (j = 1, …, n) (16.3)

J�#� �����$
�
!
��	 �������
���
� (,) �
��
�����, 
�

xbxa j
n

i
iij ��

�1
(16.4)
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���

�
�

1

1

b

xa
j

ii

�
�

j

j
iij

b

xa
 … =

m

j
inj

b

xa�
(16.5)

0�Ix , ,i — ���� ����
. (16.6)

2. ������ �
� 
��8
39 	8��
�


����
����
 

�
��:
C
 "������ �
$���� 
�
���
 ��=� $�
� ������!�
 ���������


�����$
�� ��	 ����
������	 ��
��$��� ��

��� "������ ����$��.
F
� ��� j-�� �
��
�
� ������> (j = 1, n) 
�
���� ����
���	!
��	 b
��

��� i-�� ���� (i = 1, m), 
 �������
 �������� ��� �
���� �
��-

�
� ������> ����
 cj. ��
>��, #� ��

��� i-�� ���� ���� ����
��-
�	
� Bi "
��, ���
�
!
��	 ������<
� 
�
���� 

�, #�$ $��
 ����-
=
�
 ���$����
 �������
� ��

��� ��=���� ���� ��� �����
�����
�
�
����� ������
�.

����’����:
;�����
���, #� �� j-�� �
��
�
� ������>!
��	 jx  ��
��� �2


�
����. �������� ��� ������< 
�
���� �� j-�� �
��
�
� ������
�
bij ��

��� i-�� ����, �� ���� �
��
�

� ������> � �������
����
-
��� 
�
��� $��� ����=
��

ninii xbxbxb 


 ...2211

��

��� i-����. �������� ������� $�
� ����
������ Bi ��

���
�
���� ����, 
�

ininii Bxbxbxb �


 ...2211  (i = 1, m).
�
�
���
 �������
 �������� �� ���� �
��
�

� ������> 
�
����

���
��
nnxcxcxcF 


� ...2211 .

%
��� �����, ��������� �� �
�
����< �

��

����< �
�
��:
��
�
� ������� ������<

�
�

�
n

j
jj xcF

1
(16.7)

�
 �����, #� << ������ �
�������	>
� ���
��� ����	��

�
�

�
n

j
jjij Bxb

1
 (i = 1, m) (16.8)

� ����� ����
�����
� 0�ijx  (j = 1, n).
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)���������
�
 �
�
�
 ! �
�
��> ��������� �����
���
��	,
�������� ������	 (16.7) ������
, 
 ���
��
 (16.8) ���
�
� 
�����
������� ����	��	.

������
�
;�����!��
�
� 
$� �����"��� ���=$
� ���

�
��	 �
�
� ��-

����
��	 ����’	���

� �
�
�� «&�����> ��������� �

���
��»
(�
�����
�, � ��

������

� — ������, ���
���� 
$� ��������
��

������

, �����

���
��, 
�
����, "���
, �
��� � 
. ��.).

? $���"��
� ���
���� ������� �

���
�� �
 �
��
���� ����$�	-
!
��	 � �
�
��� ��������	�, #� �
$������>
� ����=
��	 ������-
�
� �
��
�����, ���$������ ��	 ����$���
�
 ������
��� �����
��������<.

'������

��	 ;��� ��	 ����=
��	 ��
��
����� �
��
�
��
������> ��=� �

� ����"���	 �������� �� 20 % ��� �������� �
-
���
���� �

���
��.

&����$�
 �
����
����� ��
��� ������> �
 ��������> ;���
���$���� ����
���
 � ����
� $
�

��������

������ ����$���-

�
, ���� �������
� �
��
�
�� ����’	�
��	 ��=� �����
.

���
����� �������
�����
�
������ ��� ��6����$'�� ��%#��7!���" �������$�

&����	���� �
�
�� (���. ���. 6).

2000

2500

3000
1500

&��. 6. ����� �
��
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;�
��$�� ����
���
� �
�� (���. ���. 2) � ��

������ ��

, ��-
�=���> l = 6� (�
�
� N = 100 "
.)

	��������
i = 1 — ����� �
��
���� ���=���> 1500 � — 2 "
.
i = 2 — ����� �
��
���� ���=���> 2000 � — 2 "
.
i = 3 — ����� �
��
���� ���=���> 2500 � — 3 "
.
i = 4 — ����� �
��
���� ���=���> 3500 � — 2 "
.
'
��
�
� ������> ��

 ���=���> 6 � ������ � 

$�. 47.
C��
�:
xi — ����� ���
��, ������
��� �� i-�� �
��
�
� (,i — ����)

+������ 47

��
���� �,!$�,9

'��� �
��
�����N �
��
�


������> 3 2,5 2 1,5

'������ (�)

1 (,1) 2 — — — —

2 (,2) 1 1 — — 0,5

3 (,3) 1 — 1 1 1,0

4 (,4) 1 — — — —

5 (,5) — 2 — — 1,0

6 (,6) — 1 1 1 —

7 (,7) — 1 — — 0,5

8 (,8) — — 3 3 —

9 (,9) — — 2 2 0,5

10 (,10) — — 1 1 1,0

11 (,11) — — — — —

;�
� �
����� 2 3 2 2

?����� $��� �
���
�� �
��
�����
N1 : 2 x4 + x6 + x7 + x9 + 2x10 + 4x11 = 2
N2 : ,3 + ,6 + 3,8 + 2,9 + ,10 = 2
N3 : ,2 + 2,3 + ,6 + ,7 = 3
N4 : 2 ,1 + ,2 + ,3 + ,4 = 2
� ���� �������
���
�
(2x4 + x6 + x7 + x9 + 2x10 + 4x11) / 2 = (,3 + ,6 + 3,8 + 2,9 + ,10) / 2 =

= (,2 + 2,3 + ,6 + ,7) / 3 = (2,1 + ,2 + ,3 + ,4) / 2
� �100jx  — �
�
� ��
�� N = 100 "
.
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A�����
 ������	
L(x) = 0,5x2 + x3 + x5 + 0,5x7 + 0,5x9 + x10�min

������� ��� �����������
�

1. K���;�
� ���������-��
���
���� ��
��� ��
��� «	��
������'»

2. K���;�
� ������� &�����! 
�� ��������� �������
�� ��-
��
����.

������������� ��������

1. �
�
�

K� �������
 ��
�';�� 
�� ���
�� 
�;��: 1-� ����
�*
��� �

50 ;
. 
������! �� 6,5 � �����, 2-� � 200 ;
. �� 4 � �����.
� ��, 
�;�� 
���� ����
���
� �������
�, H� ����
�!
��� � 2-,
����
���� �� 2 � ����� � � 1-� ����
���� �� 1,25 �. +���� 
��
�������
� 
�;��, H�� �
����
� ����������� ����� ����-
���
��.

2. �
�
�

K� ��
���*��
�� ��
,�
�
� �
��
���� ������ ;�����!

700 ��, ��� 
���� �������
� �� ����
���� 
���, ��
��: 1-' ;���-
��! 230 ��, 2-' — 190 ��, 3-' — 80 ��. 	��� ����
����: �1 =
= 60 ;
., �2 = 90 ;
., �3 = 80 ;
. 	��� ��* ��������
��� � ��-
���������� ��
,�
���.

�������
� ���� �������, H� ���������* ����������� �����
�������
��.

3. �
�
�

�����
� ������ 5-��
����, ����
 �� ����� ��������� 1,5; 2,4;

3,2 � � ��
��;���� 2: 3:5 
��, H�� ����������
� �������� ��������
��
,�
��.

4. �
�
�

P�� ����
������� ������ 
���, �������� 0,6; 1,5; 2,5 � � ������
-

��;���� 2 : 1: 3 �� ������ ��
,�
�
� ����
� 
������! � 3 � 2 ��-

��. %�����
��;���� ��� 3- � 2-��
������ ����
��� ����
�* 1:3.

�������
� ���� �������, H� ���������* ����������� �����
�������
��.
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���� 17
��	
��(5�3 �

��������

�E� �
�E(��� �
E�
�

1. ����(5�3 ����		�

�
�
�
 ��� 	��
���
#�� �������� ��	���� ����
 ��$�
 ��= 

-
��� =� ������ �����
���� �
 ����� ��
!��� ������
���< �����-
������
� ��= $������> ��$�
 � �����
���� �
���
!
��	 «�
�
��>
��� �����
����	».

����
����
 

�
��:
p n �
�
�
��� ���
� � m ���
�����
�� �
 �� ����	. ����
��-

���
� i-�� ���
�����

 �
 j-�� ���
�� ������>! V (i, j). '��
�
!
��	
�����
��
� ���
�����
�� 

�, #�$ <� ������
 ����
�����
� $��

�
����
����>.

*$� =: "���
 ��� i-�� ���
�����

 �
 j-�� ���
�� ����
 V (i, j).
'��
�
!
��	 �����
��
� ���
�����
�� 

�, #�$ ������
 "���

��	���
�	 �����
����>.

@�� �

���� % = (�ij) � D = (dij) �
����� �����
���
����, 	�#�
���
 � ��� ������
� � ��"�< "�	��� ����
������	:

dij = �ij + �i + fj nj ,1� , mi ,1� (17.1)

���������, #� �ij = d ij – �i – fj nj ,1� , mi ,1� .

	������.
���=��
 ��
��
����� �����
���� ���� �
�
� ��$��� � ����-

�
���
���� �

���	�� �$��
!
��	.

���
�:
@��
� ��������� ��� ���
����=����. '����
!�� ����
�����-

�	 % � D �� (17.1):

% =  

n

i

nnnjnn

inijii

nj

nj

e

e

e

cccc

cccc

cccc
ffff

�

�

��
������

��
������

��
�

1

21

21

111211

21

�
�

8

�
�

9

:

�
�

�

�
�

�

�

 4 D = (�ij + �i + fj)

(d) d ij = �ij + �i + fj
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C��
� Ic
* — ��
��
���� �����
����	 ��	 �
�
�� � %.

Ic
* = {(1, j1), (2, j2), …, (n, jn)}

C��
� ��	 �
�
�� � �

����> D ����! ��"� ��
��
���� ���-
��
����	, ��
#� ��= Ic

*.
ID

* = {(1, j1
’), (2, j2

’), …, (n, jn
’)}

A� ���
�
!, #�
��	 ID

‘*  ��	 I%
*

nn
njjjnjjj

dddddd 


�


 ......
21''

2
'
1

2121

� (d):
(*) 

nnnn jnnjjjjnnjjj
fecfecfecfec 
;



;
�
;



;
 ......

11
'''

1
'
1

1111

� fj’i = � fji, 

� 	� �� ���� � 
� = fj 
����� ��=�
� $�
� ��	
� � ��-
"��� ���	���. � (*), �����!

nn njjnjj
cccc 

�

 ......

1
''

1 11


�$
� �
���
�� �����
����	 ID
* ��
#� ��= ��
��
���� I%

*. )���-
������
� ������
�, #� � D �� ��=� $�
� ��"�, ��= � % ��
��
��-
�� �����
����	.

�������� ��
�
����
� �����
���
���
� �

���� ��
!��
, 
� 

�
�
�� ������
��	, #� $���-	�� ��
��
���� �����
����	 ��	 D ��-

��
���� � ��	 %.

2. ������ �
� �

��������

C��
� ��
��$�� �����

� n ������ ��$�
 � ! n ���
������ (�
-
"��) ��	 <� �����
��	, ������� ��=��� ���
���� ��=� $�
� ��-
�����

��� �
 $���-	���, 
�� ����� ��$�
�. ;�����
�����
� i-��
���
����� ��� �����
��� j-�< ��$�
� — �ij.

;�
��$�� 

� ���������
� ���
����� �� ��$�

�, #�$ ���
��

������
�����
� $��
 �
����
����>.

'���
���� ����� xij — �
�
 �����
����	 i-�� ���
����� �
 j-�
��$�
�, ��� ����� xij = 1, 	�#� �� �����
����	 ! � xij = 0 � ��"���
���
���.

���:
)��
��
 ������
�����
�:

L(x) = ��
� �

�
m

i

n

j
ijij xc

1 1
max . (17.2)

��=��� ���
���� �����
�
!
��	 �
 ���� ��$�
�:

1
1

��
�

n

j
ijx , mi ,1� . (17.3)
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��=�
 ��$�

 ������!
��	 
����� ����� ���
������:

1
1

��
�

n

i
ijx , nj ,1� (17.4)

xij = 
8
9
:

�
�
�
0
1

, 0 i, j. (17.5)

�$��=���	 (17.5) ��$�	
� �
�
�� ������
���� <  � �. :. ;. A�
�
�
�
 � $�������� ��������. *�� � ��!< ������ ��� ���
�� �����-
��< ������ (���� (79) — 
$� �
��
� 
�
�����
��< (	�#� $�� (17.5)).

(���"� 
���, ��
������ ��
�
����
�� %� ��� ������������� ai �
bj xij �
�=�� ����.

%��� �
�
�
 (17.2)—(17.4) � ���

����> �����>
xij � 0, 0 i, j (17.6)

��=� $�
� ����’	�
�
 ��
���� ��
����
���, 
�� � ����’	��� xij $�-
�� ����� 0 
$� 1.

��
�� ��
����
��� ����
�"�� �
 ��������-��
��, 
 ��
��
����’	�
��	 �
�
�� (17.2)—(17.5) ����
�"�� �
 ��
�� ��
����
���.

����’����:
C��
�

% = 
��
�

�




��
�

�

�

nnn

n

cc

cc

�
���

�

1

111

�

���	 ����
�����
� �
�
�� ��� �����
����	.
&���’	�

� �
�
�� (17.2)—(17.5) — ���
�
!: ��$�

� � ��=���� �	�-

�
 �

���� % � ��=���� �
����	 % �� ������ ������
� �ij, 
�� 

�, #�$
� � �ij,

��$�
��� ������
�� $��
 �
����
����>.
�
)�
*����:
&���’	�

� �
�
�� (17.2)—(17.5) � �����> �
������
��< (17.4) —

�� 
� =, #� � ����’	�

� �
�
�� (17.2), (17.3), (17.5) � �����>:
L(x) = � � (–cij) xij � min

%���� ��������� ��� �
�
�� (17.2), (17.4), (17.5), (17.6) �� �
�
-
�� � �����
���
��> ��	 «–%» �

����> D, 	�
 �
�
 $ 
����� ����-
�

���� ������
�. O � ��=���� �
����� � � ��=���� �	��� $��� $
��� $� �� ������ ��������� ������
�. @�	 ����� �� ������
��
��=���� �
����	 �

���� «–%» ���
�� �
�$���"�� � ������
��
����� �
����	, 
�� �

���� %. �
���
!�� �

���> %' � ����
��-
���� ������

�� � � ��=���� �
����� ! ��� $� �� ������ ���>.
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%���� � ��=���� �	��
 %' ��������� min ������
 ����� �	��
.
�
���
!�� �

���> D � dij � 0, � ��=���� �	��� � �
����� 	��< !
��� $� �� ���> (dij = –cij + max cij — min c'ij 1 � i � n, 1 � j � n).
C
����� �� ��< ����������� ����
������	��.

�����
���� ��=���� ��
����	 ���� n ������
�� �����

����<
�

���� ������>!, ��������, ���>. %. �., �
"
 �
�
�
 �����
��	

���� �� ��$��� � �

���� D, 
$� � �����
���
��� <� �

���� � ��-
���

������ ������

��, n �������� ������
�� �� ������ � ��-
=���� �
����� � ��=���� �	���.

��
����	 
�����
��, #� �����$�	!
��	, ���	�
! � 
���, #�$,
���������� �������	�� ��� ������ ��$��� ����� �� ��"���, #�
���
�
� �
 ���� ���� $���"�, ��= ����������, ��$����

� ��-
���� ��$�� (��
� ���������).

;�������� ����
������	 �
��
� �
� �� ������ ���> � ��=��-
�� �	��� � � ��=���� �
�����. J�$� �
� ��
���	 ����� ��� �����
��$�

� 

�� n, #�$ ��=��� � ��� ��
������	 � �
����� � �	���, 	��
�� ���
	
� ��"�� �����, 
� �
�
�
 $��
 $ ����’	�
�
. J�#� �� �
�
���$�
� �� ��
!
��	, 
� �� ���
�
!, #� ���"�� ��$�� ����� ���
-
��� � ����$�!��, �
���>>�� ���� ��$�
��� ���� ��"�� ����$�
-
���, �����"�
� ��
�
��>. J�#�, ����$�
�"� ��� ���� �

����, ��
�� ��$’!���	 ������, 
� ��
��$�� ����
����
� �

���> 

�, #�$ �
��� �’	�����	 $���"� ����� (��
�������� ���
�����
�� �
 ���>-
����	 � ������ ��$�
���). ;�� ����� �
 ��=���� ����� ���$�����
�����
� �� ��$��� � $���"�� ������ �����.

������
�
�
�
�
 ��� �����
����	 �
! $
�

� ��
�����

���: ��������

��$�
 ��= ���
����
��, �������� ����� ��= ����	���� �
��$
��
��	 �
������
��< �

��

������ ������
��	 ����
 ��
=���� ��-
��� 
$� ���������� �$�
�� � 
. �.

;�� << ����’	�
��� "��
>
� ��
��
���� �����
����	 � �����
�
������� �
�
����< ������
�����
�, 	�
 ����
 ���� ������
��-
���
� �����
����. ;�����
�����
� ��=���� �����
��	 ��� ����-
�
��� ��=��< � �
	���� ��$�
 �
�
!
��	 �
�����. �
�
�
 �����
��	
�� �
�
�� ��������� �����
���
��	.

�
�
�
 ��� �����
����	 ! ������� ���
���� 
�
�����
��< �
-
�
��. C
�����
����"�� ��
���� << ����’	�
��	 ! ��������� ��
��,
�
 	���, �����	�� � �
�
������ ��
�� ����������, �
 ������� �����
�
��
��� ��=�
 ��$����

� ��
��
����� ��
� ����������.

������� ��� �����������
�
1. %&�����!'
� ���
������ ��
��� ��� �����������.
2. K���;�
� ()) ��
��� ��� �����������
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���� 18
�(��

	� 
���’������ �����3 �
� �

��������

1. 4�
�D��
9 ��	�� 
���’������ �����3 �
� �

��������

��"����	:
1. ;�� ��
���=���� �
������� ������< � ��=���� �
�����

��$�

� �
����
����� ������
 � ����	
� � ����� ��=�� ������

�
����	.

(;�� ��
���=���� �������� ������< � ��=���� �	��� ��$�

�
�����
����� ������
 � ����	
� ���� � ��=���� ������

 �	��
)

2. ? ��=���� �	��� ��$�

� �����
����� ������
 � ����	
�
���� � ��=���� ������

 �	��
.

(;�� ��
���=���� �������� ������< � ��=���� �
����� ��$�
-

� �����
����� � ����	
� ���� � ��=���� ������

 �
����	).

3. )���$��

� ����
�
� ���� «*» 

�, #�$ «*» ���
���
���	

����� ���� �
� � ��=���� �	��� � � ��=���� �
�����. ? �����
���
��� ��
��
����� ��
� ��
������.

4. J�#� «*» �� ����

��	>
��	, ������
� �����
���� �������
�
���
��
����� � �������

����� ����� 

�, #�$ ���� ���
 $ ����
�
� ����
���� ��=�� �������� ������
.

5. )���� ������������� ������
�� ��$�

� �����
����� � ��-
��
��
� ���� h.

6. ;�$����

� ���� �

���>, � 	���:
= �� ���� ���
��������� ������
�� ����	
� h;
= @� ������
��, �
�����>�
��� �����, ���

� h;
= ������
�, �
�����>�
�� ���� �
� �
��"�
� $�� ����.
7. ;������
��	 �� ����
� 3.

2. ���
458
9 ��	�� 
���’������ �����3 �
� �

��������

��"����	:
1. '����

� ��������! ����
������	 % � D.
2. '�$�� «0».
2.1. '����
�
� «*» $���-	��� «0» � 1-�� �
����� �

���� D.
'����
�
� «*» $���-	��� «0» � 2-�� �
����� �

���� D, 
�� ��

��=
��� � 
��� �	���, #� � «0» ���"��� �
����	.
'����
�
� «*» $���-	��� «0» � 3-�� �
����� �

���� D, 
��

�� ��=
��� � 
�� =� �	��
�, #� � «0» ���"��� � ������� �
���-
��� � 
. �.
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2.2. J�#� «*» ��������� n «0», 
� �
�
�
 ����’	�
�
. '�������-
�� ��$�
��� ������

� �

���� D (dij = 0*) �����
���
�� xij = 1.
;����
����	 �$’!�
�� �
 ��$�
� �����
��. &���’	�
��	 �
�
�� �
-
�����
�.

2.3. J�#� «0*» ���"� ��= n, 
� �����
� �� �. 3.
3. '�$�� ����� «0».
3.1. '����
��� ��
��� «+» �
�����, � 	��� ���
�
��	 «0*» � �
-

����� �� �
����� ��$�
���� (�����"� �’	��	
��	 ��$�
�� �	���,
���� $���
� ��$��

��	 ����-���
�����
� — «0'»). ������
�, #�
�
�	
� �
 ����
��� ����$�
��� �
������ � ����$�
��� �	����, �
-
���
>
��	 ����$�
���� ������

��. O�"� ������
� ��$�
��.

3.2. J�#� � �

���� ���
! ����$�
��� «0», 
� ��
�
� �����
-
����� ������
 ����� ����$�
��� ������
�� �

���� � ����	
� ��-
�� � ������
�� ����$�
��� �	����, 
 ��
�� ���

� �� ������
��
��$�
��� �
������ (
. �. �$���=�
��	 ��
����	 0*). �
���
!��
�����
���
�� �

���>, #� ���
�
� ����
���� ���� ����$�
���
����. ;���
�� �� ����

�. ������>!
��	, 
. �., �������
��	 ��"��-
�	 �� �����
���� ��=����� ������

� L(,). ;����
� �� �. 3.3.

3.3. J�#� � �

���� ! ����$�
�� ����, 
�, ������	�
>�� ����-
$�
�� �
����� ����
 �
��
��, ��$����� ���"�� ���� � �����������
«*»-� 
$� «'» � ����
��� ���� «'». A�� ���� — ���
�����
. ;���
�-

� �	��� «+» (��
�����) — �	��� ��$�
���. J�#� � �	���, �� ��$-
�
��� «0'» ���
! «0*», 
� �����
� �� �. 5 (��
���	 ��$�

� �
 ����
«0» $���"�). J�#� = � ����� �	��� ! «0*», 
� �����
� �� �. 4 (��
��
���	 ��$�

� $���"� �����, 

� 	� «0'» �
����
� «0*»).

4. �������
� (��	
� «+») �
������, #� ���
�
� «0*», 
��, #�
��=�
� � ������ �	��� � «0'». ;����
� �� �. 3.2.

5. (? �	���, �� ��
����
��	 ���
�����
 0', ���
! 0*). ;����
-
>�� � 0' ��

������ ���
�����

 $���!�� �
��>=�� � �����: ���
«0'» �� «0*», � 
��� = �
�����, �� � «0'», ��� «0*» �� �	��� �� �
-
�
������ «0'», ��� ����� «0'» �� �
�
������ «0*» �� �
����> �

. �. ���� �
��>=�� �� �$����
��	 �
 ��	���� 0' (��=����, ���

�$����
��	 �
 ���"��� = 0'). ? �
��>=�� ��� ����� «0’» $���"�
����
 «0*», 
�$
� �
 ���� 0 ��$�
�� $���"�. ��	
� «*» � 0*, #�
����	
� � �
��>=��, 
 «'» �
����
� �
 «*». ��	
� ��� ����
�� �
�����
� �� �. 2.2.

:
��>=�� 
�
 $���!
��	 ��	 
���, #�$ �
�=�
� �
 «��
����-
���» ���

"��
��	� ��$��
��� ����� (�� 1 � �	��� � �
�����).

������
�

)���#���� ��
�� ����’	�
��	 �
�
�� ��� �����
����	 


��������� ��
�� ����’	�
��	 �
�
�� ��� �����
����	 �
! ��=��-
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���
� ��������� ��	���� ����
 ��$�
 ��= 

��� =� ������ ����-
�
���� �
 ����� ��
!���-������
���< �����������
� ��= $������>
��$�
 � �����
����.

��
����	 
�����
��, #� �����$�	!
��	, ���	�
! � 
���, #�$,
���������� �������	�� ��� ������ ��$��� ����� �� ��"���, #�
���
�
� �
 ���� ���� $���"� ��= ����������, ��$����

� ������
��$�� (��
� ���������).

J�#�, ����$�
�"� ��� ���� �

����, �� �� ��$’!���	 ������,

� ��
��$�� ����
����
� �

���> 

�, #�$ � ��� �’	�����	 $���-
"� ����� (��
�������� ���
�����
�� �
 ���>����	 � ������ ��$-
�
���). ;�� ����� �
 ��=���� ����� ���$����� �����
� �� ��$�-
�� � ������� ������ �����.

���
����� �������

1. �����
�
&����	���� 
�����
� �
 �����
��.

2 3 3 5 4
4 2 4 6 2
2 2 2 4 3
4 3 4 3 5
0 1 0 2 0

4 3 4 6 5

max min
–2 –3 –3 –5 –4
–4 –2 –4 –6 –2
–2 –2 –2 –4 –3
–4 –3 –4 –3 –5
0 –1 0 –2 0

4 3 4 6 5

2 0 1 1 1
0 1 0 0 3
2 1 2 2 2
0 0 0 3 0
4 2 4 4 5

1

2

2 0* 1 1 1
0* 1 0 0' 3
1 0 1 1 1
0' 0 0* 3 0
2 0 2 2 3

+ + +

+

+

'�� ���� �������� (��
���	
��	 � ��������� �	��
� 
$� �
��-
��	�).
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* * *, + + +, ����� ����$�
���. %
� 	� �
�����!�� 0*
43, 
� �� �. 3.2.

�� �
����	� �' � *, + [,' �*+ …]. min ����� ���
��	
�� ������-

�� h = 1, �$����>!
��	 � ����$�
��� �	���� � ���
!
��	 �� ��$-
�
��� �
������ h = 1.

+
1 –1* 0 0 0

0* 1 0 0' 3
0 –1 0 0
0' 0 0* 3 0
1 –1 1 1 2

+

+

��
�


!�
� 

��
�


��
	


��
�


��
��

��
 h

 =
 1 1 0* 0 0 0

0* 2 0 0 '* 3
0 '* 0 0 0 0
0' 1 0* 3 0
1 0 1 1 2

+

+

����: 2—3; 1—2—4; 3. ����
!
��	 ���, ���� «*».

1 0* 0 0 0 '*

0 2 0' 0* 3
0* 0' 0 0 0
0' 1 0* 3 0
1 0* ' 1 1 2

+ + + +

+

+
+

1 0 0 0 0*
0 1 0 0* 3
0* 0 0 0 0
0 0 0* 0 0
1 0* 0 0 0

��

�

�.

h = c52 = 0. �

���	 �� ���	!
��	. ;���
��!�� ����
�����
�
L(,) = 4 + 6 + 2 + 4 + 1 = 17.

2. �����
�

5 4 6 2 3 1
8 2 5 6 1 3
4 6 7 2 1 2
8 5 3 5 4 1
1 6 7 9 10 1
7 4 3 5 7 8

8 6 7 9 10 8max.

3 2 1 7 7 7
0 4 2 3 9 5
4 0 0 7 9 6
0 1 4 4 5 7
7 0 0 0 0 7
1 2 4 4 3 0

1 = min,������
!��.

�
��	
�� �
������. ;���
�� ��-
	��� �� ����
!��.

min = 3. )���� ���
��	
��
������
�� ������
!�� � ��-
�
��	
�� �	���� � «+» ��

8 — opt.
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2 1 0* 6 6 6
0* 4 2 3 9 5
4 0 7 9 6
0 1 4 4 5 7
7 0 0 0* 0' 7
1 2 4 4 3 0*

+ + + + +

–1 –2 –3* 3 3 3
–3* 1 –1 0 6 2
1 –3* –3 4 6 3

–3 –2 1 1 2 4
7 0 0 0* 0' 7

–2 –1 1 1 0 –3*
+

2 1 0* 3 3 6
0* 4 2 0*' 6 5
4 0* 0 4 6 6
0* 1 4 1 2 7
10 3 3 0* 0 '*

+ + + + +
2 1 0* 3 3 3

0* 4 2 0* 6 5
4 0* 0 4 6 6

0* 1 4 1 2 4
10 3 3 0 0* 10
1 2 4 1 0 0*

+

+

+ + + + + +

+
+
+
+
+
+

opt.
L = 6 + 6 + 6 + 8 + 10 + 8 = 44

3. �����
�

2 3 3 5 4
4 2 4 6 2
2 2 2 4 3
4 3 4 3 5
0 1 0 2 0

4 3 4 6 5

4

2 0 1 1 1
0 1 0 0 3
2 1 2 2 2
0 0 0 3 0
4 2 4 4 5

1

2

2 0* 1 1 1
0* 1 0 0' 3
1 0 1 1 1
0' 0 0* 3 0
2 0 2 2 3

+ + +

+

+

'�� «0» ��$�
��. ��=��� 0' ��=�
� � ������ �	��� � «0*».
'�$��
!�� ����� ����$�
��� ������
�� min = 1 = h.
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'�����
!�� � ����$�
��� �	���� � ���
!�� �� ��$�
��� �
���-
��� h = 1.

1 –1* 0 0 0
0* 1 0 0' 3
0 –1 0 0 0
0' 0 0* 3 0
1 –1 1 1 2

+

+

+

1 0* 0 0 0
0* 2 0 0 '* 3
0 '* 0 0 0 0
0' 1 0* 3 0
1 0 1 1 2

1 0* 0 0 0 '*

0' 2 0 0* 3
0* 0' 0 0 0
0 1 0* 3 0
1 0 1 1 2

+ + + +
+
+
+

1 0* 0 0 0'
0' 2 0 0* 3
0* 0' 0 0 0
0' 1 0* 3 0
1 0' 1 1 2

��
��.

4

1 0 0 0 0*
0 2 0 0* 3

0* 0 0 0 0
0 1 0* 3 0
1 0* 1 1 2

min = 0

+

+
+
+
+

+

+

+

L = 4 + 6 + 2 + 4 + 1 = 17.

4. �����
�

5 4 6 2 3 1
8 2 5 6 1 3
4 6 7 2 1 2
8 5 3 5 4 1
1 6 7 9 10 1
7 4 3 5 7 8

8 6 7 9 10 8

2 1 0* 6 6 6
0* 4 2 3 9 5
4 0* 0 7 9 6
0 1 4 4 5 7
7 0 0 0* 0' 7
1 2 4 4 3 0*

+ + + + +

min = 3
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–1 –2 –3* 3 3 3
–3* 1 –1 0 6 2

1 –3* –3 4 6 3
–3 –2 1 1 3 4
7 0 0 0* 0' 7

–2 –1 1 1 0 –3*

2 1 0* 3 3 6
0* 4 2 0*' 6 5
4 0* 0 4 6 6
0*' 1 4 1 3 7
10 3 3 0* 0* 10
1 2 4 1 0 0*

2 1 0* 3 3 6
0* 4 2 0' 6 5
4 0* 0 4 6 6
0' 1 4 1 2 7
10 3 3 0* 0' 10
1 2 4 1 0 0*

+

+

+ + + +

+

+
+

2 1 0* 6 6 6
0* 4 2 3 9 5
4 0* 0 7 9 6
0 1 4 4 5 7
7 0 0 0* 0' 7
1 2 4 4 3 0*

+ + + + +

+

min = 3
Lmax = 44

2 1 0* 3 3 6

0 4 2 0* 6 5

4 0* 0 4 6 6

0* 1 4 1 2 7

10 3 3 0 0* 10

������� ��� �����������
�

1. 	�����
� ������
� ����H����� ��
�
� ����’������ ��
���
��� �����������.

2. 	�����
� ������
� ���������� ��
�
� ����’������ ��
���
��� �����������.

������������� ��������

1. �����
�
��
�
� �
������ � ������� ������<, �������
���>�� 
���-

��
� ����#����� ��
��� ��"���	 �
�
�� ��� �����
����	 


��������� ��
�� ��"���	 �
�
�� ��� �����
����	.
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�
%#
�'&:
1. 11.

2315847
65341715
532918
7671143
5101678
6347151

41565317
91853211

1137674
6851017
71163145
8723154

2. 12.

6347151
5101678
7671143
532918
65341718
2315847

445683771561
717510568788
574746118483
928543895148
937685641758
157253486427

3. 13.

3416958
76451816
6431029
8781254
6112789
7458162

138416594538
274656151816
626453105219
584778127764
561152372819
477445481642

4. 14.

769842
653417
532938
267543
573655
334271

767542
653417
532352
678543
575472
743964

5. 15.

634756
551678
767149
532913
653718
417297

161314212521
151411232218
171627211423
252312292119
262523142718
121315181417
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6. 16.

161314212521
151411232218
171627211423
252312292119
262523142718
121315181417

3152874
53641517
325981
6771134

1015687
3467115

7. 17.

3416958
912765
6112789
8781254
687534
6431029

613715124
51067410
7611437
5391482
657953
2384715

8. 18.

176981412
65134117

153129318
1267151413
1571211157
735198

131416958
17161451816
6141310229
87812154
61122789
74581612

9. 19.

634756
471236
767149
579431
653718
937845

476659485425
463513443117
15331292318
221627252413
154733262515
33334224421

10. 20.

151112141510
172723162114
121517131814
151118142322
161421132125
251219232921

231539
157586
764791
435667
351687
719472
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×àñòèíà 4
��	�� ����� � �
��
�� ���


���’������ ��	
��������
� �����

���� 19
��	�� �3(�8 3 �
��
25

1. �4����3 ��(�.���� ��	��� �3(�8 3 �
��
25

@� �
�
� �������������� �����
���
��	 ������	
��	 �
�
��
���$��

������ ����, 
�$
� 

�� �
�
��, � 	��� ����’	�
��	 "��
-
!
��	 �
 �������� ���=��� ��=����� ��
���� �������. C
���-
��
�, �
�
�
 ������	=��
 (������� ����� �
�"��
�� (n!), �
�
�

��� �
���� (������� ����� ������
��), �
�
�
 ��� �
����
�����
��
�� �� �
�����
"�� "�	� � ����=��� �
�
�
� (������� �����
���"�� ��
��).

��
�� /����� ����’	�
��	 ������������� �
�
� ��������� ���-
��
���
��	 �� �
�=�� �
! �
�������� ������


� ����� ��
$�� ��-
��$���
� �� ��
�
�� ���$�=���
� ����� �
����
�=���	 �������
�$�������. O�"�� ��
����, #� �� ��’	�
��� � �
����
�=���	�
�$����>�
����< �����"���
�, ! ��
�� �
����� � ��
���� (�/�/).
�/�/ ����"� $�� �
��������
��� :����� � @����� � 1960 �., 
��
����=
� ��"�����	 � ��’	��� � �
�
����
��	� ����� ��
��� � ��-
$�
� :�

�
, ���
�, )���� � ����� � 1963 �., �����	����� �
�
��
��� ������	=��
.

O��	 ��
��� ���	�
! � �
�
������.
&����	���� �
�
�� ������
���� �����
���
��	:
��
��$�� min � Z = f (8) (19.1)

�
 �����, #� 8 � G, (19.2)
�� G — ��	�
 ������
 ���=��
, 
 ������	 f(8) � ������
 ���=��

G ���������� ����	��.
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' ������ ��
��� ��=

� ��$�����, #� ������	>
� � �	�� ���
-
���� ��
��� ����"�
� ����� ���$��� �
��
�
��. ?������ ����
-
����	 G0 = G. C��
� �
� ��
���	 $���-	��� ����� ��
�
� 

��
��
����	 >(G0), ��	 	���� ��=�
 ��
�

� � ���������
>, #� ����-
��!
��	 ����


f (x) � >(G0), ��� x � G0, (19.3)

�$
� 	�� $ x � G0 �� �� ��	��, ��
����	 f(x) �
�=�� $��� � >(G0),

�$
� >(G0) ! ��=���> ��
����> ��	 Z. ��
����	 >(G0) ��=� � ��
���	�

��	 �
 G0, 
�� 	�#� ���� ���	�
!
��	, 
�$
� ����! 8* 

���,
#� f(8*) = >(G0), 
�$
� 8* — ��
��
������ ����’	�
��	 (f(x) ��
��=� $�
� > >(G0), 

� 	� �� ��=�	 ��
���	, 
�� 	�#� �� ���"��
�
 �> ��=�> ��
��, �
��"
>���� � G0 
� ����’	�
��	 ����"��
).

&�$��� ���$���� G0 �
 ������=��� )1(
iG  

�, #�$

?�@�A
�

)1()1()1(

1

0 , jii

n

i
GGGG , 0 i, j, i � j (19.4)

@�	 ��=���� � �
���
��� )1(
iG  ����
�
!�� ��=�> ��
���>

)( )1(
iG> . ;������, 	�#� 0)1( GGi < , 
� �> )( )1(

iG  >(G0) ��=�	 ��
��-
�> > �
 ���=��� Gi ��

����>!
��	 $���" 
����, ��=�
 G0.

'���
�
!��:

)()( )1(

11

)1( min i
ni

GG >�>
��

3 . (19.5)

J�#� ����! ��
� 8* � )1(
BG  C f (x*) = )( )1(

B> G , 
� 8* — ��
��
-
����� ��
� (��
�
��� ! �� 
����� 
�, #� F* � )1(

BG , 
�� � 
�, #� 8*
! ��
��� (19.1)—(19.2)).

J�#� )( f(X) )1(
B>� G , B�G X , 
� ���=��
 )1(

BG  ��
=
!
��	 ����-
���
����> � << ���$��
>
� 
�
������� G0 (4) �
 ������=��� )1(

iGB

2,1 ni � . ;����
��
���� ��� ���=��� )1(
iG  � )1(

iGB  �
 )2(
iG  2,1 ni � .

j,iGGGG jii

n

i
�?�@�A

�

)2()2()0()2(2

1
, (19.6)

� ���������� �� (19.5) � 
. �., ��
�, ���� �� $��� ��
������ ��
�-
�
����� ��
�. %�
 ���� �
��
��
� 
�� �
�
, #� � ���"� �����
����
��=���> ����
>
��	 
����� �������
���� ������=���, ���
����� �� �
��"� �� �������
������ ��=�
 �������
��	 �
 ����-
�� � �
�
����� ������, ���� <��	 �����
 ��=���< ��
���� $��� �
������ �������
����< ���=��� �
 ����� �����.
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2. �

8(�� �����3 �
48
�	���� �
��
��������

@
�
 ����=
 (���. ���. 7).

1

4

5

6

71

3

4

6
3

4
4

2 4

3 1

6

1

2

3

&��. 7. %�
�����
�
 ����=


;�
��$�� ��
�
� �
�����
"�� "�	� � ���"��� 1 � 7, #� ���-
����
� ����� ���"��� 4 �� 5.

;�
��� �
�
�� 
�
 ! "�	�, #� ���� � ���"��� 1 ����� ���"���
4 �� 5 � ���"��� 7.

���� 1. &��$��
!�� ���=��� ���� "�	���, #� ����
� � ���"�-
�� 1 �
 2 ����������� ������=���: G1 — ���=��
 ���� "�	���,
#� ���
>
� � ���"��� 1 � ���"��� 2 � �
�� �� ���"��� 7;G2 —
���=��
 ���� "�	���, #� ���
>
� � ���"��� 1 � ���"��� 3 � �
-
�� �� ���"��� 7 (���. ���. 8).

J� ������ > �������� ���=��� ��$�� [1,2] � [1,3], 
��� #� ��
�
�
��� "�	��, 
� ���=��
 ������� "�	�� �
�=�� � >i.

[1,3,2] [1,3,4] [1,3,5][1,2,4] [1,2,6] [1,2,7]

>1 = 3 >2 = 1

>1 = 9 >2 = 5 >3 = 5 >4 = 3

>1 = 11 >2 = 11 >3 = 6 >4 = 6 >5 = 7

�� ������	
�
����� 4 ��� 5

[1,3,5,4] [1,3,5,7][1,3,4,6] [1,3,4,7][1,3,2,7] [1,3,2,4][1,3,2,6]

�� ������	

����� 4 �� 5

1)

2)

3)

4)

[1,2] [1,3]

G

&��. 8. @����� ����’	���
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C
 
��
���� ����� �
���
��� "�	� [1, 3, 5, 7], #� ! ��
���,

�$
� #� ���� � ���

����< ���"��� 1 � ������� — 7 � ���
! ��-
��� ���"��� 5, 
�� ���� �����
 ���"
 �
 ��
 ��"� ��=���� �
�"-
��
�: ([1, 3, 2] = ([1, 3, 4] = 5 < f ([1, 3, 5, 7]) = 7, 
��� ������ ���-
���=�!�� ����
��=���	� ���"�� [1, 3, 2] � [1, 3, 4].

C
 ��
���
��� ����� �
���
��� ��
� [1, 3, 4, 7] � f(X) = 6. %
�
	� ((G (  ) = 6 � ����! ��
� � f (X) = 6, 
� ����’	��� ��
�����.

P�	�� � ���� ��"�� ���"�� ��=�
� 
����� �$���"��

��	, 
�-
�� #� �� �
�"��
� #� �� ! ��
�
��.

������
�

�/�/ ! �������
����� ��
���� ����’	�
��	 ���$��

����� �
-
�
�. )��
����
� ��
�
������ �
�
����
��	 ��
��� ���	�
! � 
��-
���#
� ����$��
��	 �����$� ����
��=���	 ���=�� �
 ������-
=��� � �$�������	 ����������� ������, #� �
��=

� ��� �����-
���� ������
��< �
�
��.

������� ��� �����������
�

1. $�� ��
��� ������
� 
� ��
�� �������������� ��������-
�����?

2. N ���� ������* �
�� ��
�
� ����� � �������
3. K����
� ������ ��
��������
� ��
�
� ����� � �������

������������� ��������

&���’	�

� �
�
�� ������
���� �����
���
��	 ��
���� ����� �
��
���� (���. 9).

7

5
8

5

8

4
6

4

7

5

6

7

63

4

5

6

7

2

1

&��. 9. %�
�����
�
 ����=
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���� 20
������ 8��3���.�
�

1. ��4	����8� �����3

������	=�� ������� �$��
� n ���
 71, 72, …, 7n. '���

�� ��=
���

�� ������ 

 �
�
�� � �

���� ����

���:

�
�
�
�

�




�
�
�
�

�

�

D

D
D

�

...
............

...

...

21

1121

112

nn

n

cc

cc
cc

C (20.1)

? �
�
������ ���
��� cij � cji.
������	=�� ������� ��$��

� � ��=��� ���
� �� ������ �
-

��. A� ���
�
!, #� ��� ������� ����
� � ��=�� ���
� � ���
� �
����� ����� �� ������ �
��. �
�"��
 �$���� ���
 ��=� ����-
�

��	 � $���-	���� ���

. *�� �
�����
��	 ��� ������� � 
��� =
���
�, � 	���� ���
��	. C��$����� ��$����

� �
�"��
, #� ���-
����
� ����� ��� ���

 �
����"�< ���=���. ��
�� «^» � �

����
%, 	�� ���

"��
�� �� ��
���
��, �������
���>
��	 ��	 �
$�����
�������� � ��=���� ���

 � �� = ���
�, 
�$
� ��	 �
$����� ��-
�������	.

;���
���� ����� t �
�"��
 ������#���	 ������	=��
 �� ���-


� i1, i2, …, in, �
�
�� ����
� �
�"��
:

t = (i1, i2, …, in)

��
t = {(i1, i2), (i1, i2), …, (in – 1, in), (in, i1)}

@��=��� �
�"��
� t ����
���� ����� l:

l(t) = l(i1, i2, …, in) = � ijc (���
 �� ���� (i, j) ! t).

2. 48(������ ��	

23 �� 
��8�:

&����	���� ����

�� ��� ���"��� 71 ���

 �� ���� ��"��:

c12, c13, …, c1n...
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'�$����� � ��� �����
����:
h1 = min (c12, c13, …, c1n)...

;�� h1 ��=�
 ��
�

�, #� �	 �����
���
 ����

��, 	�� ������-
	=�� ������ ����	 
���, 	� ��� ���"�� � ���

 71 � �
��
��
��	 �
���� � ���
 (��������, �� 71). *�
������� ��=�
 ��	 ��"�� �	�-
��� �

���� ��
�
� 

�� = hi.

%
� 	� �
�"��
 �
! ������
� � ��=���� ���

, 
� �������


�' = �
�

n

i
ih

1
(20.2)

! ��=���> ��
����> ���=��� �
�"��
�, 
�$
� ���"� ��� ��!<
����

�� ������	=�� �� ������, 	��� $� ���� �
�"��
 �� $��.

'�������� � ��=���� �	��
 �

���� «���!» hi (�����
!��
���
����	 �

���� �� �	��
�). %��� � �

���� ) �
��"

��	 «��-
����#���	» ���
� �����
����-���$������� ����

�	�� hi ��	 ��-
������ � 	������ ���

 (�
 ������� �	��
) � $���-	�� ��"� ���
�
(�
 ������� �
����	).

nnn

n

h

h
h

cc

cC
cc

n

C

n

��

�

2

1

21

1121

112

...''
............
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2
1

'

21

�
�
�
�

�




�
�
�
�

�

�

D

D
D

�
(20.3)

%�

c'ij = cij – hi �� cij = c'ij +hi i = 1, n, j = 1,n.

? ������


� ���
���� �

����, � ��=��� << �	��� �’	��
��	 ��-
�
 $ ���� ����.

'������
 (20.2) �=� ��=� ���
��

� 	� �����
 ��
��� ����� �
��
����. *�� ������ ��=�
 �
����
�, �
$����
� �� ��
����< ��-
�=��� �
�"��
� �����
����< ���=���.

�
��"��� ���=��� �
�"��
� � �$����� (90):

l(t) = l(i1, i2, …, in) = �
�tji

ijc
),(

 = �
�



tji

ij ihc
),(

)'(  =

= �
�tji

ijc
),(

' + �
�

n

i
ih

1
= �

�tji
ijc

),(
'  + �0, (20.4)


�
 ���
 �� ���� (i, j) ! t (�� �
�
� ���
, #� ����	
� � �
�"��
), 


�0 = �
�

n

i
ih

1
.
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&����	���� 1-� �
������ �

���� %'. J��� ����
 �������!�
��,
#� �
�	
� � ����� �
����� ? ? �������� �

���� % — �� ����

��
��� ���� ���
 �� ����� ���

 71. *�� ����� 
�, #� �� �����
��
���
����	 �

���� �� �
����	�, �� �� ������� ����

��. *, �
���-
��
�, �'21 — �� ����

��, 	�� ���$����� ����
� ���
� �����
����-
�� h2, #�$, ���"��"� � ���

 72, ��
�
��
� � ���
� 71. *�
�����-
�� �'31 — �� ����

��, 	�� ���$����� ����
� ���
� �����
������
h3, #�$, ���"��"� � ���

 73, ��
�
��
� � ���
� 71 � 
. �. J�#�
����� c'i1 ��$�

�

H1 = min (�'12, �'13, …, c'1n), (20.5)

� ���������, #� ��	 
��� #�$ ��
�
��
� � ���
� 71 (� $���-	����
��"���), ������	=��� ���$����� ���

���� �� �0 ����$���
�
"�	� �� ���"� ��= H1. *�
������� �� ��"�� ���

�. �
=�, ����-

���
 �0 ��=� $�
� �
�����
 �
 �������� �
�

n

j
Hj

1
. ? 

���� ���
���

� = �0+ �
�

n

j
Hj

1
=�

�

n

i
ih

1
+ �

�

n

j
Hj

1
. (20.6)

3. 48(������ ��	

23 �� 4	���2�:

)��
���� �

���> �� �
����	� "�	��� ���
���
��	 Hj�� �
�
������ �

����:

�
�
�
�

�
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C (20.7)

%�

c"ij = c’ij – Hj = cij – hi – H j �� cij = c"ij + hi + Hi i = 1, n, j = 1, n. (20.8)

? ������


� ���
����	 �

���� �� �
����	� � ��=��� << �
��-
��� �’	��
��	 ���
 $ ���� ����.

* ���=��
 �
�"��
� t 
���� ��=� $�
� �
���
�
 � ����	��

l(t) = l (i1, i2, …, in)= �
�tji

ijc
),(

" + �... (20.9)

� (20.8) ������
!, #� � �
�"��
 ���$����� ���>�

� �
��

���
 

��� �����, #�$ �
�tji

ijc
),(

"  $��
 $ �����
����>. %����� �
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����� ���
��� ��=�
 ���������

� ���=��� �
�"��
�. '������

� — �� �������
 ���
���
 � ! ��	��> �
�
�
����
���> �

���� %
����

��� ��= ���

��. J�$� ��
���	 ��$�

� �� ������ �����-
���� ������
� � ��=���� �	��
 � ��=���� �
����	, 
� � 

����
�
�� $�� $� ����
����� ��
��
����� �
�"��
 ���=���> �. *��


�� 
�
��	!
��	 ���
� ����� � �
 �� ����
�����

� �� ������-
��
��	. ? ��’	��� � ��� ����$��� ��
���
 ��$����� �
�"��
�.

4. �
E3
 ��
 �34	

C
��
� 	�#� �
� �� ��
���	 ����
�� ��$����

� ����’	��� �
-
�
��, ��$��
>�� ������� ������
� �

���� %", $����� ��������-
�� ���>�

� � �
�"��
 �
�� 
� �
�� ���
 (i, j), ��	 	��� c"ij = 0.
*�� 	���� � �
	����, ����
���� n ����� ����

� �����
��? @�	
����� ������� ���	

	 «��	����» � «�$�������» "�	�� ��	 �
��
���
 (i, j).

C��
� c"pq = 0. (������������ ������� � ���

 7� � 7q, �
�����
«��	���», 
 ������� � ���

 7� � 7q, ����� 	���� ��"� k-� ���
�,
�
����� «�$������». @�	 ��=��< �
�� (p, q), ��	 	��< c"pq = 0,
������� ���=��� �����
������ �
����	:

�(p, q) = iqppj cc
��



iqj

minmin . (20.10)

@�	 ���>����	 � �
�"��
 ��$����� 
� �
�� ���
, ��	 	��<
c"k, m = 0 �

�(k, m) = max � (p, q). (20.11)

%
��� �����, 	�#� �	��
� �> ��
�
��>, 	� ��� ���� �����
�-
������, 
� 

��� ��$���� �����
������ ������	!
��	 ���"�� �
-
��
�
 ��	 �������� � 7k � 7�.

&���$’!�� ���=��� ���� �
�"��
�� (n!) �
 ��� ������=��� 8 �
N. ? 8 ��������� ��� 
� �
�"��
�, #� ���
	
� ��	��� ������� � 7k
� 7m, ����
���� �> ���=��� (k, m), 
 � N — ��� �
�"��
�, #� ��
���
	
� ��	���� �������� � 7k � 7m, � ����
���� ���� 	� (k, m).
%��� ��	 ���=��� ' ��=�
 ����
��
� ������, 	�

�(N) = � + �(k, m), (20.12)


�
 � �����
 $���-	���� �
�"��
�, 
�� 	�#� �
�"��
 � 7� � 7�,
������ �� �
����� (
 � ? 
����� 

�� �
�"��
�), 
� �
�"��
 �$�-
��"�
��	 ������� �
 �������� �(k, m).
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5. ��E����� �23��8 �(� ���.
�
 ��
C
�	3�

;�$���!�� 
���� ������ ��	 ���=��� �
�"��
�� 8. @�	 �����
�"m, k = ^, 
��� #� ! ������� � 7k � 7m, 
� ������� � 7m � 7k �
$���-
�	!��. %
� 	� 7k ���>����� � �
�"��
 (� ����� ������	=�� $�-
��"� ������
� �� $���), 
� �� ���
� ���$����� ����>��
� � ���-
��	��, 
�$
� ���������� k-> �	��� � �

����. *�
������� ����>-
�
!�� m-� �
������ �

���� (���
� 7m ���>���� � �
�"��
 �, �
-
=�, �� ���
� �� ������� $���"� ��$��

��	, 	� ���
�, � 	�� ����-
��	=�� #� �
� $��� �����
�). ;�� ����� ���� �$����

� ��������
�����
��> �	���� � �
������ �

����. ;���	 ��� ����
������, �
	������ �	��
� �� �
����	� �

���� ��=�
� ������
� ���� (�

�
����� ����������� �	��
 �� �
����	). ��
����� ����� �����
-
���� ������
� � ��=���� �	��� (�� ����

�� ���$����� ����
� ��-
����	=��� � ��=���� �� ��$�
���� ���

 ����	 
���, 	� � �
�"��

���>����� ������� (k, m), ����
���� <� 	� h'i. ;�������� �

��-
�> �� �	��
� — ��������� � ���� ������
�� ��=���� i-�� �	��

���������� h'i. ;���	 ����� � ��=��� j-� �
����� �

���� ����
��-
�� �����
����� h'i. K'j � �����
!�� ���������	 �

���� �� �
���-
�	�. '���
���� ��������

�’= �
�

n

i
ih

1
'+�

�

n

j
Hj

1
, (20.13)

��� 	�� ��=�
 ��
�

�, #� ������	=��, � ��’	��� � ���>����	� �
�
�"��
 �������� (k, m), ������� $��� ���

���� �� �����
����
���$������� "�	�� ����
� #� ����

�� �', 
�$
� �����
 ���=���
���� �
�"��
��, #� ����	
� � ���=��� 8, ������>!

�(8) = � + �'. (20.14)

6. ��E����� ��
��� ��
3��	3�

%
��� �����, ������ �
��
�
�� � ����� ���
��� �
$��� ����	-
�� (���. 10):

G0 8 = (k, m)

N = (k, m)

�(N)

�(8)�(G0) = �

&��. 10. ������
 �����
 ����’	���
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? ����� ������ ��� ���"���, ��$����� 
� � ���, � 	��< ���"

�����
. C
 ���"��� �����, ��������, ���� ������

�, #� �� $���
���"��
 � ���=���> 8 = (k, m). @
�� �����
!�� ����� ����
��-
=���	 ��$�
��< ���=��� �
 ��� ������=���, ����
��< ��#� ���-
��$�� � �������

��	� ������ (20.10)—(20.11) ��	 ��=���� ���	
� �

����. ;������, ��$�
�
 �
�
 ���
 �� �$��’	����� $��� ���-
���=���	� �=� ��$����
���� �
��"� �
�"��
�. A�� ������ $���
���
��>�

��	 ��
�, ���� � �

���� �� �
��"�
��	 ��
 �	��� �
��
 �
�����, #� � �
���"

� ��$����� �
�"��
�.

;�� �����
��� ��$���� ���$����� �
 ��=��� ����� �
�=�-

� �
 
��, #�$ � ��$�
��� �
� ���
 �� ��� �
����
��	 �������.
C
�����
�, ���
� � �
�"��
 ���>���� 

�� �
�� ���
 (����-
�����):

(4,3), (5,4) � (6,5), 
��� ���
�
��	 � �
�"��
 �
�� (3,5) �������
�� �
������	 ��������,

(5,4), (4,3) � (3,5), 
 ���>����	 �
�� (4,6) — �� �������� (6,5),
(5,4) � (4,6).

@�	 
��� #�$ ����>��
� 

�� ��=�����
�, ���� �
$�����
� ��
�������� "�	��� ������!��	 ^ ����������� ������

� �

����
�"3, 5 = ^ � �"4, 6 = ^.

;�� ��$��� ���"��� ��	 ����
��=���	 �
 	������ ����� ��=�
��	��
��	, #� ��	 ����!< � �
��"� ��$����
��� ���"�� �����

$��� ��
#�, ��= ��	 ��

����< ���"���. %��� ���� �������
��	 ��


��< ���"��� � ��	
� ��	 ����
��=���	 <<. %
��> ���"���> ��-
=�, � �
�
������ ���
���, ��	��
��	 	� ���"��
 
��� 8, 

� � 
�-
�� N. J�#� 

��> ��	��
��	 ���"��
 
��� 8, 
� ���� �����

�
����
��=���	 ��!< ���"��� �
 ������� 
�����
���. J�#� = 

-
��> ���"���> ��	��
��	 ���"��
 
��� � = (e, f), 
� ���� �����-
��
��	 �� �

����, � 	��� $�� ��$�
��� ������� (e, f), � �
$�����-

� ���� (�"e, f = ^) � ���
���
� ���
����	 ��!< �

����, 
 �
�� �


�����
���.

������
�

������	=�� ������� �$��
� n ���
 71, 72, …, 7n, ����

�� ��=
	���� ������ � �
�
�� � �

���� ����

���:

�
�
�
�

�




�
�
�
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������	=�� ������� ��$��

� � ��=��� ���
� �� ������ �
��.
A� ���
�
!, #� ��� ������� ����
� � ��=�� ���
� � ���
� � �����
����� �� ������ �
��. C��$����� ��$����

� �
�"��
, #� ���-
����
� ����� ��� ���

 �
����"�< ���=���.

��"����	:
1. )��
���� �

���> �� �	��
�.
2. )��
���� �

���> �� �
����	�.
3. @��=��
 �
�"��
� $��� �� ���"�>, ��=

� = �0 + �
�

n

j
Hj

1
=�

�

n

i
ih

1
+�

�

n

j
Hj

1
.

4. ������� ��=�� ���� � ��� �

����
� (p, q)= iqppj cc

��



iqj
minmin .

5. @�	 ���>����	 � �
�"��
 ��$����� 
� �
�� ���
, ��	 	��<
c"k, m = 0 �

�(k, m) = max � (p, q).
6. ;�$���!�� 
���� ������ ��	 ���=��� �
�"��
�� N 

 8.

�(N) = � + � (k, m),
�(8) = � + �'.

7. ? ����� ������ ��$����� 
� � ���"���, � 	��< ���"
 �����
.
8. ;������
��	 �� �. 1.

���
����� �������

1. �����
�
&����	���� �����
�. C��
� �

���	 ����

��� �
! ����	�:

1 2 3 4 5 6 hi

1 ^ 26 43 16 30 26 16
2 7 ^ 16 1 30 25 1
3 20 13 ^ 35 5 0 0
4 21 16 25 ^ 18 18 16
5 12 46 27 48 ^ 5 5
6 23 5 5 9 5 ^ 5

C =
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)��
���� �

���> �� �	��
�:
1 2 3 4 5 6 hi

1 ^ 10 27 0 14 10
2 6 ^ 15 0 29 24
3 20 13 ^ 35 5 0
4 5 0 9 ^ 2 2
5 7 41 22 43 ^ 0
6 18 0 0 4 0 ^

Kj 5

)��
���� �

���> �� �
����	�:

1 2 3 4 5 6 hi

1 ^ 10 27 010 14 10
2 1 ^ 15 01 29 24
3 15 13 ^ 35 5 05
4 01 00 9 ^ 2 2
5 2 41 22 43 ^ 02

6 13 00 09 4 02 ^

� = (16 + 1 + 0 + 16 + 5 + 5) + 5 = 48
�
=�, ���=��
 �
�"��
� $��� �� ���"�, ��= 48.
������� ��=�� ���� � ��� �

���� �� (20.10):
� (1, 4) = min (10, 27, 14, 10) + min (0, 35, 43, 4) = 10;
� (2, 4) = min (1, 15, 29, 24) + min (0, 35, 43, 4) = 1;
� (3, 6) = min (15, 13, 35, 5) + min (10, 24, 2, 0) = 5;
� (4, 1) = min (0, 9, 2, 2) + min (1, 15, 2, 13) = 1;
� (4, 2) = min (0, 9, 2, 2) + min (10, 13, 41, 0) = 0;
� (5, 6) = min (2, 41, 22, 43) + min (10, 24, 0, 2) = 2;
� (6, 2) = min (13, 0, 4, 0) + min (10, 13, 0, 41) = 0;
� (6, 3) = min (13, 0, 4, 0) + min (27, 15, 9, 22) = 9;
� (6, 5) = min (13, 0, 4, 0) + min (14, 29, 5, 2) = 2.
�
��"��� �� ������ � ���� �
����	 ��=���� ���	 � �

���� %''.
;� (20.11):
�(k, m) = max (10,1, 5, 1, 0, 2,0, 9, 2) =10 = �(1, 4).
%
��� �����, ���"�> �
��>, #� ���>�
!
��	 � �
�"��
, $�-

�� (1,4). �
$����	!�� ������� (4, 1) � �������>!�� � �

���� 1->
�	��� � 4-� �
������:

C =

C =
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2 3 5 6 hi 2 3 5 6 hi

2 1 ^ 15 29 24 1 2 0 ^ 14 28 23
3 15 13 ^ 5 0 0 3 15 13 ^ 5 0
4 ^ 0 9 2 2 0 4 ^ 0 9 2 2
5 2 41 22 ^ 0 0 5 2 41 22 ^ 0
6 13 0 0 0 ^ 0 6 13 0 0 0 ^

)��
���� �

���> �� �	��
�:

2 016 ^ 14 28 23
3 15 13 ^ 5 05

4 ^ 02 9 2 2
5 2 41 22 ^ 02

6 13 00 09 02 ^
�' = 1.

%���� ��=�
 ��$�
��
� ��
����� ����’	�
��	 (���. 11)

G0 8 = (1, 4)

N = (1, 4)
�(?) = 48 + 10 = 58

�(G0) = 48 �(8) = 48 + 1

&��. 11. ������
 �����
 ����’	���

@�	 ���>����	 � �
�"��
 �
�
����< �
�� ������� ���� ��

�-
���< �

����, �
����>�� <� ������ � ����	�� �
����	 �����.

C
�
����> ��	 ���>����	 $��� �
�
 (2,1), 
��� #� <� �����-
���
! ���� � �

���� � �
�$���"�> ������>, �����> 16. ������

(1, 2) � �

���� �� �����
���, #�$ �
$����	
� ���� ��$��. '����-
��>!�� � �

���� ���"�� �
������ � �	��� � ������� 2:

2 3 5 6 hi 2 3 5 6 hi

3 13 ^ 5 0 3 13 ^  5 0
4 ^ 9 2 2 2 4 ^ 7 0 0
5 41 22 ^ 0 5 41 22 ^ 0
6 0 0 0 ^ 6 0 0 0 ^
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)��
���� �

���> �� �	��
�. C� ���
����� �	���� ! 
�����
�	��� � ������� 4 (
����� � ����� ���
! �����). ����

�

, #�
�������
�, h2 = 2. '�����
!�� 2 � ����� �	��
 � ����=�!�� �

-
���>, ���
���� �� �	��
�. *�� � ��=��� �
����� ��!< �

���� 
�=
! ����, 
�$
� �

���	 ���
���
 � �� �
����	�.

? 

���� ���
��� ������ ��	 ����� ���"�� 8 = (2,1): �(8) =
= 49 + 2 = 51. * ��	 ���"��� Y = (2, 1) : �(Y) = 49 + 16 = 65.

/�
������ ����’	��� �
$��
! ����	��:

�(2, 1) =
=49 + 2 = 51

(2, 1) =
= 49 + 16 = 65

G0 F = (1, 4)

? = (1, 4)

F = (2, 1)

F = (2, 1)

�(G0) = 48 �(1, 4) = 49

�(1, 4) = 58

&��. 12. /�
������ ����’	���
'�$����� ����� ���	��� ���"�� �������
����, ��	 ����� ��-

����	!�� <��� ������:
min (�(1, 4), �(2, 1), �(2, 1)) = min (58, 51, 65) = 51.

%. �., �������
����> ! ���"��
 (2, 1). (����� ������

� �>
���"���. ���� �����
!�� ������ ����� � ��

���� �

����:

2 3 5 6 hi

3 13 ^ 5 05 2 3 5 hi 2 3 5 hi

4 ^ 7 00 00 3 13 ^ 5 5 3 8 ^ 0
5 41 22 ^ 022 4 ^ 7 00 4 ^ 7 0
6 013 07 00 ^ 6 013 07 ^ 6 0 0 ^

? �
�"��
 ���>�
!
��	 �
�
 (5,6). * �
�
 (6,5) �
$����	!
��	
��	 ��$���. ;������ � �
�: (1,4), (2,1) � (5,6) ��=� �
����
��	 ���
��$��� (4,2) 
��� �"4, 2 = ^. '��������� �	��� � ������� 5 � �
��-
���� 6 � ��������� �
���
�� �

���> �� �	��
�:

�

���	 �=� ���
���
 �� �
����	�. %���� ��
����� ����’	�
�-
�	 �
$��
! ����	�:

G0 (2, 1)

(2, 1)

(5, 6)

(5, 6)

� = 48 � = 49 � = 51
(1, 4)

(1, 4)

� = 51 +
+ 5 = 56

� = 58 � = 65

� = 51 +
+ 22 = 73

&��. 13. /�
������ ����’	���
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@�	 ������=���	 ������� ������� ���� � ��

���� �

����:

2 3 5 hi

3 8 ^ 08 2 3 hi 2 3 hi

4 ^ 7 07 4 ^ 7 7 4 ^ 0 (26)
6 08 07 ^ 6 0 ^ 6 0 ^

%�
 ��
 ���� � ������� �����
�� 8, ��$����� ���� � �	��
 �
������� 3 � �
����� –5. '��������� <� � �

����, � ��
�����
����’	�
��	 �
�
�� ���>�
!�� ���"��� (3, 5), ��	 �
$����� ���-
�����, ����>�
!�� ������� (6, 3): �"6, 3 = ^.

)��
���� �

���> �� �	��
�.

G0 (1, 4)

(1, 4)

(2, 1)

(2, 1)

(5, 6)

(5, 6) (3, 5)

� = 48 � = 49 � = 51

� = 58 � = 65 � = 73

� = 56

(3, 5)

(5, 6)
� = 56 + 7 = 63

� = 56 + 8 = 64

&��. 14. /�
� ����’	�
��	
)���� ���	��� ���"�� ��$��
!�� ���"���, 	��� ��������
!

�
����"
 �����
:
min (�(1, 4), �(2, 1), �(5, 6), �(3, 5)) = min (58, 65, 73,63) = 58.

'�	��	!
��	, #� ��
#�> ! ���
 � ���"�� 
��� Y, ��$����
�

�
��"�. ;����

!���	 �
 �

���>, � 	��< $��� �
���
�� ����
-
��=���	, #� ��������
! ��� ���"���. A� �

���	, � 	��� $��
 ��-
$�
�
 �
�
 (1,4) ��	 ���>����	 � �
�"��
.

�������� 

��� ��$�� ������ �� ����$���� ������


�, 
� ����
�
$�����
� ��$�� �
�� (1,4) � ������
��	, 	� $��� ������

��	
������ � ����� ���
���.

�
=�, �����

!���	 �� �
��
����< �

���� (��� ����� �"1,4 = ^).

1 2 3 4 5 6 hi

1 ^ 26 43 ^ 30 26 26
2 7 ^ 16 1 30 25 1
3 20 13 ^ 35 5 0 0
4 21 16 25 ^ 18 18 16
5 12 46 27 48 ^ 5 5
6 23 5 5 9 5 ^ 5

C =
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)��
���� �

���> �� �	��
� � �� �
����	� � ������� �
���
-
�� ����:

1 2 3 4 5 6 hi

1 ^ 0 17 ^ 4 0
2 6 ^ 15 0 29 24
3 20 13 ^ 35 5 0
4 5 0 9 ^ 2 2
5 7 41 22 43 ^ 0
6 18 0 0 4 0 ^

Kj 5

1 2 3 4 5 6 hi

1 ^ 00 17 ^ 4 00

2 1 ^ 15 05 29 24
3 15 13 ^ 35 5 05

4 01 00 9 ^ 2 2
5 2 41 22 43 ^ 02

6 13 00 09 4 02 ^

� = (26 + 1 + 0 + 16 + 5 + 5) + 5 = 58.
@�	 ���>����	 � �
�"��
, ��$��
!�� �
�� ���
 (6, 3), 
 �
��

(3, 6) ����>�
!�� (�"3, 6 = ^). '������>!�� �	��� 6 � �
������ 3 �
�

���� � ���
���� �
���
�� �

���>:

1 2 3 4 5 6 hi 1 2 3 4 5 6 hi

1 ^ 0 ^ 4 0 1 ^ 0 ^ 4 0
2 1 ^ 0 29 24 2 1 ^ 0 29 24
3 15 13 35 5 ^ 5 3 15 13 35 5 ^
4 0 0 ^ 2 2 4 0 0 ^ 2 2
5 2 41 43 ^ 0 5 2 41 43 ^ 0

%����:
� = (6, 3) = 58 + 5 = 63 � � = (6, 3) = 58 + 9 = 67

C =

C =
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* ��
������ ����’	��� �
$��
! ����	��:

(6, 3)(6, 3)

G0 (1, 4)

(1, 4)

(2, 1)

(2, 1)

(5, 6)

(5, 6)

(3, 5)

(3, 5)

� = 48 � = 49 � = 51 � = 56

� = 73� = 65
� = 58

�(6,3) = 63 � = (6,3) = 67

� = 56 +
+ 7 = 63

� = 56 +
+ 8 = 64

&��. 15. /�
� ��"���	

)���� ���	��� ���"�� ! ��� ���"��� � �����
������ ����-
�
��

�(3, 5) = �(6, 3) = 63.

J��� � ��� ����

� �����
��? ����
���, 
��, ��
��< ��������
!
���"�� �
�"��
, 
�$
� (3,5). ? �
���� ���
��� ���$����� ����-
���
��	 �� �

���� ����������� ��� ���"��� (20.14). ? ��� �

��-
�� ��
 �	��� � ��
 �
�����. J�#� ��$�

� ���� �
��, 
� � �

����
�
��"�
��	 ���� ������
 — ���
 �
�
, #� 
�= ������
 ����
� �
�
�"��
. ? ��’	��� � ���, 	�#� �

���	 �
! ���������
� [2,2], 
�
� �
�"��
 ���� ���>�

� �$���� �
�� � ��!< �

����. %
��� ��-
���, ��
�. ����’	��� ��


���� �
$��
! ����	��:

(6, 3)

(3, 5) (4, 3),
(6, 2)

G0 (1, 4)

(1, 4)

(2, 1)

(2, 1)

(5, 6)

(5, 6) (3, 5)

(6, 3)

� = 48 � = 49 � = 51 � = 56 � = 63

�(6, 3) = 63 � = (6, 3) = 67

� = 58 � = 65 � = 73 � = 64

&��. 16. /�
�. ����’	���

'���"��� �
�� ���
 �� ��$����, � ���	��� ���>����	 <� � �
-
�"��
:
(1,4), (2,1), (5,6), (3,5), (4,3) � (6,2) �� � ����	�� �����������
� ��-
������� �� ���

�: t = {(1,4), (4,3), (3,5), (5,6), (6,2), (2,1)}. (20.15)
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@��=��
 ����� �
�"��
�
l (t) = c1,4 + c4,3 + c3,5 + c5,6 + c6,2 + c2,1 =

= 16 + 25 + 5 + 5 + 5 + 7 = 63.
J� �����, ���=��
 ��
��
������ �
�"��
� �$��
!
��	 � ����

������> ��� ��$�����. �
�"��
 ��$����
��� � ����
���
 ����
���=��
. �
 ���

�� �$���� ��=�
 ��	
� $���-	�� ���
�, 
��� �
(20.15) �
�
� ����
�
� �
�� �� �����, �� ����"�>�� ������=��-
�	 ���
 � �
�
�. &���’	�
��	 �
�
�� �
�������.

2. �����
�
����’(��< ����&%:

1 2 3 4 5 6 hi

1 — 41 60 39 46 10 10

2 31 — 59 16 1 51 1

3 29 51 — 14 42 50 14

4 32 12 52 — 16 26 12

5 16 39 15 60 — 57 15

6 15 30 38 47 36 — 15

Hj 67

1 2 3 4 5 6 hi �i

1 — 31 50 29 36 043 10 29

2 30 — 58 15 019 50 1 15

3 15 37 — 030 28 36 14 15

4 20 019 40 — 4 14 12 4

5 1 24 019 45 — 42 15 1

6 016 15 18 32 21 — 15 15

Hj 0 0 0 0 0 0 67

�j 1 15 18 15 4 14

&��. 17. @����� ����’	���

67 (1, 6)
110

(1, 6)
83

(3, 4)
102

(3, 4)
83

(4, 2)
108

(2, 5)
114

(2, 5)
83

(4, 2)
83

(5, 1)
83

(6, 3)
83
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1 2 3 4 5 hi �i

2 30 — 58 15 0 0

3 15 37 — 0 28 0

4 20 0 40 — 4 0

5 1 24 0 45 — 0

6 0 15 18 32 21 15

Hj

�j

1 2 3 4 5 hi �i

2 30 — 58 15 0 0

3 15 37 — 0 28 0

4 20 0 40 — 4 0

5 1 24 0 45 — 0

6 0 0 3 17 6 15

1 0 0 0 0 16

�j

1 2 3 4 5 hi �i

2 29 — 58 15 019 15

3 14 37 — 029 28 14

4 29 00 58 — 4 0

5 014 24 03 45 — 0

6 0 03 3 17 6 3

Hj

�j 14 0 3 15 4
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1 2 3 5 hi �i

2 29 — 58 031 0 29
4 29 025 58 4 0 25
5 029 24 03 — 0 0
6 0 03 3 6 0 3

Hj 0 0 0 0 0

�j 29 0 3 4

1 2 3 hi �i

4 25 025 58 0 25
5 025 24 03 0 0
6 0 03 3 0 3

Hj 0 0 0 0

�j 25 0 3

1 3 hi �i

0 0 0
6 0 3 0

Hj 0 0 0

�j

'��������:
L = 83
����: 1—6—3—4—2—5—1

1

6

5 4

3

2

&��. 18. /�
�. �
�"��
�
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������� ��� �����������
�

1. %&�����!'
� ���
������ ��
��� �����������
2. $��' ������
� ����
���� ��
����?
3. 6������
� ��� ������� ����
��� ������ 
�� ������� ���-

��, ���;��
�� 8 
� N.
4. $� ����
���
� 
����� ������
��?

������������� ��������

1. �����
��
&���’	=�
� �
�
�� ������	=��
.
1. 11. 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 — 4 10 13 4 8 1 — 36 45 30 52 17
2 2 — 9 7 6 7 2 27 — 49 31 25 27
3 8 5 — 5 5 9 3 42 22 — 48 16 60
4 5 8 5 — 7 10 4 16 40 14 — 45 31
5 6 4 4 9 — 4 5 55 9 16 39 — 41
6 5 1 4 8 3 — 6 23 12 33 30 31 —

2. 12. 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 — 51 21 21 24 59 1 — 53 9 51 5 5
2 43 — 6 10 9 15 2 29 — 31 43 5 24
3 54 13 — 33 21 35 3 58 55 — 5 31 19
4 16 37 15 — 55 43 4 17 39 5 — 28 9
5 19 12 26 60 — 30 5 5 5 46 19 — 19
6 3 44 42 46 30 — 6 40 12 36 5 37 —

3. 13. 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 — 41 60 39 46 10 1 — 19 15 21 17 13
2 31 — 59 16 1 51 2 15 — 12 10 22 10
3 29 51 — 14 42 50 3 17 18 — 25 30 10
4 32 12 52 — 16 26 4 10 15 37 — 42 12
5 16 39 15 60 — 57 5 13 43 13 10 — 27
6 15 30 38 47 36 — 6 21 35 45 10 10 —
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5. 15. 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 — 48 4 46 0 0 1 — 46 16 26 19 54

2 24 — 26 38 0 19 2 38 — 1 5 44 10

3 53 50 — 0 26 14 3 49 8 — 28 16 30

4 12 34 0 — 23 4 4 11 32 10 — 50 38

5 0 0 41 14 — 14 5 14 7 21 55 — 25

6 35 7 31 0 32 — 6 0 39 37 41 25 —

6. 16. 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 — 20 28 12 39 32 1 — 2 8 11 2 6

2 21 — 15 9 17 27 2 12 13 — 20 25 5

3 30 25 — 45 29 47 3 6 3 — 3 3 7

4 7 52 40 — 15 1 4 3 6 3 — 5 8

5 60 46 11 5 — 34 5 4 2 2 7 — 2

6 11 45 14 21 30 — 6 16 30 40 5 5 —

7. 17. 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 — 19 40 30 15 9 1 — 15 20 26 32 18

2 56 — 14 57 12 8 2 20 — 17 15 27 15

3 42 4 — 28 33 24 3 22 23 — 30 35 15

4 1 12 5 — 21 16 4 15 20 42 — 45 17

5 21 16 38 52 — 59 5 18 48 18 15 — 32

6 51 1 17 22 29 — 6 26 41 50 15 15 —
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8. 18. 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 — 40 100 130 40 80 1 12 16 8 5 4 7

2 20 — 90 70 60 70 2 9 8 7 22 11 6

3 80 50 — 50 50 90 3 4 15 12 8 7 8

4 50 80 50 — 70 100 4 9 22 10 13 14 6

5 60 40 40 90 — 40 5 16 18 5 14 16 17

6 50 10 40 80 30 — 6 8 5 9 16 14 13

9. 19. 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 — 56 26 66 29 64 1 — 25 46 31 50 25

2 48 — 11 15 14 20 2 16 — 28 31 29 13

3 59 18 — 38 26 40 3 21 32 — 43 21 17

4 21 42 20 — 60 48 4 34 51 32 — 45 38

5 24 17 31 65 — 35 5 17 21 15 23 — 17

6 8 49 47 51 35 — 6 45 34 65 50 34 —

10. 20. 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 — 46 65 44 51 15 1 — 20 34 19 34 25

25 36 — 64 21 6 55 2 45 — 50 34 38 29

3 34 56 — 19 47 55 3 36 7 — 18 23 19

4 37 17 57 — 21 31 4 35 12 4 — 50 20

5 21 44 20 65 — 62 5 43 50 60 25 — 32

6 20 35 43 52 41 — 6 45 56 78 60 50 —
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���� 21
������ �
� 	

 ��
4	�	
 — ������ �.��4���

1. �(��

	� 
���’������ �����3 �.��4���

C��$����� �$��$�
� �
 
���� ����



� n ��

���. ? ���� ��-


��� ���
 � 

 = �����������
� �$��$��: 1, 2 � 3-� ����


�. K
�
�$��$�� ��

��� �
 ��=��� ����


� �
������ � 

$�. 48:

+������ 48
>�"� ,��,�$� �+���+? �� 
+�"�����

@�

��

'���


�
1 2 … n W

'���


 1 a1 a2 … an Wai

'���


 2 b1 b2 … bn Wbi

'���


 3 c1 c2 … cn Wci

;�
��$�� ���
�
� ��
��
���� �����������
� �$��$�� ���� n
��

��� �
 ��� ����



�, 
�$
� 

�� �����������
� �
����� ��

-
��� �
 �$��$��, ��	 	��< �
� �
�������	 �$��$�� �
 ���� ����



�
$��� �
����"��.

A	 �
�
�
 ��
=�!
��	 ��
���� �
����� � ��
����, ��	 �����
������� �	� �
�
��
���:

�k = {i1, i2, …, ik} — �������
 �����������
� � k ��

���;
�k + 1 = {�k, ik + 1} — �������
 �����������
� � k + 1 ��

���;
A(�k), B(�k) � C(�k) — �����
� �
�������	 �$��$�� ��������-

���
� ��

��� �k �
 ���"���, ������� � 
��
���� ����



� ���-
�������.

@�	 �����������
� �k + 1 
�
������� �����
� ��=�
 �$�����
�
�
 �������
���� ������
��:

A(�k + 1) = A(�k) + ak + 1;
B(�k + 1) = max(A (�k + 1), B(�k)) + bk + 1; (21.1)
C(�k + 1) = max (B(�k + 1),C (�k)) + ck + 1.
�Ak = A(�k) + Wai + min (bi + ci), �� ���� i �� p �k (�� ���� ��

�	�

i �� ������� � �����������
� �k);
�Bk = B(�k) + Wbi + min ci, �� ���� i �� � �k; (21.2)
�Ck = C(�k) + Wci, �� ���� i �� � �k.
'������
 �Ak �
! ���� ������ �
�������	 �$��$�� ���!< �����-

������
� ��

��� �
 ���� ����



� �
 �����, #� �
 ���"��� ���-
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�


� �$��$���
 �����������
� �k � �����
 �
�������	 << �$��$��
�
 ���"��� ����


� A (�k), 
 ��

��, 	�� �� ����"�� � ��������-
���
� �k, $���
� �$��$�	
��	 �
 ���"��� ����


� �� ���"� ��=
���
	��� Wai (� �� � �k), 
 ��

��	 ��

�� �
 �
�
����� ����

-


� — �� ���"� ��= �������
 min (bi + ci) (��� i �� � �k). %
���
�����, ��=�
 ��
�

�, #� �$��$�
 ���� ��

��� �
 
���� ����

-


� �
�����
��	 �� �
��"� ��= ����� �Ak.

*�
�������� ����
 �
>
� � �������� �Bk � �Ck, 
�� 
����� �
���-
��� ������� � 
��
���� ����


��.

�
=�, 	�#� )(�n) — �� �
� �
�������	 �$��$�� ���� ��

���
�
 
��
���� ����


� (
 �
=�, � �
 
���� ����



�), 
� �������
�����
��� �������

��	 ���������"���	:

)(�n) j �Ak,
)(�n) j �Bk, (21.3)
)(�n) j �Ck.

? 

���� ���
��� ������� ����
����	
� = max(�Ak, �Bk, �Ck), (21.4)


��� )(�n) j �,

. �., �������
 � � ������> (��=���> ��
����>) �����
� �
���-
����	 ���� n ��

��� �
 
���� ����



�, �
 �����, #� ��������-
���
� �k ����"�
 �$��$�� �
 ���� ����



�. ��������, 	�#� ��	-

� ��"� �����������
� (� ��"�� �������) ��

���, 
� �������
 �
��=� $�
� ��"�>. %
 � �����������
�� �k, ��	 	��< � �
! ���"�
��
����	, ! ��
#�> ��	 �����	�
��	 � ���"� �����.

'��������� �� ��
��� �
����� � ��
���� ���$����� ���=���
���� ��=����� �
��
�
�� (n!) ���$�
� �
 ����������� ������=���.
J� �� ���$�
�? ��=�
 

�.

C
 ���"��� ����� ��> ���=��� ��=����� �����������
��
�$��$�� ����$’!�� �
 n ������=�� (�� ����� ��

���) 

��� ��-
���: �� ���"�> ������=��� ��������� ��� �����������
�, � 	���
���"�< $��� �$��$�	
��	 ��

�� � ������� 1; �� �����< ������-
=��� — ��� �����������
� � ���"�> �$��$�>�
��> ��

��> ��-
��� 2; � 
. �. @� ���=��� n ��������� ��� �����������
�, � 	���
���"�> �$��$�	!
��	 ��

�� � ������� n.

'������
���>�� ��	 ��=��< � ��� ���=�� ������� (21.1)—
(21.4), ����
���� 
� � ���=��, #� ! �
�$���" �������
������,

�$
� ��	 	��� � $��� ���"��, ��= � ��"�� ���=��
�. C��
�
���=��
 � — �������
���
, << $����� ������

�, ��"� �
�����
«���	����».

&���$’!�� �> ���=��� ��=����� �����������
�� �$��$�� �



�� ������=���:

{i, 1, …}, {i, 2, …}, … {i, i-1, …}, {i, i+1, …}, …, {i, n, …}... (21.5)
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%���� ����� ������

!���	 ������
�� (21.1)—(21.4). @�	 ��=-
��< � ��� ������=�� ����
���� �. &����	���� ������=��� (11) �
��� ���	�� � ����� ��� ���� ��$����� �
�$���" �������
����. @�	
��$�
��< ���=��� ��$���!�� ������=���, �� 	��� ����� �
�
�-
����!�� (21.1)—(21.4) � 
. �. ;����� ���
��>!
��	 ��
�, ���� ��
$��� ��
����
 ������=��
 (�����������
�), �
����>�
 n ��

-
���, � ��	 	��< �����
 $��� �����
����> � #� �
�� � $��� ����’	-
���� �
�
��.

C
� �
��"����	 ����
��
� 0-� ���� 
�����
��, 
�$
� ����,
�
 	��� ���
! #� =����< ����
��< ��������� ��������
� ����
�����������
�� �
 ������=���, 
�$
� ���$����� �����

� �$-
�������	 �� (21.1)—(21.4) � �0 = Ø (����=���> ���=���>).
��������, #�

�A0 = �B0 = �C0.

%���
�A0 = 0 +Wai + min (bi + ci), �� ���� ni ,1� ;
�B0 = 0 +Wbi + min ci, �� ���� ni ,1� ;
�C0 = 0 +Wci, �� ���� ni ,1� ;

2. �
���8 
���’������ �����3

C��
� ����� �
�
�� �
�
�� 

$�. 49:
+������ 49

>�" ,��,�$� �+���+?
�� 
+�"�����

@�

��

'���


�
1 2 3 4 5 W

'���


 1 2 5 1 3 3 14

'���


 2 3 2 1 4 5 15

'���


 3 4 4 2 2 2 14

�A0 = �B0 = �C0.
�A0 = 0 +14 + 3 = 17;
�B0 = 0 +15 + 2 = 17;
�C0 = 0 + 14 = 14
� = max (17, 17, 14), 
�$
� �
��"� ��= ����� 17 ����� �$��$�


���� ��

��� �� �
�����
��	.
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&��$��
!�� ��> ���=��� �����������
�� (5! = 120 ��=�����
�
��
�
��) �
 5 ������=��:

{1, ...}, {2, ...},..., {n, ...}. @�	 �����
�� ��$���!�� ���� � 

-
��� ������=��, ���
� � ������� 2, 
�$
� ��� �����������
� ��

-
��� ��!< ���=��� $���
� �����

��	 � ��

�� V 2:

{2, 1, 3, 4, 5}, {2, 1, 3, 5, 4}, {2, 1, 4, 3, 5}, {2, 1, 4, 5, 3}, {2, 1, 5, 3, 4},
{2, 1, 5, 4, 3},

{2, 3, 1, 4, 5}, {2, 3, 1, 5, 4}, {2, 3, 4, 1, 5}, {2, 3, 4, 5, 1}, {2, 3, 5, 1, 4},
{2, 3, 5, 4, 1},

{2, 4, 1, 3, 5}, {2, 4, 1, 5, 3}, {2, 4, 3, 1, 5}, {2, 4, 3, 5, 1}, {2, 4, 5, 1, 3},
{2, 4, 5, 3, 1},

{2, 5, 1, 3, 4}, {2, 5, 1, 4, 3}, {2, 5, 3, 1, 4}, {2, 5, 3, 4, 1}, {2, 5, 4, 1, 3},
{2, 5, 4, 3, 1}.

*�
������� ��=�
� $�
� ��$����
�� ��"� ��
��� ������=���.
C
"
 �
�
�
 �����
� �������
�����
� ��=��< � ��� ������=��,

�$
� ��	 ��=��< � ���$����� �$�����
� <� �i, �� i = 1, 2, 3, 4, 5.

@�	 i = 1:
A (�1) = A (�o) +a1 = 0 + 2 = 2;
B (�1) = max (A (�1), B (�0)) + b1 = max (2,0) + 3 = 5
C (�1) = max (B (�1), C (�0)) + c1 = max (5,0) + 4 = 5 + 4 = 9;
�A1 = A(�1) +Wai + min (bi + ci)= 2 + 12 + 3 = 17, �� ���� i � 1;
�B1 = B(�1) +Wbi + min ci = 5 + 12 + 2 = 19, �� ���� i � 1;
�C1 = C(�1) +Wci = 9 +10 = 19, �� ���� i � 1.
? 

���� �
�� ������� ����
����	
�1 = max (17, 19, 19) = 19.
%���� ��=�
 ��
�

�, #� 	�#� �$��$�
 ��

��� �����
�-

�	 � ��

�� V 1, 
� �
�����
��	 �$��$�
 �� �
��"� ��= �����
19 �����.

@�	 i = 2:
A (�1) = A (�o) + a2 = 0 + 5 = 5;
B (�1) = max (A (�1), B (�0)) + b2= max (5,0) + 2 = 7
C (�1) = max (B (�1), C (�0)) + c2= max (7,0) + 4 = 7 + 4 = 11;
�A1 = A (�1) + Wai + min (bi + ci) = 5 +9 + 3 =17, �� ���� i � 1;
�B1 = B (�1) + Wbi + min ci = 7 + 13 + 2 = 22, �� ���� i � 1;
�C1 = C (�1) + Wci = 11 + 10 = 21, �� ���� i � 1.
? 

���� �
�� ������� ����
����	
�2 = max (17, 22, 21) = 22.
%���� ��=�
 ��
�

�, #� 	�#� �$��$�
 ��

��� �����
��	 �

��

�� V 2, 
� �
�����
��	 �$��$�
 �� �
��"� ��= ����� 22 ��-
����.

*�
������� ����=�!�� ��	 ��"�� ������=��:
i = 3: A(�1) = 1, B(�1) = 2, C(�1) = 4, �A1 = 20, �B1 = 18, �C1 = 16, �3 = 20;
i = 4: A(�1) = 3, B(�1) = 7, C(�1) = 9, �A1 = 17, �B1 = 20, �C1 = 21, �4 = 21;
i = 5: A(�1) = 3, B(�1) = 8, C(�1) = 10, �A1 = 20, �B1 = 22, �C1 = 22, �5 = 22.
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%���� ��=�
 ��
�

�, #� �
 �
���� �

�� �
�$���" �������-

����> ���=���> ! ������=��
 V 1.

?�� �$�������	 ������ �������
� � 

$�. 50:

+������ 50
,�>�"�+��� ��� !���>
 ��,�",��

A(�k) B(�k) C(�k)
�k

�Ak �Bk �Ck

�k

������� ��� ���$���� �$�������	 � 

�� 

$����� � �����
!-
�� 
�
������� ����
����� ��	 ��"�� ���=��: 3, 4 � 5 (���. ���.
1, ����� 0—5.). ;������
����> ! ���=��
 1. &��$��
!�� �>
���=��� ��=����� �����������
�� �$��$�� �
 ������=���:
����� 6—9. ? ��� ������=��
� ��� �����������
� �����
>
��	
��

��> V 1, 
 ����� ��

�� � ��� �������� ��� � 
��, #� �
��-
"����	 (���� V 1). ;���	 �$������� �� (6)—(9) � ������	��	
������ ���=�� 2 — 9, ����=��� �������
���� ���=��� 8 (��-
���������
� ��

��� �2 = {1, 4}, �����������
� �$��$��, #� ��-
���
!
��	 ��

�	�� 1, 4). ;�
�� ���
� ����� 10—12 � 13—14,
15—16. ;�
�� ���$����� �������
��	 �
 ���	�� ���"��� 7,

��� #� << �����
 ����
 20 

 ��	���
�	 �
 ����� ����� (15—
16) �
����"�>. ;���	 �����
��	 �����������
� ������ 17—19,
22—23 � 24, ����=�!�� ��
��
���� �����������
� �$��$�� ��-


���:

�5* = {1, 3, 5, 2, 4} � �
����"�� �
��� �$��$�� 20 �����.
? ��
�� ����’	�
��	 �
�
�� ! ��� ���"��� 3 � 9 � �����
��, ���-

���� 20, 
�� �� <� �� �����	�
!��, 
��� #� <��	 �����
 �� ��
-
#�> ��
�����< �5* � ��
#� ���
 �=� �� �

��, 
�� �����������
�
��

���, #� ��������
>
� ��� ���"��
�, �
���� �� �����. ?
��’	��� � ���, �
��#��
��	 ��� �����������
�� �� 5 ��

��� ��-
=� 
����� �$���"�
� <��� ������, 
�$
� ���$�
� $���"��� 20, �
��
������ �
�� ���� ��=�
� �
��"�
��	 ����������, 
�$
� ���-
���� 20. �
=�, �
>�� �����������
� �5*, �� 
��$
 �����	�

� �
-
��
�� ���"���.

������
�

�
�
�
 ��� 
�� ����


� ��
=�!
��	 ��
���� ����� � ��
����.
;�
��$�� ���
�
� 

�� �����������
� �
����� ��

��� �
 �$��-

$��, ��	 	��< �
� �
�������	 �$��$�� �
 ���� ����



� $��� �
�-
���"��.
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'��������� �� ��
��� �
����� � ��
����, ���$����� ���=���
���� ��=����� �
��
�
�� (n!) ���$�
� �
 ����������� ������=���.

)���

�� �$����>>
��	 �����
� �
�������	 �$��$�� �����-
������
� ��

��� �k �
 ���"���, ������� � 
��
���� ����



�
����������.

;�
�� �$����>>
��	 ������ (��=�� ��
����) �����
� �
���-
����	 ���� n ��

��� �
 
���� ����



�.

'���
�
>
� 
� � ���=��, #� ! �
�$���" �������
������ (<�
�
����� «���	����»). \� ������
>
�. ;����� ���
��>!
��	 ��
�,
���� �� $��� ��
����
 ������=��
 (�����������
�) �
����>�
 n
��

���, � ��	 	��< �����
 $��� �����
����> � 	�� �
�� � $���
����’	���� �
�
��.

���
����� �������

1. �����
�
1. �
�
�
 @=�����
 (��� 

$�. 51).

+������ 51
>�"� ,��,�$� �+���+? �� 
+�"�����

@�

��

)

���
1 2 3 4

)

��� 1 4 8 3 8
)

��� 2 10 12 7 9
)

��� 3 6 8 4 9

;��

����
 �
�
��:
C��$����� ���
�>�

� �
 
���� ����



� n ��

���. ? ���� ��-



��� ���
 � 

 = �����������
� �$��$��: 1, 2 � 3-� �

���. K
� �$-
��$�� ��

��� �
 ��=���� ����


� �
������ � 

$�. 52.

+������ 52
>�" ,��,�$� �+���+? �� 
+�"�����

@�

��

)

���
1 2 … n W

)

��� 1 a1 a2 … an Wai

)

��� 2 b1 b2 … bn Wbi

)

��� 3 c1 c2 … cn Wci
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'��
�
!
��	 ���
�
� ��
��
���� �����������
� �$��$�� ���� n
��

��� �
 ��� ����



�, 
�$
� 

�� �����������
� �
����� ��

-
��� �
 �$��$��, ��	 	��< �
� �
�������	 �$��$�� �
 ���� ����



�
$��� 	��
����"��.

��"����	 ��
�’�

���
A	 �
�
�
 ����’	��!
��	 ��
���� ����� � ��=, ��	 ����� �����-

�� �	� �
�
��
���:
�k + 1 = {�k, ik + 1} — �����
 �����������
� � k + 1 ��

���;
A (�k), B (�k) � C (�k) — �����
� �
�������	 �$��$�� �������-

����
� ��

��� �k �
 ���"���, ������� � 
��
���� ����



� ���-
�������. @�	 �����������
� �k + 1 
�
������� �����
� ��=�
 �$-
�����
� �� �������
��� ������
�:

A (�k + 1) = A(�k) + ak + 1;

B (�k + 1) = max (A (�k + 1), B (�k)) + bk + 1;

C (�k + 1) = max (B (�k + 1), C (�k)) + ck + 1.
������:
�Ak = A (�k) + Wai + min (bi + ci), �� ���� i � k-  (�� ���� ��

�	�,

#� �� ����	
� � �����������
� �k);

�Bk = B (�k) + Wbi + min ci, �� ���� i � k- ;

�Ck = C (�k) + Wci, �� ���� i ! k- .
'������
 �Ak �
! ���� ������ �
�������	 �$��$�� ���!< �����-

������
� ��

��� �
 ���� ����



�. %
��� �����, ��=�
 ��
�

�,
#� �$��$�
 ���� ��

��� �
 
���� ����



� �
���"�
��	 �� �
-
��"� ��= ����� �Ak, �Bk 

 �Ck.

'������ ����
����	

� = max (�Ak, �Bk, �Ck),


��� % (�n) j �,

�$
� �������
 � � ������> (��=���> ��=�>) �����
� �
���-
����	 ���� n ��

��� �
 
���� ����



�, �
 �����, #� ��������-
���
� �k ����"�
 �$��$�� �
 ���� ����



�. ��������, 	�#� ��	-

� ��"� �����������
� (� ��"�� �������) ��

���, 
� �������

��=� $�
� ��"�>. %
 � �����������
�� � ��=� $�
� ��"�>. %
 �
�����������
�� �k, ��	 	��< � �
! ���"� ��
����	, ! �����
=��-
"�> ��	 �����	�� � ���"� �����.
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����’��
��� �
$
+#
F
� ����� �
�
�� �
�
�� 

$�. 53:

+������ 53
>�" ,��,�$� �+���+? �� 
+�"�����

@�

��

'���


�
1 2 3 4

'���


 1 4 8 3 8

'���


 2 10 12 7 9

'���


 3 6 8 4 9

0-� ����, ���� � �����������
� 0 ��

���:
��������, #� �A0 = �B0 = �C0.
%���
�A0 = 0 + Wai + min (bi + ci)=34, �� ���� ni ,1� ;
�B0 = 0 + Wbi + min ci = 42, �� ���� ni ,1� ;
�C0 = 0 + Wci = 27, �� ���� ni ,1� ;
������� �������
�����
� ��=��< � ������=�� �����������
��

�$��$��, 
�$
� ��	 ��=��< � ������=�� ���$����� �$�����
� <�
�i, �� i = 1, 2, 3, 4.

@�	 i = 1:
A (�1) = A (�o) + a1
B (�1) = max (A (�1), B (�0)) + b1
C (�1) = max (B (�1), C (�0)) + c1
�A1 = A (�1) + Wai + min (bi + ci), �� ���� i � 1;
�B1 = B (�1) + Wbi + min ci, �� ���� i � 1;
�C1 = C (�1) + Wci, �� ���� i � 1.
? 

���� �
�� ������� ����
����	

�1 = max (�A1, �B1, �C1).

%���� ��=�
 ��
�

�, #� 	�#� �$��$�
 ��

��� �����
��	 �
��

�� V 1, 
� �
�����
��	 �$��$�
 �� �
��"� ��= ����� �1.

@�	 i = 2:
A (�1) = A (�o) + a2;
B (�1) = max (A (�1), B (�0)) + b2
C (�1) = max (B (�1), C (�0)) + c2
�A1 = A (�1) + Wai + min (bi + ci), �� ���� i � 1;
�B1 = B (�1) + Wbi + min ci, �� ���� i � 1;
�C1 = C (�1) + Wci, �� ���� i � 1.
��
����� max �2.
*�
������� �$����>!�� ��	 ��"�� ������=��.
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%���� ��=�
 ��
�

�, 	�
 ������=��
 �
 �
���� �

�� ! �
�-
�������
����"�>.

;������
����> ! ���=��
 1.
&��$��
!�� �> $����� ��=����� �����������
�� �$��$�� �


������=���. ? ��� ������=��
� ��� �����������
� �����
>
��	
��

��> V 1, 
 ����� ��

�� � ��� ����� � 
��, #� �
��"����	
(����� V 1). ;���	 �$������� � ������	��	 ������ ���=�� ����-
=��� �������
���� ���=��� (�����������
� ��

��� �2 = {1, 2},
�����������
� �$��$��, #� �����
!
��	 ��

�	�� 1, 2). O 

� �
��.
;���	 �����
��	 �����������
� � ��
����� ������, ����=�!�� ��-

��
���� �����������
� �$��$�� ��

���: �5* = {3, 4, 1, 2} � 	�-
�
����"�� �
��� �$��$�� 43 ������.

'�� �$�������	 ������� � ������� 19.

������� ��� �����������
�

1. ���"�
� 
�����
� ����’	�
��	 �
�
�� @=�����
.
2. )������>�
� ���
���� ��
��
�����
� �
�
�� «
���� ����-




��».

������������� ��������

&���’	�
��	 �
�
�� @=�����
.
'
��
�
� �
�
�� @=�����
 ��� 
�� �

��:

1.
1 2 3 4


 20 8 7 15

� 48 18 20 40

� 24 10 6 20

2.
1 2 3 4


 20 20 10 6

� 11 12 5 4

� 22 23 12 8
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3.
1 2 3 4


 4 8 3 8

� 10 12 7 9

� 6 8 4 9

4.
1 2 3 4


 1 7 9 5

� 1 2 5 1

� 1 1 4 1

5.
1 2 3 4


 20 8 7 15

� 48 18 20 40

� 24 10 6 20

6.
1 2 3 4


 4 2 5 5

� 8 5 10 7

� 9 3 6 6

7.
1 2 3 4


 10 13 9 8

� 6 7 1 2

� 15 14 5 7

8.
1 2 3 4


 12 15 11 10

� 8 9 3 4

� 17 16 7 9
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9.
1 2 3 4


 15 3 2 10
� 43 13 15 35

� 19 5 1 15

10.
1 2 3 4


 17 7 7 6
� 8 9 2 1

� 19 20 9 5

11.
1 2 3 4


 2 6 1 6

� 8 10 5 7

� 4 6 2 3

12.
1 2 3 4


 13 6 7 8

� 9 4 5 5
� 12 6 8 4

13.
1 2 3 4


 6 4 7 7
� 10 7 12 9

� 11 5 8 8

14.
1 2 3 4


 15 10 10 7
� 8 6 9 10

� 6 7 15 6
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15.
1 2 3 4


 10 5 5 2

� 3 1 4 5

� 1 2 10 1

16.
1 2 3 4


 15 8 9 10

� 11 6 7 7

� 14 8 10 4

17.
1 2 3 4


 8 6 11 8

� 5 7 10 4

� 8 9 13 7

18.
1 2 3 4


 10 5 7 5

� 5 15 10 7

� 6 10 12 7

19.
1 2 3 4


 6 1 3 1

� 1 11 6 3

� 2 6 8 3

20.
1 2 3 4


 8 3 5 3

� 3 13 8 5

� 4 8 10 5
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���� 22
�����3 �
���3����� �
��
��������

1. �4����3 �

�2
�
 �
���3����� ����(N�����

? �:; ����������� ������ ��
=
!
��	 �


�����, 
�$
� ��
�
��=��� ��� �
��, 
��� ��
��
���� ����’	�
��	 ��
����
��	

����� �
 ���� �

� ��
���
��	.

%
�� �
�
�� �
���
>
��	 �����

����� �� �������������.
? �
�
�
� ���
������� �����
���
��	 ��������� ������ �
-

��=�
� ��� �
�� (��������� �

��� (��������) �
��), 
��� ! �	� ��-

��
����� ����’	�
�� (���������� ��	 ��=���� �

��), #� �
$��-
����>
� ��
��
����� �����
�� ������� � ������.

�
�
�� @; �
���
>
��	 $
�

��

����� 
$� $
�

����������.
@; 	��	! ��$�> �

��

����� 
�
�

, #� ������	! �������
�

��
��
���� ��
���
��	 $
�

��������� �����
��� �������� �
��������, #� �
��=

� ��� �
��.

����������� ������ �
���
!
��	 �����
���, 	�#� ��=�

�����

� �
 ��� ���� �����
��. �����
��	� �
���
!
��	 �����-
���
� ��"���, �����	
�� �
 ��=���� �

�� � ��
�> ������ �
 ���
������� (�������� � ������������ �
��$�� �
 ��=���� �

��).

C
�����
�, ������ ��������< $���-	��� ������!��
��� — ��-
���
��� ������, 
��� #� ��� ����
�
!
��	 �����> ��������, ���
-
�� ��


���
��	, �$�	��� ���

�
�� �������� � 
. ��.

;��

��� �

�� �����
���� ������� ��
=
!
��	 ������ ���
���-
�	 ��"���	 (��� �������� �
��

����� ���
����, �
���� ��


���
�-
�	 � 
. ��.). ;�� �

��� ����
��� ������>
� ������
������ ���.

;�
��>�� $
�

��

���� ������, �����	
� � ��
������ �������
� ������, 
�$
� ��� ���
����� ��"���	 �
 ������� �

�
� �
�=��
���$����� �

� �
 ��
�� ������� ��
�.

2. ����(5�� ��4	����8� �����3
�
���3����� �
��
��������

C��
� ��
��!
��	 ��	�����
� ��	��< ���
��� s �����������
������!��
� 61, 62, …, 6j, …, 6n �
 ��	��� ������ �
�� +, #�
���
�
! k ������
������ ����� ti, �� (t = 1, …, k), ������� T = �ti.

C
 ���

�� ������� + �
 �����
�� ������!��
� �������� ����-
��� �
��$� D.
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C
 ���

�� ��=���� ���� ����$�	!
��	 ���
����
��	 ���!< ��-
�
��� ������!��
�, 
�$
� �����	!
��	 �
�
��
 �������� �
��$��.
'������ ��������� �

� ���
��� S0, 	��� �
�
�
�����!
��	 ����-
���
> �
��$��, �=� ���
����� � ������!��
�
 � �������� �

� Sk,
����> D.

J� ���� ���������
� �� ������!��
�
� � ���
� ������� �
��$�
D, #�$ �� ����	 ������� + ���
���� ����� W ��� ���!< ���
���
������!��
� $�� $� max?

����’��
���
;���
���� ����� xij ����, �������� �
 ���

�� i-�� ���� j-��

������!��
�� (i = 1, …, k), (j = 1, …, n).
;�����
���, #� �
��$� �
 i-�� �

�� �����������, 
�$
� ��$-

�
�� ����
���� �����
��	 u1, ���� ���	�
! � 
���, #� �
 ���

��
i-�� ������� ������!��
�� 61 �������� �
��$� xi1, ������!��
��
62 – xi2 � 
. �.

%��� ���
�� Ui = (xi1, xi2, …, xin) ����
�
! �������� �
��$�� �
 i-
�� �����.

)�������
� ��������� �
��$�� (�����
��) �
 k ����
� ���
�=
-
!
��	 ���
���> ���
����

U1 = (x11,  x12, …, x1n)
U2 = (x21, x22, …, x2n)
…………
Uk = (xk1, xk2, …, xkn)
)��
���� ����� �
 k ����� �
��=�
� ��� ��������
� �����
��,


�$
� ! ������!> ��� U1, U2, …, Uk:
W = W (U1, U2, …, Uk).

�
��
��	 ���	�
! � 
���, #�: �
 ��=���� �

�� ���$����� ��-
$�

� 

�� �����
��	, #�$ ���
���� ����� ��� ���!< ���
��� ���-
���!��
� $�� max.

������
�

@; �������

��	 ���

����� ��
���
��	 ������	! �����-

�
� ��"���	 �
�
�. )���#���	 ���	�
!
��	 
��, #� �
 ��=-
���� �

��, � ���	�� �
 �����
�� ������ �������, ��
�����>
�

����� ���� ����, 
�$
� ��� ���
����� ��"���	 ��
����!
��	
�
�$�
�!.

���
�, � ��=���� ������� ! ��

���� k-' ����, ���
����	 ��-
"���	 �
 	��� �� �
��=�
� ��� �
�$�
�����. %��� �
 ����� �����
��$��
>
� �����
��	, #� ������	! ����=

� �
�$���"�� ����
.
)��
���
�"� ��� ����, �� ����� ��=�
 ���!��

� �������

����
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(k – 1) – � ����, �� 	����, � ���> �����, (k – 2) – � � 
. �. ' ��


��-
���� �������� ������	
� � ���

����� �

� ���
��� S0. ;�����
���
������� �����
���
��	 ��$�
� �$��

!
��	 ��� ����	 �� ��-
�

�� �7, �. 274	.

�%
�'&+�# �
��''�

1. �
�
�
 ��� #���$
��
*��#����<� ����&%: ��
�
� �
�����
"�� �
�"��
 � �������-

�� ����
� � ���

�����, 	�#� �����
 �

���	 
�
�����
��� ��-

�

 (���. 

$�. 54).

+������ 54
)������ ����"*,����� 
�����

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 7 5 9

2 11 7 12

3 8 5 9

4 10 10 6

5 11 13

6 12 9

7 8

8 7

9 6

10

��"����	 ��
�’�

���:
fn(s) — �
�
��
�, #� ��������
! �
�

���< min ��
�

 ��	 "�	��

��� ����
� s, 	�#� �� ��������� ����
� �
��"����	 n ������.
jn(s) — ����’	���, #� ������	! ���	�
� fn(s).
&���
�����

� $�����, �����
�>���� �������
��� �������-

��"���	�:
fn (s) = min (csj + fn – 1 (j)) �� ���� s 

 j �
 ����=�.



216

����’����:
$��< 1

'

O�
10 f j

7 8 10 8

8 7 10 7

9 6 10 6

$��< 2

'

O�
7 8 9 f j

5 11 + 8 13 + 7 19 7

6 12 + 8 9 + 6 15 9

$��< 3

'

O�
5 6 7 f j

2 11 + 19 7 + 15 12 + 8 20 7

3 8 + 19 5 + 15 9 + 8 17 7

4 10 + 19 10 + 15 6 + 8 14 7

$��< 4

'

O�
2 3 4 f j

1 7 + 20 5 + 17 9 + 14 22 3
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1

4

3

2

6

5

9

8

7

10

&��. 20. %�
�����
�
 ����=


'��������: F = 22, �
�����
"�� "�	� 1 — 3 — 7 — 10.

2. �
�
�
 ��� ����$
��

��!'
����
 �
$
+#:
��
�
� �
�����
"�� �
�"��
 � ��������� ����
� � ���

��-

���, 	�#� �����
 �

���	 
�
�����
��� ��
�

 (

$�. 55).
+������ 55

)������ ����"*,����� 
�����

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 4 6 5

2 3 7 5

3 4 7 9

4 5 3 7

5 9 5

6 4 7

7 7 5

8 1

9 1

��"����	 ��
�’�

���:
fn(s) — �
�
��
�, #� ��������
! �
�

���< min ��
�

 ��	 "�	��

��� ����
� s, 	�#� �� ��������� ����
� �
��"����	 n ������.
jn(s) — ����’	�
��	, #� ������	! ���	�
� fn(s).



218

&���
�����

� $�����, �����
�>���� �������
��� �������-
��"���	�:

fn(s) =min (csj + fn – 1(j)) �� ���� s � j �
 ����=�.

����’��
���:
$��< 1

'

O�
10 f j

8 1 10 1

9 1 10 1

$��< 2

'

O�
8 9 f j

5 9 + 1 5 + 1 9 6

6 4 + 1 7 + 1 8 5

7 7 + 1 5 + 1 9 6

$��< 3

'

O�
5 6 7 f j

2 3 + 6 7 + 5 5 + 6 5 9

3 4 + 6 7 + 5 9 + 6 5 10

4 5 + 6 3 + 5 7 + 6 6 8

$��< 4

'

O�
2 3 4 f j

1 4 + 9 6 + 10 5 + 8 2, 4 13
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5

6

7 9

10

8

1

4

3

2

&��. 21. %�
�����
�
 ����=


������� ��� �����������
�

1. $�� ������� �������� 
���������� ��
��!�����?
2. %&�����!'
� �������� ���
������ ��
��� 
���������� ���-

����������.
3. K���;�
� �������
�� ������
��;���� � ��
��� ��� 
���-

����.

������������� ��������

1.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 10 15 14
2 11 7 12
3 8 5
4 10 10
5 11 13
6 12 9 6
7 10
8 2
9 6
10
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2.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 12 17 16

2 10 9 15

3 7 7

4 9 12

5 14 10

6 15 6 6

7 12

8 4

9 8

10

3.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 8 7 11

2 11 7 12

3 8 5 9

4 14 15 6

5 11 13

6 12 9

7 8

8 7

9 6

10
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4.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 9 12 9

2 16 17 12

3 18 15 19

4 10 10 16

5 11 13 12

6 12 10 9

7 3

8 7

9 6

10

5.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 5 2 4

2 6 7 2

3 5 9

4 5 4 6

5 11 13 12

6 4 4 5

7 8

8 7

9 8

10
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6.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 29 22 22

2 26 15 12

3 21 15 19

4 20 10 10

5 11 13 12

6 12 10 9

7 23

8 17

9 23

10

7.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 9 12 9

2 4 12 12

3 8 15 19

4 7 13 8

5 11 13 12

6 12 10 9

7 3

8 7

9 6

10
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8.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 12 8 7

2 4 5 8

3 7 8 9

4 6 8 7

5 11 10

6 10 9

7 12 8

8 7

9 6

10 9

11

9.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 9 11 7

2 7 8 10

3 7 9 5

4 6 8 7

5 10 8

6 10 11

7 12 4

8 7

9 6

10 9

11



224

10.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 24 23 17

2 17 18 10

3 17 19 25

4 26 18 17

5 10 8

6 10 11

7 12 14

8 7

9 16

10 19

11

11.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 36 31 37

2 37 28 30

3 27 29 5

4 26 28 17

5 20 18

6 19 11

7 22 14

8 17

9 6

10 9

11
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12.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 9 11 7

2 7 8 10

3 7 9 5

4 6 8 7

5 10 8

6 10 11

7 12 4

8 7

9 6

10 9

11

13.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 9 10 7

2 7 8 10 12

3 9 7 9 5

4 6 6 8 7

5 10

6 10 11

7 12 4

8 11 7

9 16

10 19

11
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14.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 11 10 12

2 15 19 14 12

3 9 7 9 5

4 7 5 7 9

5 7

6 6 11

7 3 4

8 11 7

9 7

10 9

11

15.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 4 5 6

2 7 8 9 12

3 9 8 7 5

4 6 9 8 7

5 7

6 10 11

7 8 4

8 11 7

9 9

10 5

11
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16.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 4 6 5

2 3 7 5

3 4 7 9

4 5 3 7

5 9 5

6 4 7

7 7 5

8 1

9 1

10

17.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 7 10 5

2 9 5 5

3 4 7 5

4 7 8 7

5 7 5

6 4 7

7 3 5

8 8

9 5

10
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18.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 4 6 5

2 5 8

3 4 9

4 3 7

5 19 5

6 14 7

7 17 5

8 10

9 1

10

19.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 24 26 15

2 23 17 25

3 24 17 19

4 15 13 17

5 9 5

6 24 27

7 17 25

8 21

9 19

10
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20.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 7 8 5

2 15 18

3 14 20

4 3 7

5 11 15

6 10 17

7 17 11

8 21

9 23

10
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